NOFY162 Matematika pro fyziky 11 letn{ semestr 2020/2021 Domici tikoly

Termin pro odevzdani: ¢tvrtek 29. dubna 2021

Uvazujte mnozinu D, ,, kterd je ohranicend dvé kruznicemi, viz Obrazek (Il Vnéjsi kruznice je popsana rovnici |z| =
1, vnitfni kruznice je popsdna rovnici |z - §| = % Mnozina D, , je obrazem mnoziny D, ,, kterd je ohrani¢end dvéma
soustredngmi kruznicemi |w| =1 a |w| = 2 pfi zobrazeni
w -2
z= .
2w-1

(1)

V ptikladu pouzivame néasledujici konvenci pro zapis komplexnich ¢&isel, z = x + iy a w = u + iv.

v

oo

Obrazek 1: Zobrazeni mezi mnozinami Dy y & Dy 4.

1. Ukazte, ze inverzni zobrazeni k je dédno vztahem

z—2
w =
2z-1

: 2)

2. Rozmyslete si, ze tvrzeni uvedené v zadani je skutecné pravdivé, to jest ukazte, Ze mnozina D, , se skutecné zobrazi
na D, ,. Ukazte, ze kruznice |w| = 2 se zobraz{ na kruznici |z - %| = %, zatimco kruznice |w| = 1 se zobraz{ na kruznici |z| = 1.

3. Na mnoziné D, , FeSte Laplaceovu rovnici pro funkei F'(u,v),

Ay F(u,v) =0, (3)
F(u7v)|u2+v2:1 =0, (4)
F(u7v)|u2+v2:4 = 1’ (5)
a ukazte, ze TeSeni je ddno vztahem
F(u,v) = 21n21n(u2+112). (6)

Symbol A, , znaéi Laplacetiv operdtor v proménnych u a v. Pfi feSeni této tlohy by se vdm mohl pfijit vhod prepis
Laplaceova operatoru do polarnich souradnic.

4. Na mnoziné D, , FeSte Laplaceovu rovnici pro funkei f(z,t),

Afc,yf(xay) = 07 (7)
f@ )22z = 1, (8)
f(@,y)|. =0. (9)

Meéli byste dospét ke vzorci
1 222 + 2y% - b + 2)% + 9y?
Fay)= o s
2In2 (22 -1)2 +4y2)

(10)

Toto je jinad technika na feSeni Laplaceovy rovnice na excentrickém mezikruzi nez jakou jsme diskutovali na cviceni. Na
cvicen{ jsme zvlddli zobrazit obdélnik na (skoro celé) excentrické mezikruzi. Zde zobrazujeme koncentrické mezikruzi na
excentrické mezikruzi. Myslenka je ale v obou piipadech stejnd — chceme pracovat na mnoziné, na které lze Laplaceovu
rovnici snadno fesit.


https://en.wikipedia.org/wiki/Laplace_operator#Two_dimensions
https://en.wikipedia.org/wiki/Laplace_operator#Two_dimensions
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Reseni:
Inverzni zobrazeni ziskame jednoduchou algebraickou manipulaci, sta¢i vyjadrit w z a okamzité dostaneme .
Prozkoumejme nynf chovdn{ obou zminénych kruznic. Uvazujme nejprve kruznici |w| = 2. Pak jest

2= ] = 2—2’_ r+iy-2 | | (z-2)+iy | V(z—2)2+y? (1)
S 1221 | 2(z+iy) -1 |(Qe-1)+2iy| /(22 - 1)2 + 42
(z-2)*+y”

odkud plyne, ze mezi x a y plati vztah 4 = coz po drobnych albegraickych tupravach vede na rovnici

(2z-1)2+4y2>

2\2 2\2
(=-5) +=(5) (12)
(z=2)+y°

aneb |z — %| = %, coz jsme chtéli ukdzat. Pro kruznici |w| = 1 dojdeme stejnym postupem k rovnici 1 = ermy vl

coZ po
drobnych albegraickych tupravach vede na rovnici
24y’ =1 (13)
aneb |z| = 1, coz jsme chtéli ukdzat. Zobrazeni, které studujeme je linedrni lomené zobrazeni. Neni tedy jind moznost, ze
mezikruzi se zobrazi na mezikruzi, tedy D, , se zobrazi na D,, ,.
Ulohu pro funkci F' vyfesime s pouzitim polarnich soutadnic r, . Plati

0?02 10 ( 0 1 9
Ay F(u,v) = (6u2 + 6u2) F(u,v) = - (TEF(TAD)) + ﬁ@ToQF(r’(p)’ (14)
pricemz okrajovou podminku ptrepiSeme jako
E(r, )l =0, (15)
F(r, @)l = 1. (16)

Okrajové podminka nezdvisi na ihlové proménné, proto je rozumné hledat F pouze jako funkci r. Resfme tedy jednu
obycejnou diferenticalni rovnici

d d

—|r—F)=0

dr ( dr )
s okrajovymi podminkami F(r)|,._; =0 a F(r,¢)|,_, = 1. Vysledkem je

1
F(r)=—Inr, (17)
In2

odkud po navratu do puvodnich proménnych dostavame

1

Fluv) =515

In (u2 +v2). (18)

Zbyvé vytesit Laplaceovu rovnici pro f na D, ,. Jiz ovSem vime ja fesit Laplaceovu rovnici pro F' na D,, ,. Pfechod mezi
obéma mnozinami zajistuje konformni zobrazeni, o kterém vime, Ze zachovava Laplacetiv operator ve smyslu diskutovaném
na cvicenich a na predndsce. ReSeni ulohy pro f na D, , tedy dostaneme pouhym dosazenim

f(.’l?, y) =def F(u7v)|u=u(z,y),'u=v(a:,y) : (19)

Zbyvé tedy najit u a v jako funkce x a y. Vyjdeme ze vzorce w = % Rozepsanim ziskame

(z+iy) -2  (22% -5z+2y° +2) +i3y

+1iv = = s 20
T (22— 1)2 + 492 (20)
odkud plyne, ze
2 2 _ 2
o z“ -5z + 2y +27 (21)
(22 —1)% + 4y?
3y
Bo——e—— 22
! (22 -1)2 + 4y? (22)
Dosazenim pak ziskdme
1 2,2
f(x,y) =def F(uav)|u:u(x,y),v:v(m,y) = 21n2 In (u v @ ) 222-5r4+2y242 3y ) (23)
T (2z-1)2+4y2 7 (22-1)2+4y2

coz vede na vzorec ze zadani.



