OBSKURNI MATEMATICKE PRIKLADY

VIT PRUSA

1. ABSOLUTNI A NEABSOLUTNI KONVERGENCE A PREROVNAVAN{ RAD
1.1. Jak dokéazat, ze 2In2 =1In2. Z teorie Taylorova rozvoje jiz vime, ze pro = € (-1, 1] plati

xk

- (1.1)

In(1+x) :2(—1)’“

(Toto tvrzeni si v jiném kontextu pfipomenete v jedné z nasledujicich pfedndsek.) Z vyse uvedeného vzorce dostaneme po
dosazeni = =1 tvrzeni

+oo ( k-1
111222(1) :1_1+1_1_1+.... (12)
&k 2 3 4 5

Pojd'me nyni toto tvrzeni pouzit ke klasické konstrukci, kterd ndm dolozi, Ze s fadami si nenf radno bezmyslenkovité zahravat.
Jelikoz vime, ze

11 1 1 1 1 1 1 1 1
In2=1-—+-——4- -4+ -+ ——+— — (1.3)
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
pak také musi platit
2 1 2 1 2 1 2 1 2
2In2=2-1+ - -+ - — 4+ - -+ ———+— — -, (1.4)
3 2 3 7 4 9 5 11
Na ptredchozi nekonec¢nou fadu pohlédneme takto
2 1 1 2 1 2 2
2N2=2-1+4- -4 —— b p (1.5)
3 2 3.7 49 11
z ¢ehoz po drobném pieskupeni ¢lenu plyne, Ze
1 2 1 1 1
21n2:2—1—7+(7—7)—7+( )—7+
2 \3 3/ 4 6
Spocteme ¢leny v zavorkach a vidime, ze plati
1 1 1 1
2In2=1-=-+—-—=+— ==+ (1.6)
2 3 4 6
Soucet nekonecéné fady na pravé strané uz ovsem zndme, viz vzorec (|1.3). Zjistili jsme tedy, ze plati
2In2=In2, (1.7)

coz je zjevné nesmysl. Kde je v celém vypoctu chyba?

1.2. Prerovnavani fad — obecné véty. Na prednasce ¢i v doporucené literatufe najdete tvrzeni, které fika, ze kazdou
neabsolutné konvergentni fadu lze vzdy pferovnat tak, aby vysledna fada méla jakgkoliv predem urceny soucet. V literatuie
je toto tvrzeni zndmé pod ndzvem Riemann rearrangement theorem, v knize [Kopacek (1998) je to Véta 10.23. Tato véta
poskytuje konstruktivni ndvod, kterak pro danou fady najit pferovnani s pozadovanym souctem. Existuje fada specidlnich
verzi tohoto tvrzeni pro fady s alternujicimi ¢leny, z nichz mnohd oplyvajf velmi ndpaditymi dukazy. (Alternujici fady jsou
fady, u kterych se stiidaji znaménka jednotlivych ¢lent.) Jedno takové tvrzen{ si dokdzeme.

Véta 1 (Schlomilch| (1873)). Bud’ f klesajici kladnd funkce takovd, Ze lim, . o0 f(n) =0, a necht K =qe limy, 400 nf(n).
Pak tada

+ 0o
> (=1)"f(n) (1.8)
n=0

konverguje. Oznacime soucet této tady s, tedy s = Yr°0(=1)"f(n). Prerovndme-li tuto Fadu tak, Ze nejprve napiseme

pronich p kladngjch clent z fady (1.8]) a ndsledné q zdpornych éleni z fady (1.8) a postup opakujeme do nekonecna, pak pro
soucet takto prerovnané tady S plati

1
S:s+7[ lim nf(n)]lng. (1.9)
2 | n—+oo q
Zamyslete se nad tim, co se stane pokud K =0 nebo K = +oo! Déle si napiste jak tvrzeni zni pro f(z) =qef %
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Diikaz. Z predpokladu véty je ziejmé, ze fada ([1.8) je konvergentni. (Jaké kritérium pro konvergenci fad s obecnymi ¢leny
pouzijeme?) Ozna¢me si a, = f(n), a zavedme oznaceni
2m-1

S2m =def Z (_1)nan- (110)
k=0

pro 2m-ty astecny soucet. Predpokladejme, ze p > ¢ oznacme si déle S(,.q), ¢astecny soucet fady, kterd vznikne z ptivodni
fady navrzenym prerovnanim,

S(p+q)n =def (ao +ag+aq+-+ GQP_Q) - (al +az+as+---+ CLQq_l)

p—clenu g-c¢lenu

+ (agp + gpra + Agpra + 0 + Qap-2) = (A2g41 + 2443 + Q2g45 + -+ + Aag-1)

p—_clenu g—Cclenu

+ (a'(2n72)p +a(2n-2)p+2 + A(2n-2)p+4 T+ + a2np—2) - (a(2n72)q+1 +a(2n-2)g+3 T A(2n-2)g+5 T F a2nq—1) . (L1)

p-élenit g-¢lenit
Nyni si rozmyslime, ze plati
S(p+q)n ~ S2nq = Q2ng + A2nge2 + A2nged + - + A2np-2, (1.12)
pfitemz na pravé strané je (p — ¢)n ¢lenu. (Vyzkousejte si v8e explicitné zapsat napiiklad pron =4, p=3 a ¢=2.)
Nez pokro¢ime s dukazem, je ¢as na malou odbocku. Z vlastnosti Riemannova integralu pro funkci f plyne, ze plati

%Lj:lhf(x)dx <fla)+ f(a+h)+ f(a+2h)+-+ fla+(I-1)h) < % [a+lhf(x)dm+f(a) - fla+1h). (1.13)

(Pfipomente si, ze funkce f je dle predpokladu klesajici, a osvézte si pojem horniho a dolnfho Riemannova sou¢tu.) Zvolime-li
konkrétni hodnoty a, h a [ jako

a =2ngq, (1.14a)
h=2, (1.14b)
I=n(p-0q). (1.140)

vidime, ze nerovnost (|1.13)) lze zapsat jako

1 2np 1 2np
5 fmz%q flx)dx < f(2ng) + f(2ng+2) + f(2ng+4) +-+ f(2np-2) < 3 /;=2nq f(x)dx + f(2nq) - f(2np), (1.15)

coZ je

1 2np 1 2np
- / f(x) dz < agng + Gong+2 + Qongra + - + Qo2np—2 < = [ f(x)dz + azng — a2np. (1.16)
2 xr=2nq 2 r=2nq
Prostfedni vyraz je ovSem totozny s vyrazem na pravé strané rovnosti ((1.12)), mizeme proto psét
1 2np 1 2np
- F(2) 2 < S(prqyn = S20q < = [ F(2) Az + azng — G2np. (1.17)
2 x=2nq 2 r=2nq

V tuto chvili je jasné kam celd kostrukce miii — néjakym zpusobem chceme vyuzit vétu o limité seviené posloupnosti.
Nejprve provedeme substituci, kterda nam umozni 1épe nakladat s integraly. Volme x = n& a tedy dax = nd, coz vede na
rovnost

1

2np 1 2p
3 oo F@ =5 [, nine)de (1.18)

Nez pokro¢ime s dukazem, je opét ¢as na malou odbocku. Pripomeneme si proni vétu o stiedni hodnoté v integrdlnim
pocétu, kterd pravi, ze pokud pro dvé funkce u a v existuji integrzil fab u(&v(€)dE a [abv(g) d¢, pricemz funkce v je na
intervalu (a,b) nezdpornd, pak existuje c € [inf&[a’b] u(§), SUDge[q 0] u(f)] tak, ze plati

| "u()u(E) dé = ¢ | " u(e) de. (1.19)

Vyzbrojeni vétou o stiedni hodnoté se vratime k integralu (1.18).
Podle prvni véty o stfedni hodnoté v integralnim poctu pro néjaké c plati

s npmeyae= [ o)) zde= e [ Zde= Lem? (1.20)
2 Je=2q 2 Je=2q €7 2 Je2q€ 0 2 ¢
kde
ce [ inf n&f(nf), sup nff(nf):l (1.21)
&€[2q,2p] £e[2q,2p]
Z predpokladu véty plyne, Ze limg_, o sf(8) = K, z ¢ehoz je vidét, Ze lim,, 0 ¢ = K, a tedy
im 2 [ nfne)de - LrmE. (1.22)
n—+eo 2 Je=2q 2 q

1Integrélem se rozumi Riemannuv integral.
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7 predpokladu na funkci f dale plyne, Ze
lirp a2ng = 1ir+n f(2nq) =0. (1.23)

Vybaveni vztahy pro limity (1.22)) a (1.23)) se muzeme vratit zpét k klicové nerovnosti (1.17)) a pouzit vétu o limité seviené
posloupnosti. Limitni pfechod v (1.17) pak vede na

1
S—s:lenB, (1.24)
2 q
coz jsme chtéli dokazat.
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