Matematicka analyza II (NOFY152) —- DU 5

Integracni faktor, linearni ODR s konstantnimi koeficienty

Naleznéte maximalni feSeni rovnic

1.
(1—2%)y' +ay=1 y(0)=1
Reseni: Nejprve prepisme rovnici do tvaru
L (1)
YT i T 1—2 '
V dalsim se omezime na x € (—1, 1), nebot na tomto intervalu se nachazi po¢ate¢ni podminka. Mame
T 1 9 1
/mdl':*ilnu.*x |+C:1n17_372+0.
In —A
Rovnici (1) pfenasobime funkcie Vi-+* = \/11_7 a dostaneme
1 ' 1 , Ty 1
— + = . 2
<y /1_332) ,/1_:1;22/ (1_x2)% (1—.7,'2)% ()
Protoze plati
1
U= — v=u=
/ 1 d V1—a? x / x? d
—_— Ar = = — €T
\/1_1'2 ulzix 3 fU/:l \/1_$2 (171'2)%
(1—2a?)2
T 1 1
= + dz — /7 dz,
V1—22 /\/1—x2 (1-22)%
dostavame odsud, ze
1 T
———dr = —— +d,
/(1—x2)§ V1= 2
a tudiz
y(z) = vlf:cQ(ilx = +d) =dy/1 -2+
—x
Jelikoz 1 = y(0) = d, pak funkce
yl)=vV1—22+z, z€(-1,1) (3)
fesi zadanou poéateéni tlohu. Jelikoz lim,_, 14 ¢/'(z) = 400 a lim,_,1_ 3/'(z) = —o0, pak (3) nelze rozsifit
jako C! funkci na zadny vétsi otevieny interval. Tudiz (3) je maximalni feseni.
Alternativné mtiZeme rovnici (2) pfimo integrovat od 0 do x s vyuzitim pocate¢ni podminky
y(x) (0) /m 1 d { s }T x
—_— = —_— S = = y
V1—a? Y 0 (1752)% Vi—s2]g V1—a?
coz implikuje (3).
2.

zlx—1)y =y—1



Reseni: (Lze zavést novou funkci z = y — 1, pak se rovnice zjednodussi na z(x — 1)z’ = z.)
Ze zadani je zfejmé, ze y(x) = 1 je stacionarnim FeSenim tlohy pro € R. Pro nalezeni netrivialnich feSeni
nejprve prepisme rovnici do tvaru

/ Yy o 1
Y Cx(z—1)  a(z-1) @)

kterou fesime na intervalech, kde x # 0, 1. Mame

1 —1 1
| — _dr=-— — d
/at(x—l) . /<$+$_1)x
1 1
:/(—)dx:ln|ax|—ln|aj—1|—|—czln
r x—1

Nyni rozliSujme dva pfipady, a to

m_1‘—1—0.

(@) = € (—00,0) U (1,400), pak —£5 >0, a
(b) z € (0,1),kde =5 < 0.

Jestlize plati (a), pak rovnici (4) pienasobime funkci ™ 71 = —*7 a dostaneme

x ! xz Y 1
Y = /i = == 5
z—1 x—1 (x—1) (x—1)

Déle

a tudiz

-1 1 -1 1 1-d
y(a) = = ( +d):dx +-=d+—=, deR
T z—1 x T T
Jestlize plati (b), pak rovnici (4) pfenasobime funkeci e T = ——7- Pak ale dostaneme rovnici, ktera se od té v
(a) lisi jen o znaménko, jedna se tudiz o stejnou diferencialni rovnici. Reseni (4) je tedy na intervalech (—o0, 0),
(0,1) a (1, 400) dano predpisem
1-d
y(z)=d+ ——, deR. (5)
x

Reseni (5) se daji napojit vz = 1, je-li navic d = 1, pak dokonce i v = 0. Maximalni feseni zadané rovnice
jsou tedy

y(z) =d + % deR\ {1}, z € (—00,0) Vz € (0,400),

, 1+l*2

— 9
In2 4

Reseni: Charakteristicky polynom ma tvar

1+1n%2 1

davaji fundamentalni systém

{e(lw)m,eﬁ} = {QI,eﬁ} .

)\2

1

Jednonasobné kofeny In 2, 3




xln 2

Pravou stranu zadané rovnice si pfepiseme do tvaru e , COZ uz ma tvar specialni pravé strany. Protoze In 2 je

jednonasobny koien charakteristického polynomu, partikularni feSeni y,, hledame ve tvaru
yp(x) = Azen® = Az2®.
Prvni a druha derivace partikularniho feseni vychazi
yy(x) = A2® + A(In2) 227,
yo(z) = 2A (In2) 2" + A (In* 2) 22"
Po dosazeni do zadané rovnice pak dostavame, Ze musi platit

_ In2
CIm?2-1’

Obecné feseni definované pro x € R je tedy

In2

—a2”
In?2 -1

9

y(x) = C12% + Coe™mz +

kde Cl, Cy e R.

y" —y" +4y — 4y =40cos’

Reseni: Charakteristicky polynom p ma tvar
p(A) =A% = A2 44\ — 4.
Uhédneme, Ze jeden z kofent je 1. Délenim mnohoélenu mnohoélenem pak dostaneme
p(A) =(A—1) (A2 +4).
Jednonasobné kofeny 1, 2i davaji fundamentalni systém
{e”,cos2x,sin2zx} .

2

Pravou stranu zadané rovnice si pfepiS§eme pomoci identity cos” z = W do tvaru

20 + 20 cos 2.

Pravé strana je tedy souctem dvou funkci, které maji tvar specialni pravé strany, a partikularni feSeni budeme
tudiz hledat jako soucet partikularnich piislusejicich jednotlivym s¢itanctim. Partikularni feSeni y,, 1 odpovidajici
pravé strané 20 se da jednoduse uhadnout

yp1(x) = —5.
ProtoZe 2i je jednonasobny kofen charakteristického polynomu, partikularni feSeni y, o odpovidajici pravé
strané 20 cos 2z budeme hledat ve tvaru

Yp2(2) = x (Acos2x + Bsin2x) .
Prvni, druh a tfeti derivace y, » vychazi
Ypo(x) = Acos 2z 4 Bsin2z + x (—2Asin 2z 4 2B cos 2z)
Yp o) = —4Asin 2z + 4B cos 2z 4 x (—4A cos 2z — 4B sin 2z),
Ypo(r) = —12A cos 2z — 12B sin 2z 4 x (8 A sin 22 — 8B cos 2x) .
Po dosazeni do zadané rovnice pak dostavame, Ze musi platit

A=-2, B=-1.

Obecné feseni definované pro x € R je tedy
y(x) = C1e” + Cy cos 2z + Cy sin 2z — x (2 cos 2z + sin 2x) — 5,

kde 01,02,03 € R.




—x

Y+ 2y +2y = °
Sinx

Reseni: Kofeny charakteristického polynomu
A2+ 2\ +2
jsou 1 £ i. Fundamentalni systém je tedy
{e " cosz,e " sinz}.

Prava strana zadané rovnice nema specialni tvar (ani ji na néj nemtzeme prevést), takze budeme ulohu fesit
variaci konstant, tj. partikularni feseni hledame ve tvaru

yp(x) = c1(x)e P cosx + ca(x)e Fsinx,
kde funkce c1, co dostaneme vyfeSenim soustavy

e *cosx e "sinx (@] [0 ]
—e~®(cosz +sinz) e (—sinz+cosz)| [ch(x)] ||’ (6)

sin x

a naslednou integraci nalezenych ¢/, ¢. Rovnici (6) miizeme pienasobit e” a dostaneme

cosx sinx @) [0
—cosx —sinz —sinz +cosx| |ch(z)| ||

sinx

Protoze

cosx sinx . . .
det . . :—smxcossc—i—coszx—i—smxcosm—i—smzx:1,
—COST —SsSInx —SINX + COoST

podle Cramerova pravidla dostavame

/ . 0 sinx . B

ci(z) = det Lnlw ing 4 cosz| 1, = a(z) = —u,

ch(x) = det [ CoSE (1) } = C,Obx, = ca(z) =1Inlsinz| .
—cosx —sinr - sin z

Obecné feseni definované na intervalech (km, (k + 1) 7), kde k € Z, je tedy
y(x) = Cre"“cosx + Cae” “sinx — ze” ¥ cosz + Infsinx| e “sinx,

kde Cl, Cy e R




