NOFY152 Matematicka analyza IT

Letni semestr 2019/2020 2. cervna 2020

Jednotlivé kroky pii vypoétech struéné, ale presné oditvodnéte. V pifpadé studia éiselnych fad doslovné uved'te jaké kritérium

pouzivate pii studiu konvergence. Ve vypoctech muzete bez dalsiho komentafe pouzivat znamé vysledky ohledné konvergence
fad 0% L a 300 (—nh) , vlastnosti fad "0 sin (nz), 320, cos (nz), a dale Taylorovy rozvoje elementarnich funkcf.

Jméno:
Piiklad 1 2 3 4 5 6 Celkem bodu
Bodu 6 7 5 5 6 7 36
Ziskano

[6] 1. Metodou rozvoje do Taylorovych polynomu uréete a € R tak, aby limita

lim cos(In(1 + m))4— cosx — ax®
z—0 xT

existovala a byla koneénd. (To jest aby bylo lim,_,,, f(xz) = L, kde L € R.)
Urcete hodnotu limity pokud jsou splnény vami uréend omezeni na konstantu a.
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[7] 2. Budiz déna funkce f: @ = [z y}—r € R%\ {0} =R,
20 4y? 1
e
f(.’lj) = 9 42
xr“ + 5
a) Dodefinujte funkci f v bodé 0 = [O 0] ’ vhodnym zpusobem tak, aby funkce f s vami zvolenou hodnotou v bodé
= [O O]T byla v tomto bodé spojitd. Spojitost vami definované funkce jasné oduvodnéte.

b) Pro vdmi dodefinovanou funkci spoctéte dle definice parcidlni derivace podle x a y v bodé 0 = [O O]T

¢) Pro védmi dodefinovanou funkei zjistéte, zda existuje totalni diferencidl 0 = [O 0} T, Pokud ano, spoctéte ho.

ReSeni:

Vyuzijem znalosti zdkladni limity lim,_,q 627_1 = 1. Nejprve spocteme limity po piimkach, volime

T =S8,
y = ks,
kde k € R, a zkoumame limitu pro s — 0+. Jest
) e2s2+k2s2 1 ) e(2+k2)52 1 y e(2+k2)s2 1 (2 + k2) 52 . (2 + k2) $2 2 + k2
im ————— = lim ———— = lim = lim = =
I EE TR D R EE e (h D) (1 E) s 148

Limita je zjevné nezavisla na volbé k. Zbyva ovérit, ze limita bude existovat nejen ve smyslu priblizovani po primkach,
ale také jako limita funkce vice proménnych. Chceme ukazat, ze plati

(Pokud limita existuje, tak jeji hodnota musf byt totozna s limitou po pifmkach.) Zavedeme-li v R? poldrn{ soufadnice,

to jest
T = T COoS,
y = rsin @,
pak puvodni limita prejde na
. 62x2+y2 -1 eQr2 cos? p+r?sin?p 1 ) e(2 cos? Lp-l—sin2 Lp)'l"z 1
lim T T lim P = lim P
2= g 4 B r—=0+ < cos® ¢ —|— > sin? © =0+ 12 cos? ¢ + 2 gin? ©
(2 cos? p+sin? cp ( COS2 o+ SiIl2 (p) 7“2
= lim = 2,
r2
2

r—=0+ (2 cos? ¢ + sin 90) 2 2 (2cos2 ¢ + sin® )

bez ohledu na thlovou proménnou ¢. (Opét jsme vyuzili difve diskutovanou zndmou limitu redlné funkce jedné redlné
proménné.) Mizeme tedy konstantovat, ze funkce f : R? — R definovand jako

2z +y —1

St 1 0
F@) =a { ot E 0 T

2, x =0,

je spojitou funkei na svém definiénim oboru. (Pro  # 0 je funkce slozenim spojitych funkei, v bodé & = 0 jsme
vhodnym nastavenim parametru zajistili, Ze funkéni hodnota je rovna limité, limg, o f(x) = f(x)|,_q, coZ je ekviva-
lentni charakterizace spojitosti.)

Definice parcidlni derivace vuéi proménné x v bodé xg je

of

_ . flmo + hesz) — f(zo)
ax( x) = lim

h—0 h ’

T=T(

1

0} . 'V nami zkoumaném ptipadé je £y = 0 a dostaneme tedy

kde e; je vektor ve sméru osy , ez =qef [

2n2 14+2h%+2h%+o(h*)) -1
6f( ) — i =2 th_z:lim( B - =2 _ g, 2EEe ()
ox » h—0 h h—0 h h—0 h ’

=xg
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kde jsme vyuzili zndAmého Taylorova rozvoje pro exponencidlu. Obdobné postupujeme v pripadé parcidlni derivace
podle proménné y, jest

P 1o (14242 +o(h)) -1 2
of _ . f@othey) —f(mo) _ . B T Z o PPe(r?)
(x) = lim = lim = lim = lim =0,
dy w—zy 0 h h—0 h h—0 h h—0 h
kde jsme oznacili ey =get [(1)] . Jest tedy
of
%(w) =0,
=T
of
@(w) =0,
=X

z ¢ehoz plyne, ze kandiddtem na totalni diferencidl v bodé @y = 0 je nulové linedrni zobrazeni,

df(zo)h =0,

hy|. . , oy . , . . . s T o .
kde h = [hl} je libovolny vektor z R?. Ovéffme, Ze toto zobrazeni vyhovuje pozadavkiim na totélni diferencial, musime
2

tedy ovérit, ze
[f(zo+h) — f(xo) — df(wo)h| = o([[hllg2) ,

kde ||h||g. znaéi standardni Eukleidovskou normu v R?, tedy ||h||g. = y/h% + h3.) Definici lze ekvivalentnim zptsobem
prepsat jako
i (@0 +h) — f(@o) — df(@o)h| _

0.
h=0 1Pl

Dosazenim do definice funkce f a s pouzitim predpoklddaného vztahu pro totdlni diferencidl df(zo)h = 0 dostaneme

D)
e2hi+h3 _q

(1+(2r3+h3)+O(hi+h3))-1
-2 2 -2
17790

2, M3
hi+l2 h3+

|f(zo +h) — f(xo) — df(x0)h]

0 < lim = lim ————— = lim
h—0 1P lge h=0 /B + h3 h=0 Vh} + h3
O(ht+h3) O(hi+h3) Oo(lInllEz) A
o L mr R || 1 | PTRe y 0 (IIhIIRz) 0
=1m —sSs Il ————=1mm —— = IImnm —— ¥ =
h—0 /h2+hZ ~ h=0 /B2 4+ hZ k=0 |kl h—=0  ||h]|3,

|f(eo+h)—f(zo)—df(xo)h|

Pro linedrni formu d f(x¢) definovanou predpisem d f(xg)h = 0 tedy skutec¢né plati, ze limp ¢ TRl )
R

a dand forma si proto skutecné zaslouzi byti nazyvana totalnim diferencidlem funkce f v bodé xy = 0.

Pii vypoctu jsme vyuzili ekvivalence norem v R”, tedy tvrzeni, které ¥ikd, Zze pro libovolny péar p,q € [1, +o0] existuji
kladné konstanty C; and Cy takové, ze pro kazdé v € R™ plati

Crlzl,pn < l2lgpn < Collzll,gn -

Specialné pro volbu p = 2 a g = 4 tedy plati
1

Cillhllype < [IBllage < Collbllyge  aneb v (AT +h3)* < (k1 +h3)" < Cs (kT +h3)*.

Déle jsme pouzili zndmy Tayloruv rozvoj pro exponencialu v bodé ug = 0,
2 i 1 |u 4 2| |u 2
2utv __ —
s R AR F I HE CEOS

kde u = [ﬂ , ktery lze snadno ziskat z predpisu pro Tayloruv rozvoj funkei vice proménnych

| T AR R e D -l o | R R )
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[5] 3. Zjistéte, zda konverguje fada

2

n=1
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[5] 4. Najdéte obecné feseni obycejné diferencidlni rovnice

d3y
@ T de
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[6] 5. Nddoba je tvorend vélcem o poloméru podstavy r a vySce h a polokouli o poloméru r, viz Obrazek (1} Najdéte hod-
noty parametri h a r, které pro zadany objem V, minimalizuji plosny obsah pldsté nddoby S. (Pl45f nddoby je tvoren
pléstém vélce, horn{ podstavou vélce a povrchem polokoule.) UkaZte, Ze vdmi nalezend hodnota je skuteéné minimdlni!
Ptripominame, ze objem koule o poloméru R je dan vzorcem %WRS, zatimco povrch koule o poloméru R je déan vzor-
cem 47 R?.

Obréazek 1: Nadoba.

Reseni:

Objem nadoby je sou¢tem objemu vélce a polokoule, jest tedy
2 2 3
V =nr‘h + 5777“ .

Plosny obsah plasté nadoby je sou¢tem plosnych obsahu plasté valce, horni podstavy vélce a povrchem polokoule, jest
tedy
S = 2xwrh + 7r? + 2712,

(Neni nutné ptit se o to, zda je plosny obsah plésté ndadoby S—tak by uvazoval matematik—mnebo 25—tak by uvazoval
inzenyr, ktery by mél vypocist mnozstvi barvy potfebné k natieni nddoby. Hodnoty r a h, pro které S ¢i 25 nabyva
minima jsou stejné.) Na polozenou otdzku tedy ziskdme odpovéd tak, ze budeme hledat extrém funkce S(r,h) vaci
vazbé V (r, h) = V,. Neni viak nutné pouzit Lagrangeovy multiplikdtory, nebot vazba

2
7rh + gm’?’ =V,

nam umozni snadno vyjadrit vysku vélce h jakozto funkci r. Je-li zaddan pozadovany objem V,, pak ze vzorce pro
objem plyne, ze

2.3
h— Va — §2ﬂ"r
r
Tento vztah dosadime do vzorce pro povrch nadoby
Vo — Zmr® 2V, 5
S=92-2 3  13m?="24 _qr2
r r 3

¢imz jsme tlohu o vazaném extrému efektivné prevedli na ulohu o hledani extrému realné funkce jedné redlné proménné.
Chceme, aby platilo
ds

dr

T=Text

:07

coZ znamena, ze polomeér rqy, ve kterém funkce S nabyva extrému je feSenim rovnice

2V, 10
— 2a + —Trext = 0,

3

Text

< 3V, >
Text =
51

odkud plyne, ze

Wl
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[7] 6. Uvazujte funkce y1(x) a yo(x), které jsou jakozto funkce proménné = zaddny implicitné soustavou rovnic
26" +yox —2 =0,
Y2 cosy1 + 2z = 0.

2
Vypoctéte 94 v okoli bodu 2° = 0, a nésledné uréete hodnoty derivaci 9 a YL v bode z° = 0.
dz ) dz dzx

ReSeni:

K zodpovézeni otazky pouzijeme vétu o implicitnich funkcich. Oznac¢me si

a dale o
_ [,.0] _ _ |y
xo = [2°] = [0], yo[o]

a konecne ( )
Fi(x,y 2e¥t + yoxr — 2
F = =
(,y) {FQ(w,y)} [yg Cos Yy +2:c]

Nejprve najdeme bod yg, ktery spoleéné s g resi rovnici
F(:BOa yO) = 07

aneb chceme, aby platilo

2e¥1 + y82° — 2 _ |0
YS9 cosyy + 220 0’

coz po dosazeni za xy vede na soustavu rovnic
0
2e¢¥1 — 2| |0
ygcosy?| 0]

0
_|yi| _ |0
=[] = o]
Pripomeneme si formélni vypocet dle véty o implicitnich funkeich. Je-li F(x,y(x)) = 0, pak

OF OF oy
or oy or O

coz dava

odkud
Ay OF] ' OF
aw[ay} O’
pricemz jsme pouzili znaceni
OF |24 oF (52 oo oy |4
w5 w a0 e

V nasem konkrétnim pripadé dostaneme

OF _[p]  OF _[ 2w o
or |2’ Oy  |—yzsiny; cosyi|’

Snadno spoc¢teme i inverzni matici k matici ‘3—57 jest

ai - — 1 COS Y1 —x
dy 2eY1 cosyy + TYo siny; |Yosiny; 2eYt
Ptripomenme si, ze inverzi matice 2 X 2 lze spocist pouhym pohledem, je-li A = [(Cl Z} invertibilni matice, pak je

A—l _ 1 d
T detA | _.

. (Pfislusna tikanka zni “zamén prvky na diagondle, u prvku mimo diagonalu zmén znaménko,

a pak vsechno vydél determinantem”.) Pozadované derivace najdeme dosazenim do vztahu

__[er]™ OF
wmzy  LOY _

9y oF
ox

ox

=X
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coz v nasem piipadé dava

@ __1 1 0{({0] |0
8mm:mo_ 210 2|2 |-2
a proto
oy .
xR
Y2
= = =2,
0T |4 go

Abychom zislali druhou derivaci, musime se vratit zpét k obecnému vzorci

__[oF]™"
omzo LY _

Zatim nedosadime za © = xy, coz ndm umozni psat

P 1 cosy  —w] [y
% 2eY1 cosy, + xypsiny; |y2siny; 2e¥| |2 ]°

Na okoli zkoumaného bodu tedy muzeme psat

%y
ox

oF
ox

=T

Oy _ L
0r  2eYicosy; + xyssiny

(o cos 1 — 21),

a protoze potiebujeme ziskat druhou derivaci v daném bodé, staci nam zderivovat predchozi rovnost a dosadit za xq,

Yo a vyuzit skutecnosti, ze z predchoziho kroku zname i hodnoty derivaci % o =0a % o = —2. Jest tedy
82y1 0 < 1 ( 9 )>
=~ 3. - Y2CO8Yy1 — 2% )
0x? |y Oz \ 2e¥ cosy; + zy2 sinyy z=20,Y="Y0

pricemz pro potteby derivovéni chdpeme y; a y jako funkce z aneb y; = y1(z) a yo = ya(z). Derivujeme tedy
kupiikladu takto

0
P (2e¥* cosy1 + zy2 siny)

T=T0,Y=Yo

0 0 0 0
= [ 2eY* cosy I _ 9ev1 sin Y1 2 + yosiny; + x Y2 gin Y1 + Ty COS Y1 L
ox ox ox ox

a dale

{9y . Oy
=13 cosyl—ygsmyla——Q
T=0,Y=Yo v v

Nyni se muzeme vréatit k puvodnimu vzorci a s pouzitim vzorce pro derivaci podilu dostaneme

0
e (y2 cosy1 — 2x)

T=Z0,Y=Yo

a2y1
0x2

0 1
--2( (v2cos31 — 20))

2eY1 cosy; + xys Siny;

T=x T=T0,Y=Yo

{ [% (y2 cosy; — 233)} (2e¥! cosy1 + 2y sinyy) — (y2 cosys — 2x) {% (2eY* cosy; + Y9 sin yl)} }

_ T=T0,Y=Yo

(261 cosyy + zyasinyy )’

T=T0,Y=Yo
—4-2+0-0 _
22

2.

Celkem tedy

Oy
ZJ1 =0,
ox w0
Py 2.
Oz? oy
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