(1)

1.b)

Reseni vybrangch piiklada
7. sada

VysetTete konvergenci mocninné fady
“+00

2
Za” 2" a > 0.

n=1

Reseni: Plati

0, a <1,
lim Va® = lim "= { 1, a=1,

n—-+0oo n—-+00 +00, a> 1.
Polomér konvergence R fady (1) je tedy
0, a>1,
R= { 1, a=1,
400, a< 1.

Pro a = 1 ma smysl uvazovat konvergenci (1) na kruznici konvergence, tj. na jednotkové kruznici {z € C :
|z| =1}. Kazdé z € C, |z| =1 je tvaru z = " = cosz + isinz pro jednoznacné urcené x € [0,27). Mame
tedy studovat konvergenci rady

+o0
Yl = 3 e, e 2.
n=1
Plati [e"*| = 1, n € N, z € [0,27). Neni tedy splnéna nutné podminka pro konvergenci fady, tj. neni

pravda, 7e || — 0 pro n — +o0, a fada (2) tedy nekonverguje.

Vysetfete konvergenci mocninné fady

Resgeni: Plati

— 1
. n _ _ _ 7p _

Inn

Zde jsme pouzili limy, 400 {/n = lim,y00e n =1 (viz 5. da z 5. sady). Polomér konvergence fady (3)
je tedy 1.

Stejné jako v b) ma smysl uvazovat konvergenci (3) na jednotkové kruznici. Pisme z = '*, z € [0,27).
Pak (3) je tvaru

+oo
e’L’rLI

D

n=1

(4) mtze konvergovat jen pro p > 0. Je-li nyni p > 0, pak n™? \, 0 pro

n— —l-OO a soucasné rada
—+00

Z ent = Z (cos(nx) 4 isin(nx))
n=1
ma omezené ¢astecné soucty pro z # 0 (viz pfiklad m) z 6. sady). Z Dirichletova kritéria tedy plyne
konvergence (4) prop >0az #0.
Zbyva probrat pfipad z = 0. Pak ¢ = 1 a mame tedy studovat konvergenci fady

-i-oo1

vt
n=1
Vime, Ze tato fada konverguje pravé tehdy, kdyz p > 1.
Zévér: Polomér konvergence fady (3) je 1. Na jednotkové kruznici fada konverguje prop > 0 a z # 1. Je-
li p > 1, pak fada konverguje vSude na jednotkové kruznici (a to dokonce absolutné). Pro ostatni hodnoty
z a p fada na kruzinici nekonverguje.
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1.g) VySetfete konvergenci mocninné fady

S ()
> (-1 <(2n+1)!) , pER.

n=1

P
Resenf: Ozna¢me a,, := (—1)" <(22n(f1))2.> , n=12,---. Pak

anial _ 2An + 12\’
lim = lim
n—+oo || n—+oo \ (2n + 3)(2n + 2)
_ 2?2 +4n+2\" 1
= lim |[——————] = —.
n—+oo \ 4n2 + 10n + 6 2p

Polomér konvergence je tedy 27.
Necht dale z = 2Pe™, x € [0, 2m). Zbyva urcit, pro kterd x konveguje fada

n=1 n=1
Oznacme
22 (n!)?
T Cnr )
Upravou dostaneme
(27n!)?
- < 2n + 1 >
(2.4.6---(2n))2\?
- ( 2n+ 1 )
2.4.6- b
(3 -(2n + 1))

Piipomenime, Ze (2n)!! := (2n)(2n —2)---2, (2n + ! := 3.5---(2n + 1). Mame |(—1)"e™*| = 1. Je-li
p <0, pak b, > 1 a fada (7) tedy nemtiZe konvergovat. '
Staci tedy dale uvazovat p > 0. Mame (—1)" = COS(7TTL) =€ a tudiz
+o0

E: nmz_E:e'mx+ﬂ’

n=1

Vime, Ze tato fada ma omezenou posloupnost castecnych soucti kdykoliv x + 7 # 2knw, k € Z. Uvazujeme-
D

b
i z €[0,27), pak x —|— 7 = 2k7 nastava jen pro = m, k = 1. Jelikoz -1 = (22£2)P < 1, pak je jasné, ze

bh 2n+3
posloupnost {bp 7 je klesajici. Jestlize navic ukazeme
lim b =0,
n—-+4o0o

pak z Dirichletova kritéria plyne, ze (7) konverguje pro x # m a p > 0. K ovéfeni (8) ndm zfejmé staci
ukazat, ze bl, — 0 pro n — +oo pro pevné zvolenou hodnotu p > 0. Ukazeme si tii postupy, jak (8)
dokazat.

1. postup. V ptikladé 4.p) z 5. sady (neboli 6. kol z 5. sady) jsme ukézali, ze fada

S (G’

n=1

konverguje pro p > 2. Nutnad podminka pro konvergenci znamena, zZe

_ N\ 7
lim (2n — 1N _0
n—-+oo (2n)!!

pro p > 2. Pak ale zfejmé (9) plati kdykoliv p > 0. Postup tohoto pfikladu funguje beze zmény i pro fadu
2 bl Specialné dostaneme (8) pro p > 0.



3.b)

2. postup. Pouzijeme Stirlingovu formuli. Mame
2" ((2)"v2mn)”
(2thy2n+1, /27 (20 + 1)
(2n)?Hen
(2n + 1)27+1 27(2n + 1)
_eyT 1 1 1
V2 (L4 ) 2t 1) nb

Odsud je pak jasné, zZe b, — 0 pro n — +oo a tedy i (8) pro p > 0.
3. postup. (Analogie postupu k pfikladu 4.p) z 5. sady). Zkusme dokazat (8) pro p = 2, tj.

2nph2 \ 2
m b2 — G (-G )
n—+oo n—+4oo (2n -+ 1)'

Il

bn

Plati

o _ (2n+2 2b2<n—|—1b2
ntl m—+3) " T n42™

Indukci dle n,
2

n+12 n 2 2 2 2
b b < ——p
nr2n S gyt S S TRl

8

2 2 _
b1 < 23 Tomay

a tedy (8) skute¢né plati.

Zbyva urcit, pro kterd p fada (7) konverguje, jestlize x = w. To je to samé jako konvergence fady

¥ bl Analogicky jako v piikladé 4.p) z 5. sady dostaneme, ze fada 37> b konverguje (absolutné)
pravé tehdy, kdyz p > 2.

Zévér: Polomér konvergence fady (3) je 2P. Na kruznici konvergence o poloméru 2P fada konverguje pro
p>0az#—2P Jeli p > 2, pak fada konverguje vSude na jednotkové kruznici (a to dokonce absolutné).
Pro ostatni hodnoty z a p fada na kruznici konvergence nekonverguje.

Ukazte, ze funkce sin® z je analyticka a najdéte jeji Taylorovu fadu se stfedem v nule.

Reseni: Funkce sin 2 je redlné analyticka a plati
oo (_l)kx2k+1

CU LR
IS

sinx =
k=0

Mnozina realné analytickych funkci na R je uzaviend na souéin funkei, sin? z je tedy taky realné analyticka.
Pro urceni jeji Taylorovy fady vyuzijeme vzorec

,  l—cos(2z) 1 1(*2’?(—1)%21;)%):i’?(—mkﬂ(zx)%

e (2h)! 2(2k)!

R.
2 27 2 » TE

k=1

Ukazte, Ze funkce v/1 + 22 je analytickd a najdéte jeji Taylorovu fadu se stiedem v nule.

Reseni: Funkce /1 + z je realné analytickd pro z > —1. Déle vime, Ze

(1+z)2 = io (i)x” v € (~1,1).

n=0
Tudiz

+oo /1 4 6
1 1, 1-1z' 1-1-3
Vit =3 (2>x2”:1—|—x2—|—$+$+~', re(—1,1).
n

2 222 22 2 3



4.b) Najdéte soucet fady

+oo

2n — 1)
(10) 3 wx

n=1

Reseni: Z limitniho podilového kritéria plyne, Ze fada (10) konverguje pro || < 1. Dle Leibnizova kritéria

konverguje rada i pro x = —1. Pro ostatni z € R fada diverguje. Plati
2n — N 1.3.---(2n—1
: (Qn)!!) =5 -(- “2n Lo
_13---(2n-1) ,
2nn)
_—1-3 —(2n—1) (—z)"
T2 2 2 n!

- ()

(1-2)"2 = io <2l> (—2)", z € [—1,1),

pak vidime, ze (10) lze seéist na

Jelikoz plati

(1-2)"2—1, z€[-1,1).

5.a) Sectéte fadu

+oo 1
(11) —_—
n2m
n=1
Reseni: Uvazujme fadu
(12) 3L
—x".
n2m
n=1

Z limitniho odmocninového kritéria plyne, ze (12) konverguje pro |z| < 2. Podle véty o derivovani moc-
ninnych fad mame:

= 1 n\/ = 1 ny/
(2 ) = 2 @)
n=1 n=1
+0o0
:Z%xn—l
n=1
_1+Oox”
_Enzlfn
1 1
= — —1
9:(1—% )
1 2
25(2—1‘_1)
_ 2z 1
x(2—z) =
1,1 1
o 2—x =z
1




5.c)

(13)

(14)

Tedy (12) je primitivni k 5 na (—2,2). Na druhou stranu:

d
/Q_xm = —In@2—2)+ec z€(-22).
To znamena, ze
00 1
Z@m” =—In(2—1x)+c
n=1

Porovnanim obou stran pro z = 0 vidime, ze ¢ = In(2). Tedy

+o00 1
n=1
Tudiz
400 1
—=—-In(2-1 In2 =1n2.
n=1 n2" 8 e '

Najdéte soucet rady

+
8
|
N
3

3
Il
—

Reseni: Uvazujme

12
3
|
=
3
8
Do
3
L

[\

n—1

3
—

<l

Z limitniho podilového kritéria plyne, ze fada (14) konverguje pro |z| < 1. Z Dirichletova kritéria plyne,
ze konverguje i pro x = 1. Mame:

+ +
= (D" g ~ (=™

(O g ) = o @Y

n=1 n=1

=i
Ukazali jsme, ze (14) je primitivni k H% na (—1,1). Tudiz

+oo (_1)n
E 5 1::/:2”_1 = arctanz + ¢, z € (—1,1).
n_

n=1

Dosadime za x = 0 a vidime, ze ¢ = 0. Tudiz

*f (=" _ *f (=1)" 201
2n —1 2n —1

n=1 n=1

z=1

. ™
= lim arctanz = arctanl = —.
rx—1- 4



5.e) Najdéte soucet
+o00

,(2n — 1!

n=1

Resgeni: Plati:

*i’f(_l)n(zn - _ *fxn@n — 1!

— (2n)!! — @)t |-
1
— i 1—2)"7 -1
i (0=t 1)
1
=——1
V2

Zde jsme vyuzili cviceni 4.b).



