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Jednotlivé kroky při výpočtech stručně, ale přesně od̊uvodněte. V př́ıpadě studia č́ıselných řad doslovně uved’te jaké kritérium
použ́ıváte při studiu konvergence. Ve výpočtech můžete bez daľśıho komentáře použ́ıvat známé výsledky ohledně konvergence

řad
∑+∞

n=1
1
nα a

∑+∞
n=1

(−1)n
nα , vlastnosti řad

∑N
n=1 sin (nx),

∑N
n=1 cos (nx), a dále Taylorovy rozvoje elementárńıch funkćı.

Jméno:

Př́ıklad 1 2 3 4 5 6 Celkem bod̊u

Bod̊u 6 6 5 6 6 7 36

Źıskáno

1.[6] Najděte pomoćı vhodných Taylorových polynomů

lim
x→0

(
cos(2x+ x5) + 2 sin2 x

) 1
x6

.

Řešeńı:

Nejprve použijme pravidlo pro výpočet limity složené funkce

lim
x→0

(
cos(2x+ x5) + 2 sin2 x

) 1
x6

= e
lim
x→0

ln(cos(2x+x5)+2 sin2 x))

x6 .

Stač́ı nám tedy spoč́ıtat limitu exponentu, tj.

A := lim
x→0

ln
(

cos(2x+ x5) + 2 sin2 x)
)

x6
.

Jelikož máme x6 ve jmenovateli, stač́ı určit Taylor̊uv polynom stupně 6 čitatele v bodě x = 0. Máme

cos(2x+ x5) = 1− 1

2!
(2x+ x5)2 +

1

4!
(2x+ x5)4 − 1

6!
(2x+ x5)6 + o(x6)

= 1− 1

2
(4x2 + 4x6) +

1

4!
24x4 − 1

6!
26x6 + o(x6)

= 1− 2x2 +
2

3
x4 + (−2− 4

45
)x6 + o(x6)

= 1− 2x2 +
2

3
x4 − 94

45
x6 + o(x6),

sin2 x =
(
x− x3

3!
+
x5

5!
+ o(x6)

)2
= x2 − 2

3!
x4 +

x6

(3!)2
+ 2

x6

5!
+ o(x6)

= x2 − 1

3
x4 +

(
1

36
+

1

60

)
x6 + o(x6)

= x2 − 1

3
x4 +

8

180
x6 + o(x6)

= x2 − 1

3
x4 +

2

45
x6 + o(x6), x→ 0.

Tud́ıž

cos(2x+ x5) + 2 sin2 x = 1− 2x6 + o(x6),

ln(cos(2x+ x5) + 2 sin2 x) = ln(1− 2x6 + o(x6)) = −2x6 + o(x6), x→ 0.

Máme tedy

A = lim
x→0

ln(cos(2x+ x5) + 2 sin2 x))

sin2 x3
= lim

x→0

−2x6 + o(x6)

x6 + o(x6)

= lim
x→0

x6(−2 + o(1))

x6(1 + o(1))
=

lim
x→0

(−2 + o(1))

lim
x→0

(1 + o(1))
= −2

a

lim
x→0

(
cos(2x+ x5) + 2 sin2 x

) 1
sin2 x3

= e−2.
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2.[6] 1. Ukažte, že funkce

f : R2 → R, f(x, y) =

{ sin(x2+y2)
x2+y2 , (x, y) 6= (0, 0),

1, (x, y) = (0, 0)

je spojitá na R2.

2. Rozhodněte, zda funkce f má v počátku totálńı diferenciál.

Řešeńı:

Funkce f je spojitá mimo počátek, nebot’ sin(x2+y2) je spojitá na R2, 1
x2+y2 je spojitá mimo počátek a součin spojitých

funkćı je spojitá funkce. Přechodem k polárńım souřadnićım, to jest polož́ıme x = r cosϕ, y = r sinϕ, źıskáme

lim
(x,y)→(0,0)

sin(x2 + y2)

x2 + y2
= lim

r→0+

sin r2

r2
= 1 (�)

a funkce f je tedy spojitá i v počátku.

Nyńı spočteme prvńı parciálńı derivace v počátku

∂f

∂x
(0, 0) = lim

x→0

f(0 + x, 0)− f(0, 0)

x
= lim

x→0

sin x2

x2 − 1

x
= lim

x→0

sinx2 − x2

x3
= lim

x→0

(x2 + o(x3))− x2

x3
= 0,

∂f

∂y
(0, 0) = lim

y→0

f(0, 0 + y)− f(0, 0)

y
= lim

y→0

sin y2

y2 − 1

y
= lim

y→0

sin y2 − y2

y3
= lim

y→0

(y2 + o(y3))− y2

y3
= 0.

Vid́ıme, že jediný kandidát na totálńı diferenciál v počátku je nulové zobrazeńı. Dále

lim
(x,y)→(0,0)

|f(x, y)− f(0, 0)|√
x2 + y2

= lim
(x,y)→(0,0)

sin(x2+y2)
x2+y2 − 1√
x2 + y2

(c)

= lim
(x,y)→(0,0)

sin(x2 + y2)− (x2 + y2)

(x2 + y2)
3
2

= lim
r→0+

sin(r2)− r2

r3

= lim
r→0+

(r2 + o(r3))− r2

r3
= 0.

Ukázali jsme, že nulové zobrazeńı je skutečně totálńı diferenciál f v počátku.
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3.[5] Rozhodněte, zda řada
+∞∑
n=1

(−1)n(
√
n+ 1−

√
n).

konverguje absolutně i neabsolutně.

Řešeńı:

Označme an :=
√
n+ 1−

√
n, n = 1, 2, · · · . Pak

an = (
√
n+ 1−

√
n)

√
n+ 1 +

√
n√

n+ 1 +
√
n

=
1√

n+ 1 +
√
n

a posloupnost {an}+∞n=1 je tedy klesaj́ıćı a konverguje k nule. Z Leibnitzova kritéria tedy plyne, že řada konverguje
neabsolutně.

Porovnáńım s řadou
∑+∞

n=1
1√
n

vid́ıme, že řada
∑+∞

n=1 an diverguje a tedy řada nekonverguje absolutně.
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4.[6] Nejprve najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice y′′ + y′ =
1

ex + 1
. Poté najděte řešeńı stejné rovnice, pro které plat́ı

y(0) = 0 a y′(0) = 0.

Řešeńı:

Charakteristický polynom levé strany je λ2 +λ = λ(λ+1) a tedy fundamentálńı systém homogenńı rovnice je {1, e−x}.
Partikulárńı řešeńı budeme hledat metodou variace konstant, tedy ve tvaru

yp(x) = C(x) +D(x)e−x.

Máme
y′p(x) = C ′(x) +D′(x)e−x −D(x)e−x

a po položeńı
C ′(x) +D′(x)e−x = 0

dostáváme
y′p(x) = −D(x)e−x, y′′p (x) = −D′(x)e−x +D(x)e−x

a
y′′p (x) + y′p(x) = −D′(x)e−x +D(x)e−x −D(x)e−x = −D′(x)e−x.

Tedy

−D′(x)e−x =
1

ex + 1
a C ′(x) = −D′(x)e−x =

1

ex + 1
.

Integraćı dostaneme

C(x)
c
=

∫
1

ex + 1
dx =

∫
ex

(ex)2 + ex
dx =

∣∣∣∣ t = ex

dt = ex

∣∣∣∣ =

∫
1

t2 + t
dx

=

∫
1

t
dt−

∫
1

t+ 1
dt

c
= log |t| − log |t+ 1| = x− log(ex + 1)

a

D(x)
c
= −

∫
ex

ex + 1
dx

c
= − log(ex + 1).

Obecné řešeńı rovnice má tedy tvar

y(x) = A+Be−x + x− log(ex + 1)− e−x log(ex + 1).

Protože

y′(x) = −Be−x + 1− 1 + e−x

ex + 1
+ e−x log(ex + 1),

dostáváme
y(0) = A+B − 2 log(2) a y′(0) = −B + log(2).

Řešeńım soustavy
A+B − 2 log(2) = 0, −B + log(2) = 0

je A = log(2) a B = log(2) a tedy řešeńı splňuj́ıćı y(0) = 0 a y′(0) = 0 má tvar

y(x) = log(2)(1 + e−x) + x− log(ex + 1)− e−x log(ex + 1).
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5.[6] Určete lokálńı i globálńı extrémy funkce f : R2 → R definované předpisem

f(x, y) = −2x2y2 − x4 + 2x2 − y4 + y2.

Řešeńı:

Nejprve si všimneme, že f je C2 na R2. Spoč́ıtáme ∇f . Máme

∇f(x, y) = (−4x3 − 4xy2 + 4x,−4x2y − 4y3 + 2y).

Chceme řešit rovnici ∇f(x, y) = (0, 0), dostáváme tedy soustavu

0 = −4x3 − 4xy2 + 4x = −4x
(
x2 + y2 − 1

)
0 = −4x2y − 4y3 + 2y = −2y

(
2x2 + 2y2 − 1

)
Probráńım všech možnost́ı dostáváme tedy řešeńı (0, 0), (0,± 1√

2
) a (±1, 0).

Spoč́ıtáme Hessovu matici funkce f :

Hf (x, y) =

(
−12x2 − 4y2 + 4 −8xy

−8xy −4x2 − 12y2 + 2

)
.

Pro jednotlivé body tedy dostáváme

Hf (0, 0) =

(
4 0
0 2

)
, matice je pozitivně definitńı, jde tedy o bod lokálńıho minima,

Hf (0,± 1√
2
) =

(
2 0
0 −4

)
, matice je indefinitńı, jde tedy o sedlové body,

Hf (±1, 0) =

(
−8 0
0 −2

)
, matice je negativně definitńı, jde tedy o body lokálńıho maxima.

Pro určeńı globálńıch extrémů si nejprve všimneme, že f(0, y) = y2 − y4 a lim
y→±∞

f(0, y) = −∞ a tedy funkce neńı

omezená zdola a nemá globálńı minimum.

Dále si všimneme, že f(x, y) ≤ 2(x2 + y2) − (x2 + y2)2 =: g(x, y). Protože 2t2 − t4 < 0 pro |t| >
√

2, plat́ı f(x, y) ≤
g(x, y) < 0 < 1 = f(±1, 0), pokud bod (x, y) splňuje

√
x2 + y2 >

√
2. Stač́ı tedy vyšetřovat globálńı extrémy vzhledem

k B(0,
√

2), což je kompaktńı množina, nav́ıc f je spojitá vzhledem k B(0,
√

2) a standardńı úvaha dává, že (±1, 0)
jsou body globálńıho maxima f .

Alternativně: pozorujeme, že f(x, y) = −2x2y2 − (x2 + y2)2 a funkce f jde pro r =
√
x2 + y2 k −∞. Odtud plyne, že

f nemá globálńı minimum a globálńıho maxima se nabývá v bodech (±1, 0), kde f(±1, 0) = 1.
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6.[7] Ukažte, že rovnice xy + z + ex+y+z = 0 a x+ yz + ex+y+z = 0 určuj́ı v jistém okoĺı U bodu (1, 1,−2) implicitně zadané

zobrazeńı ϕ = (ϕ1, ϕ2) proměnné x (tedy y = ϕ1(x) a z = ϕ2(x)). Spočtěte lim
x→1

ϕ1(x) + x− 2

ϕ2(x) + 2
.

Řešeńı:

Označme f1(x, y, z) = xy+z+ex+y+z a f2(x, y, z) = x+yz+ex+y+z a položme F = (f1, f2). Zjevně F (1, 1,−2) = (0, 0)
a F je C1 na R3. Spoč́ıtáme JF (1, 1,−2), plat́ı

JF (x, y, z) =

(
y + ex+y+z x+ ex+y+z 1 + ex+y+z

1 + ex+y+z z + ex+y+z y + ex+y+z

)
.

a tedy

JF (1, 1,−2) = (JX |JY ) =

(
2 2 2
2 −1 2

)
přičemž det(JY ) = det

(
2 2
−1 2

)
= 6 6= 0

Zobrazeńı ϕ tedy existuje, je C1, a plat́ı ϕ1(1) = 1 a ϕ2(1) = −2.

To nám dává, že limita lim
x→1

ϕ1(x) + x− 2

ϕ2(x) + 2
je typu 0

0 . Zkuśıme použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo (alternativně metodu

Taylorových polynomů), k čemuž potřebujeme spoč́ıtat ϕ′1(1) a ϕ′2(1). Podle vzorečku máme

Jϕ(1) =

(
ϕ′1(1)
ϕ′2(1)

)
= −J−1Y JX = −

(
1
3 − 1

3
1
6

1
3

)(
2
2

)
=

(
0
−1

)
.

Za využit́ı fakt̊u, že ϕ je C1 a ϕ′2(1) 6= 0, dostáváme lim
x→1

ϕ′1(x) + 1

ϕ′2(x)
=
ϕ′1(1) + 1

ϕ′2(1)
= −1 a tedy lim

x→1

ϕ1(x) + x− 2

ϕ2(x) + 2
= −1.
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