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Jednotlivé kroky při výpočtech stručně, ale co nejpřesněji od̊uvodněte. Pokud použ́ıváte nějaké tvrzeńı, nezapomeňte ověřit
splněńı předpoklad̊u.

Jméno a př́ıjmeńı:

Př́ıklad 1 2 3 4 5 Celkem bod̊u

Bod̊u 6 6 8 8 8 36

Źıskáno

1.[6] Bud’ dán funkcionál Φ na množině M =
{
y ∈ C1 ([0, 1]) | y(0) = 0, y(1) = 0

}
předpisem

Φ(y) =

∫ 1

0

(
y + yy′ + y′ +

1

2
(y′)2

)
dx.

a) Spočtěte prvńı Gâteaux derivaci funkcionálu Φ v bodě y ve směru h. (Tedy δΦ[y](h) neboli DΦ(y)[h], zálež́ı na
značeńı, kterému dáváte přednost.) Popǐste přesně v jakém prostoru funkćı lež́ı h.

b) Napǐste Euler–Lagrange rovnici pro funkcionál Φ.

c) Najděte extremálu funkcionálu Φ na množině M , extremálu označte yext.

d) Spočtěte druhou Gâteaux derivaci funkcionálu Φ v bodě y ve směru h. (Tedy δ2Φ[y](h, h) neboli D2Φ(y)[h, h],
zálež́ı na značeńı, kterému dáváte přednost.)

e) Vyč́ıslete druhou Gâteaux derivaci funkcionálu Φ v bodě yext ve směru h pro yext, které je řešeńım Euler–Lagrange
rovnice pro funkcionál Φ. Ukažte, že Gâteaux derivace je v tomto bodě v libovolném směru h nezáporná.
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2.[6] Bud’ dána posloupnost funkćı

fn(x) = e−nx
2

.

Najděte bodovou limitu f této posloupnosti v intervalu I = [0, 1]. Rozhodněte, zda posloupnost {fn}+∞n=1 konverguje
stejnoměrně k f na intervalu J a K, kde

a) J = (0, 1),

b) K = (α, 1), kde α ∈ (0, 12 ).
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3.[8] Určete pro která b ∈ R je definována funkce

F (b) =

∫ +∞

x=0

1− e−bx

x
3
2

dx.

(Aneb zjistěte pro která b ∈ R uvedený integrál existuje a je konečný.) Pro tato b integrál spočtěte. Postupy použité při
řešeńı je nutné pečlivě zd̊uvodnit!

Nápověda:
∫ +∞
x=−∞ e−ax

2

dx =
√

π
a
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4.[8] Spočtěte plošný obsah plochy S, která je dána jako hranice (povrch) tělesa M , přičemž těleso M je popsáno vztahem

M =
{

x ∈ R3
∣∣ x2+y2

H < z, 0 < z < H
}

. (H ∈ R+ je parametr.)
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5.[8] Uvažujte Hilbert̊uv prostor H =def L
2 ((0, 2π)) vybavený standardńım skalárńım součinem

(u, v)L2((0,2π)) =def

∫ 2π

x=0

u(x)v(x) dx.

Uvažujte podprostor V , V ⊂ H, který je generován jako lineárńı obal funkćı

g1(x) =def sinx+ cosx,

g2(x) =def cosx+ sin (3x) ,

aneb
V =def {w ∈ H| ∃α1, α2 ∈ R : w(x) = α1g1(x) + α2g2(x)} ,

a dále uvažujte funkci fm ∈ H definovanou předpisem

fm(x) =def sin (mx) ,

kde m ∈ N0. (Množinu přirozených č́ısel N pro tyto účely tohoto př́ıkladu chápeme včetně nuly, k symbolu N tedy
přidáváme index nula, aby nedošlo k mýlce.)

a) Zjistěte zda jsou funkce g1 a g2 na sebe v daném skalárńım součinu kolmé. Spočtěte normy funkćı ‖g1‖H a ‖g2‖H ,
kde ‖·‖H znač́ı standardńı normu v prostoru H. (Tedy normu indukovanou př́ıslušným skalárńım součinem.) Pokud
na sebe funkce g1 a g2 kolmé nejsou, najděte v prostoru V ortonormálńı bázi, to jest bázi tvořenou funkcemi, jejichž
norma je rovná jedné a které jsou na sebe navzájem kolmé.

b) Zjistěte, pro která m ∈ N0 je fm ∈ V .

c) Pro dané k ∈ N0 najděte nejlepš́ı aproximaci funkce fk ∈ H v podprostoru V , aneb najděte funkci hk ∈ V takovou,
že plat́ı ‖fk − hk‖H = minl∈V ‖fk − l‖H , kde ‖·‖H znač́ı standardńı normu v prostoru H. (Tedy normu indukovanou
př́ıslušným skalárńım součinem.)


