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1.1 Zadani

Najdéte gravita¢ni potencial homogenni kulové plochy z2 + y2 + 22 = a® v bodé P =

U=ac| 2das,

sT

(0,0,20), tj. vypocitejte

kde G je gravita¢ni konstanta, g je hustota, r je vzidjemnd vzdélenost pozorovatele (tj. bodu P) a bodu kulové

plochy.

1.2 Reseni

Jedna se o kiivkovy integral prvniho druhu, tudiz budu postupovat nasledovné. Kulovou plochu popisu pomoci
(zjednodusenych - polomér neni parametr) sférickych soutadnic, tj. pouZiju parametrizaci

v (ut) —

(acosucost,asinucost,asint),

pro t € [-n/2,7/2], u € [0,2x]. Parcidln{ derivace podle jednotlivych parametril jsou

Jejich vektorovy soucin je pak

dp Oy
EX ou

9%

dp
ot

ou

= (—acosusint, —

= (—asinwucost,acosucost,0) .

= a?cost (cosucost, — sinucost, — sint)

a nakonec jeho velikost je

Do Op

ax(‘)u

acosusint,acost),

- = (a® cosucos® t, — a® sinu cos® t, — a* cos® usint cos t — a® sin® usin ¢ cos )

= a?|cost| Vcos2 ucos? t + sin? ucos? ¢ + sin? ¢t = a2 cost .

Pod odmocninou se nachézi pouze goniometrickd jednicka, kosinus je na [—n/2,n/2] kladny, tudiz absolutni
hodnota neni tfeba. V integralu r (vzajemnou vzdalenost pozorovatele a bodu kulové plochy) zapisu jako

r=22+ 24 (2 —2)2 = \/a2 cos2ucos?t + a?sin?ucos?t + (asint — 29)? =

= \/a2c082t+a251n2t— 2azpsint + 23 = \/a2 + 22 — 2azpsint.

Déle vyuziju toho Ze o # o(x,y,z), tedy hustotu mizu vytknout pred integral. Dohromady tak dostanu

U= G// 8%0 udtd _G@/Qn/ 7=

aGo
220

/27: /a +z0 —2azg
a? +z0 +2azg

U

dvd

a? cost

CLGQ
220

(a— Zo
(a+20 )2

[ e

dt du = {
+ 25 — 2azpsint
2naGQ

20

a® + 28 — 2azgsint =v)| _
—2azg cos tdt = dv

(a—zo)z
[\/E] (a+z0)2

Hodnota vyrazu /(a — 29)? je rovna a — zp pro a > z a 29 — a pro a < z. Pro a > zy tak dostdvime

U=-

kde m = 05 = 4na?p, pro a < zy mame

U=—

2naG
r Q(—on) = 4naGo = a ,
Z0 a
2naGg(72a) _ 41a’Go _am
20 20 20

Potencidl je tak uvniti kulové slupky konstantni, venku klesa timérné prevracené vzdalenosti od stiedu.
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2.1 Zadani

Najdéte polohu tézisté ¢asti kuzele
z =/2% + 92

useknutého vélcem 22 + y? = ax

2.2 Reseni

Vv

1
Ty = i /S o(x,y)z dS,

pro ostatn{ soufadnice obdobné. JelikoZ nen{ uréeno jinak, predpokldddme plochu kuzele homogenni, tj. o # o(x,y,2),
hustotu je tedy mozné vytknout pred integral. M znaci celkovou hmotnost zadané ¢asti kuzele, pro kterou plati

M:Q/ldS.
S

Pii vypoctu vyuZziju toho, Ze plocha je zadand jako graf funkce ¢ : (x,y) — (z,y,2(z,y)), a tedy plati
Op  Op 02\ 2 0z\>
1 = hided
oz By Oy \/ * <8x> * Ox

0z x 0z Y

9% 890’ \/1+ ? LY 5

Jednotlivé parcialni derivace jsou

a tedy

ox Oy 2 +y? 2?4 y?
Hmotnost tedy mazu vypocitat jako

=Q/\/5dafdy,

kde pomoci ,,0“ zna¢im integraci pfes kruh vznikly projekci zadaného valce do roviny z = 0. Tento kruh mutzu
jednoduse popsat pomoci parametrizace

U (rp) — (% ~+ 7 cos gp,rsingo) , TE [O,%} , © €[0,21] .

K provedeni substituce budu potfebovat Jacobidn tohoto zobrazeni:

cosp —rsing

|[det VIU| = |,
sing rcosy

‘ ‘rcos2g0+rc082<p| =r

Integral pro hmotnost tak mtzu zapsat jako

2n % 21% 2,9
M:Qﬁ/ /Zrdrd¢:2\/§“9[rg] :M.
o Jo

0 4
Vysledek je to ocekdvany - samotny integral byl pouze obsah kruhu o poloméru a/2, pouze pfendsobeny hus-

totou a faktorem /2 vzniklym projekei plochy do roviny z = 0. Nyni miizu pokracovat vipoétem jednotlivych
souradnic. Opét plosny integral nejprve prevedu na integral pies kruh o a posléze vyuziju substituci ¥. Dostanu

tak
:Et:M/ ,yde_/m\fdxdy—Q\[/ / +Tcos<p)rdrd<p_
2n 3 27: 2 3 3 2n
:Q\[/ [—l—cosap] dap—g\f/ +COS<pd<p=Q\[|:a6(P+aSIH<p:| =

M 0
angx[_a

8M 2

Strana 2 z 4



Jir{ Blaha

Pro y; je postup obdobny,

2

] 5 2 L ) 2n 3
ytzﬂ/sg(x,y)x dS:]\Z/Oy\/?dmdyZQ\Mf/o /0 (rsing)r deSOZQ\M[/O [gsmw} dp =

0
= Q—\/i /21t a—gsin dy = agg\@ [— cos ]QK =0
M, artnede ¢lo

24M

Pro pfipad z; pouziju uplné jinou parametrizaci. Misto valcovych souradnic se stfedem v (a/2,0) zvolim popis
kuzelové plochy pomoci parametrizace

Q: (,r) = (rcose,rsine,r).

V této parametrizaci bude sice naro¢néjsi najit integracni meze, avsak vypocet samotného integrdlu bude jed-
nodussi. Pro urceni integracnich mezi si pomizu nacrtkem, zobrazujicim projekci situace do roviny z = 0. Jak

| ,'“*1
-
V“*”"_L\ i v 4

X - * "jt'—“- A X

Obrazek 1: Nacrtek k urceni integracnich mezi

je vidét, ihel ¢ muZe nabyvat hodnot v rozmezi ¢ € (—n/2,1/2). Pro danou hodnotu ¢ pak lze r ur¢it pomoci
sinové véty, nebot musi platit

a/2 T r r

sin ¢ - sin (t — 2p)  sin2¢ - 2sin p cos ¢

r=acosy,

tedy r € (0,acos ). K vypoctu potiebuji jesté vypocitat parcidlni derivace Q podle parametra

—

a0 a0
70 = (—rsinp,rcos ,0) , 5 = (cos p,sinp,1) ,

a velikost vektorového soucinu téchto parcialnich derivaci
TOReY)

7 e |(rcos<p,rsing0, frsin2g07rc08250)| =V2r2 =rv2.

Yvev

a cos ¢

_e _o [T e[t 257 o de
ZtiM/SZdS7M/7\/O r\/idrdganﬂ/i {30 dcpr\/ﬁi cos” o dp =

s z
2 2

3
3 3 : 3 1 3 371
_Qa\/i 2 .2 | sinp=wu _Qa\/§ 9 _ga\/i U _
=307 _%cosso(l sin 90) dw_cosgodgp:du_ Wi _11 u® du = s |¢ 3_1_
_4erVE_16a
- 9M 9n

vvew

a 16a
r=(2,0, —) .
T <2”9n>
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3.1 Zadani

Vypocitejte polarni moment setrvacnosti
I:/(m2+y2+22)+d5
s
celého povrchu valce x? + y2 <r?2:0<z<H.

3.2 ResSeni
Diky linearité integralu muzu I rozdélit na integral pres plast a integraly pres podstavy,

I:/(x2+y2+22)d5+/ (x2+y2—|—z2)d5’+/ (22 + 1%+ 2%) dS.
pl 0,z=0 o,z=H

Zavedu zobrazen{ U : (p,2) — (rcos,rsin p,z), popisujici pro hodnoty parametru ¢ € (0,2n), z € (0,H) dobre
plochu plasté valce a zobrazeni Q) : (p,t) — (t cos p,tsing,zp), které naopak pro hodnoty parametra ¢ € (0,2n),
t € (0,r) dobfe popisuje podstavy. Parcidlni derivace téchto zobrazeni podle parametri jsou

= =

g—i} = (—rsinp,rcos p,0) , 367\5 =(0,0,1),
a0

9)
— = (cos ¢, sin ¢,0)

— = (—tsinp,t ,0),
(—tsin p,tcos p,0) o

a velikost skaldrniho soucinu téchto parcialnich derivaci pak je

8—\f]x@ = |(r cosp,rsinp,0)| =r
6(,0 8z - ¥, ¥, — I
%x% :|(0,0,—tsin2<p—tcos2<p)|:t.

Po dosazeni ¥ do integralu pres plast a Q do integralu pres postavy tak dostanu
H 2n r 2n
I:/ / r(r2 cos? o + 12 sin2gp+z2) de dz+/ / t(t2 cos? @ 4 t* sinzngrzg) |z0=0 dp dt+
o Jo o Jo

r 2n
+/ / t (t* cos® o + t?sin® o + 2§) |zo=pm d dt
o Jo

Diky goniometrické jednicce ze vSech vyrazu vypadne g, integraly pres ¢ jsou tedy trividlni

H T T
I=2m‘/ (7“2—1—22) dz+2n/ t3dt+2n/t(t2+H2) de
0 0 0

371H 47T 4 2 r
t t t
I=2n r{er—&-Z} +[] -i-{-l—HQ}
3 1o 4], 4 2 0
r

r rd 42 r3 r 1
I=2n(rP*H+-H+ —+ —+ —H*)| =2 | — +r’H+ -H*+ -H*?
n(r +3 +4+4+2 r 2+r +2 +3
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