Matematicka analyza II (NOFY152) —- DU 8
Totalni diferencial, lokalni a vazané extrémy funkci vice proménnych

1. U nésledujicich funkci zjistéte, ve kterych bodech existuje totalni diferencial (a urcete ho).
() f(z,y,2) = cosxcoshy
(i) f(z,y) = |zllyl
(iti) f(z,y,2) =a*

Reseni:

(i) Ztejmé plati Dy = R3. Na celém defini¢nim oboru existuji parcialni derivace

a—m(x,y,z) = —sinx cosh y,
a—y(ﬂc, y,z) = cosxsinhy,
0

a—f(a;, y,z) =0,

které jsou zde navic spojité. Funkce f ma tedy totalni diferencial na celém R3, ktery je pro kazdé h € R3
déan predpisem

df(z,y,2)(h) =V f(z,y,2) -h = —(sinzcoshy)hy + (cosx sinhy)hs.

(i) Zfejmé plati Dy = R% Mimo osovy kiiZ, tj. pro zy # 0, plati

2 (09) = (sign )iy,

of :

—(z,y) = (signy)|z|.

gy (©Y) = igny)lz]

ProtoZe jsou zde parcilni derivace spojité, funkce f ma mimo osovy kiiz totalni diferencial.

Na osovém kiizi mimo pocatek, tj. na mnoziné {(z,y) € R? : 2y = 0, (z,y) # (0,0)}, vidy jedna z

parcialnich derivaci neexistuje. Skute¢né, pro y # 0 mame podle definice

200 = fm - i )l

a parcialni derivace f podle = zde tedy neexistuje. Analogicky postupujeme na ose x mimo pocatek, kde
neexistuje parcialni derivace f podle y.

V pocatku podle definice parcilni derivace plati

of
%(070) - 07
of

@(070) - 07

a tedy, pokud zde funkce f ma totalni diferencial, musi se jednat o nulové zobrazeni. Ovéfme, zda plati

. f(hlahQ)ff(Ovo)io
s I

=0.

To je ovsem jednoduchy dusledek nerovnosti

f(h1,h2)—f(070)—0: [Py ||Ra]
Ih max(|h1l, [he])

0< = min(|ha], [h2[) < max([h1], |h2]) = [[h]|

kde jsme pouzili maximovou normu. (Na koneéné dimenzionalnim prostoru jsou véechny normy ekviva-
lentni, takzZe je jedno, kterou zvolime v definici totalniho diferencialu.)




Kone¢né tedy dostavame, ze na mnoziné {(z,y) € R? : 2y # 0V (z,y) = (0,0)} mé funkce totalni
diferencial dany pro kazdé h € R? predpisem

df(z,y,2)(h) = Vf(z,y,2) - h = (signz)|y|h1 + (signy)|x|hs.
(iii) Pro defini¢ni obor zadané funkce plati
Dy ={(z,9,2) ER*: 2 #£0A (z >0V (z=0Ayz >0))}

Na mnoZiné {(x,y, 2)ER3:2#£0,2 > 0} mame

g(x y,2) = Lot

Ox 7 xz

af nxr u
@(m,y,z)Zsz,
af ylnz
&(3373/72):_ 2’2 Xz,

a ze spojitosti pfislusnych parcialnich derivaci zde proto dostdvame existenci totalniho diferencialu.

Na mnoziné {(x, y,2) ER3: 2 #£ 0,2 =0,yz > 0} neexistuje parcialni derivace f podle x (funkce neni
definovana pro z < 0), a proto zde nemuzZe mit ani totalni diferencial.

Funkce f ma tedy totalni diferencial na mnoziné {(a:, y,2) ER3: 240,z > O}, ktery je pro kazdé
h € R3 dan piedpisem

IS

: 1 1
Af(e ) 0) = V() b=t (Lt 2 - 5T, ).

2. Najdéte lokalni extrémy nasledujicich funkci.
(@) f(z,y) = (@2 +y?)e= v

zyIn(z? + y?) (z,y) # (0,0)
0 (z,y) = (0,0)

(i) f(z,y) =2 — 2y +In\/2? +y% + 3arctg £

(i) f(z,y) = {

Reseni:
(i) Vsimnéme si, Ze pouziti polarnich soufadnic vede na zkoumani lokalnich extrémi funkce

o(r) & r2e

)

kde r € (0, +00). Protoze g je funkci jedné redlné proménné, stati pouzit nastroje znamé ze zimniho
semestru. Plati d
g 2 —r?
—(r)=2r(1—7r%)e
dr( ) ( ) ’

a tedy ze znaménka prvni derivace dostavame, Ze g je rostouci pro r € (0, 1) a klesajici pro r € (1, +00).
V bodé r = 1 je tedy lokalni maximum funkce g, z ¢ehoZ plyne, ze funkce f ma lokalni maxima na
jednotkové kruznici, tj. na mnoziné {(x, y) eR?: 2?2 +¢y% = 1}. Navic vidime, Ze v poc¢atku ma funkce
f lokalni minimum.

(i) Mimo bod (0, 0) se jedna o nekoneénékrat diferencovatelnou funkei. Dale okamzité vidime, ze (0, 0) neni
lokélni extrém, nebot

f(z,z) =2*In(22?) <0, z¢€ (0, \}5)
Fo,—2) = —221n(222) > 0, @€ (o, \2)

Jedna se tedy o tzv. sedlovy bod.




Mimo pocatek hledame stacionarni body, tj. body, které fesi rovnice

of 9 9 2x
%(xvy) = yn(z” +y7) +xym =0,
of 2., .2 2y

@(x’y) =z In(z® 4+ y°) —1—510343327_‘1!2 =0.

Je-li y = 0, pak prvni rovnice se nuluje a v druhé zbyde 2 In 22 = 0. Dostavame stacionarni body (+1,0).
Analogicky pro x = 0, dostaneme podezrelé body (0, +1). Viechny tyto body miizeme ale rovnou vylougit,
nebot f(1,0) =0a f(1,y) > O0proy > 0a f(1,y) < 0 pro y < 0. Analogicky pro ostatni body (—1, 0)
a (0,£1).

Je-li zy # 0, pak mtzeme vydélit prvni rovnici y, druhou z a dostaneme rovnice

22
1 2 2 '
n(z +y)+m2+y2 ,
2y2
In(z? + y° =0
n(z® +y )+I2+y2
Tudiz
212 _ 292 _
22+ y2 2242 & |z| = [yl.
Je-li x = +y, pak
2 2z° 2
0 =In(2z )—I—ﬁzln@x )+ 1,

a tedy dostavame 4 stacionarni body
1 1
<i, [L s, /) |
2e 2e
Vsimnéme si, Ze plati nasledujici symetrie
f(l‘vy) = f(—LI}, _y) = —f(LIJ, _y) = f(_xay)

Odsud plyne, Ze sta¢i zkoumat chovani funkce f v bodé (\ / i, \/ i) Protoze

0% f 22y (2% + 3y?)
5 (1) = 2 1 ,2\2
BE @2+ )
0% f 22y(3z% + y?)
25 @Y) = —S 5o
ay (2% +¢?)
2(z* + )
-1 2 2
a ( ) n(a? +y)+(1‘2+y2)27
dostavame, Ze v bodé ( A / Y. 26) je Hessova matice H rovna

1 1 2 0
H — = = .
f((Vze’V2e>> <0 2>
Jedna se evidentné o positivné definitni matici a tedy f ma v bodé (1 / %, v/ i) lokalni minimum. To

samé pak plati i pro bod (—, / 2—16, —4/ 2%) Naopak body + (1 / 2%, —1/ 2—1) jsou lokalni maxima.

111) Zrejme plati =q(z,y) € ¥ .Na mame
(iii) Ztejme plati Dy R? 0}.Na Dy ma

of 4y’ +x—3y
?(-T,y): 2 D) ’

T ety

3f( y):—2m2—2y2+y+3x
dy 2 442 ’




a stacionarni body tedy dostaneme vyfesenim rovnic
2 +y’+a—3y=0,
—22% = 2y* +y+ 32 =0.

Vynasobenim prvni rovnice 2 a naslednym se¢tenim s druhou rovnici dostdvame podminku z = y. Po
dosazeni do prvni rovnice pak dostavame

22 —22=0 < z=0Vz=1.

Resenim soustavy vyse jsou tak body (0, 0) a (1, 1). Po¢atek ale miizeme rovnou vylouéit, protoze v ném
neni funkce f definovana.

Pro druhé parcialni derivace f plati

Pf ) = Z Oy + 4
81.2 ? ($2 +y2)2 )
2 2 .2
Lé”(x,y) _ 1‘26#
oy (22 4 y2)
0%f (2,y) = —3x2 — 2zy + 3y?
Oydx "’ (22 4+ y?)? ’

a Hessova matice H je proto v bodé (1,1) rovna

()= (2 3).

_1
2

Protoze det Hy((1,1)) = —2 — & = —35 < 0, je matice indefinitni a v bodé (1, 1) je tedy sedlovy bod.

(Determinant matice je roven sou¢inu jejich vlastnich &isel, coz v nagem p¥ipadé znamena, ze det H((1, 1))
ma dvé nenulova vlastni ¢isla s opaénymi znaménky.)

3. Najdéte extrémy danych funkci vzhledem k pfislusné vazbé.
0 flz,y)=2+4% 2°+y*=1
(i) f(z,y,2) =sinxsinysinz; z+y+z=73, ,y,2>0

Reseni:
(i) Jednotkova kruznice K := {(x,y) : 2% + y? = 1} je kompaktni. Dale funkce f je spojita a nabyva tedy
na K svého maxima i minima. Polozme g : R? — R, g(z,y) = 22 + y? — 1.
Nyni spoéteme gradienty
11

Podle véty o Lagrangeovych multiplikatorech musi v bodé extrému (zg, yo) € K platit
(V) (zo,90) = A(Vg)(zo,yo)

pro néjaké A € R. To vede na soustavu linearnich rovnic:

1 1
2)\1‘0 = — 2)\y0 = 7.
a b
Vidime, Ze nutné x # 0 a yo # 0. Z prvni rovnice tedy plyne \ = ﬁ a dosazenim do druhé rovnice
dostaneme:
1 2axg  awxo

=0 T2 T b

Déle musi platit 22 + y2 = 1 a tedy

9 axg 2 2 a? 333 2 2 +b ta
1:x0+ T :330(14——):*(0, +b)<=>$0:\/myy:\/m




Oznacme

. b a
A := sign(ab) <\/a2 +02 Va? + b2>.

Pak

sign(ab) (+b +a
JA) = Va2 + b2 (a * b>

_ sign(ab) (j:(b2+a2))
VaZ + b2 ab
_ m(ﬂ>

|ab|

Zavér: f nabyva globalniho maxima v bodé A a globalniho minima v bodé —A.
(ii) Funkce f ma zfejmé nasledujici symetrie:
flz,y,2) = flo(x),0(y),0(z)) = f(z+ 2kim,y + 2kom, z + 2k3m),

kde o je libovolna permutace na tfech prvcich a k; € Z, © = 1,2, 3. Dale na mnoziné
M= {(2,y,2) ER®: z+y+2= g, x,y,z > 0}

plati0 < z,y,2 < §.Tudiz 0 < f(z,y,2) < 1.

Mnozina M neni kompaktni, nebot neni uzaviena. Nicméné

— ™

M :={(z,y,2) ER*: z+y+z= 50 TY2 >0}
je kompaktni mnozina s hranici

E, xyz =0, z,y,z > 0}.

OM = {(v,y,2) ER®: x+y+2= 5

Nejprve najdeme globalni extrémy f na M. Vidime, ze f = 0na OM a0 < f(z,y,2) < 1na M. Jelikoz
f > 0na M, pak nutné 0 = infy, f a tedy f na M nenabyva globalniho minima. Zbyva najit bod z M,
kde f nabyva globalniho maxima. Jelikoz f > O na M a f = 0 na 9M, pak globalni maximum musi lezet
v M.

Polozme g(x,y,2) =« +y + z — 5. Mame:
Vf = (coszsinysin z,sinx cosysin z,sinz siny cos z), Vg = (1,1, 1).
V bodé globalniho extrému (z, y, z) tedy musi platit

cosrsinysinz = A,
sinzrcosysinz = A,

sinzrsinycosz = A,
pro né&jaké A € R. Vime, ze pro (z,y, z) € M musi byt vyrazy
sin x, sin y, sin z, cos x, cos y, cos 2
kladné. Z prvni a druhé rovnice dostaneme
coszsiny =sinzcosy < sin(z —y) =0y —x =km, k € Z.

Z prvni a tfeti rovnice dostaneme analogickym postupem z — x = {7, ¢ € 7Z, a kone¢né z druhé a tfeti
rovnice plyne z —y = nm, n € Z. Celkem mame, ze

y=zx+kr, z=x+4r, k,{€Z.

s

-, Vice podezielych bodid jsme nenasli, to

Jelikoz § > x,y,2 > 0 na M,paknutné z = y = z =
EE) =D =P =1

znamena, Ze (g, ¢, &) je bod maxima. Konec¢né f((

ol Il
o




4. Naleznéte nejvétsi a nejmensi hodnotu danych funkei na pfislusné mnoziné.
() f(z,y) =a?+y>— 122+ 16y; 22 +y*> <25
(i) f(z,y,2)=z+y+z z*+y*<z2<1

Reseni:

(i) MnoZina

K :={(v,y) € R?: 2? +y* <25}
je omezena a uzaviena. Jedna se tedy o kompaktni mnozinu. Ziejmé plati
K°={(z,y) €R?: 2? +y* < 25}, OK = {(x,y) € R?: 2 + ¢ = 25}.

Funkece f je spojita na K a nabyva tudiz na K svého maxima i minima. Nejprve najdeme podezfelé body
uvnitf K, tj. na K°.

Spocteme gradient
Vi(z,y) = (2z — 12,2y + 16).

Vidime, ze Vf = (0,0) jen v bodé (6, 8). Tento bod ale nelezi v K°. To znamen4, ze f musi nabyvat
maxima a minima na hranici 0K.

Plati
OK = {(z,y) : g(z,y) =0}, g(z,y) = 2" +y* - 25, Vg(z,y) = (2,2y).

Podle Lagrangeovy véty o vazanych extrémech musi v bodé extrému (z, yo) € 0K platit:

V f(xo,y0) = AVg(xo,y0), A € R.

To vede na soustavu rovnic

2¢ — 12 = 2)x, 2y + 16 = 2)\y.

Z prvni rovnice dostaneme z # 0 a A = %‘6 =1- g. Dosadime do druhé rovnice a ziskame

6 4
y+8:y—;y(:>8x:—6y(:>y:—§x.

Tento vztah dosadime do vazby a dostaneme

16 25
x2+§x2:§x2:25:>33=i3,y:$4.

Konecné
£(3,—4) = =75, f(—3,4) = 125.
Zavér: f nabyva maxima v bodé (—3,4) a maxima v bodé (3, —4).
(i) Mnozina
K:={(z,y,2) eR®: 2> +9°> <2< 1}
je omezena a uzaviena. Je tedy kompaktni. Dale plati
K°={(z,y,2) e R*: 22 + > <2< 1},
OK = {(z,y,2) €ER*: 2® + 9 <z=1V 2 +y* =2 < 1}.
Funkce f je spojita na K a nabyva tudiz na K svého maxima i minima.
Nejprve najdeme podezielé body uvniti K, tj. na K°. Plati
Vi=(1,1,1).
Jelikoz V f # (0,0, 0) na R?, pak v K° nelezi zadny podeztely bod. Sta¢i tedy hledat extrémy na K.

Hranici 0K rozdélime jesté na dvé ¢asti, a to na

(’9K0:{(m,y,x2+y2) eR3: 22 +42 < 1} a 0K = {(z,y,1) eR3: 22 +42 < 1}.




Pak plati 0K = 0Ky U 0K a obé mnoziny 0K, 0K jsou kompaktni. Nejprve najdeme extrémy f na
0K a pak na OK;. Pak tyto extrémy mezi sebou porovname. Jesté si v§imneme, Ze

0KoNOK, = {(z,y,1) € R3: 22 + 4> =1} (1)

je kruznice v R3.
Nyni najdeme extrémy f na 0Ky. Definujme pomocnou funkeci

2

gole—)R, go(xayvz):’z_x _y2'

Jestlize extrém lezi na podmnoziné
Hy = {(z,y,2° +y?) e R®: 2 +9? < 1} = {(z,9,2) €R®: go(z,y,2) =0, 2° + 9 < 1},
pak v takovém bodé musi platit:
Vf=AVgy = A(—2z,—2y,1).

To vede na soustavu rovnic
1=-2\z=-2\y= A\

Mame A =1,z =y = —% a ziskali jsme podeziely bod A = (—%,

body na 0Ky musi lezet na kruZnici (1) a tyto body najdeme pozdéji.

—%, %) € 0Kj. Ostatni podezielé

Analogicky postupujeme na 0 K. Definujme pomocnou funkci
g1 R 5 R, go(z,y,2) =2 — 1.
Jestlize extrém lezi na podmnoziné
Hy = {(z,y,1) eR®: 22 +9*> <1} = {(z,y,2) €R®: gi(2,9,2) =0, 2* + 9> < 1},

pak v takovém bodé musi platit:
Vf=AVg = X(0,0,1).

Dostavame soustavu rovnic 1 = 0,1 = A, ktera nema feseni. To znamen4, Ze na H; zZadny podeziely bod
neni. Zbyvé najit podezielé body na kruznici (1) a porovnat hodnoty v téchto bodech s f(A).

Mame
aKO maKl = {(Q?7y,2’) € Rg : go(%%z) = gl(xvyaz) = 0}

V bodé extrému na této mnoziné musi platit
Vf=XVgo+ Vg, s e R, i=0,1.

To vede na soustavu rovnic

—2z 0]1
—2y 01
1 11

pro neznamé A\ a \;. Tato soustava ma feseni jen pro x = y. Jelikoz musi platit 2% + y? = 1, pak
T=9yY= :I:%.

Celkem existuji pouze tfi podezielé body:
ae(hob D) sme (a2 s L),
2' 272 V2 V2

f(A):—%, f(iB):li%:li\/i.

Plati

Jelikoz —3 < 1 — V2 < 1+ +/2, pak jsme ukazali

Zavér: f nabyva maxima v bodé B a minima v bodé A.




