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1. Uvažujte stereografickou projekci tak, jak byla zavedena na cvičeńı/přednášce. Ukažte, že pokud je dáno č́ıslo v komplexńı
rovině w = u + iv, pak odpov́ıdaj́ıćı bod x na sféře o poloměru R je určen jako

x = u 2R2

u2 + v2 +R2
,

y = v 2R2

u2 + v2 +R2
,

z = Ru
2 + v2 −R2

u2 + v2 +R2
.

Řešeńı:

Z cvičeńı známe dopředné vzorce, aneb umı́me vyjádřit u a v jako funkce x a y,

u = R x

R − z ,

v = R y

R − z ,

a nav́ıc ještě v́ıme, že bod se souřadnicemi x, y a z lež́ı na sféře o poloměru R, což znamená, že x2 + y2 + z2 = R2.
Manipulaćı se vzorci pro u a v źıskáme

u2 + v2 = R2R + z
R − z ,

odkud již snadno zjist́ıme, že

z = Ru
2 + v2 −R2

u2 + v2 +R2
.

Tento vzorec následně využijeme ve vztahu pro u. Jest

x = uR − z
R
= u(1 − u

2 + v2 −R2

u2 + v2 +R2
) = u 2R2

u2 + v2 +R2
.

2. Budiž dána dvě komplexńı č́ısla a = α + iβ a z = x + iy, pro která plat́ı

α + iβ = ln
y + i (x + a)
y + i (x − a) . (1)

Ukažte, že pro reálnou a imaginárńı část z plat́ı

x = a sinhα

coshα − cosβ
, y = a sinβ

coshα − cosβ
.

(Vztah (1) je definičńı vztah pro takzvané bipolárńı souřadnice v rovině.)

Řešeńı:

Požadovaný výsledek źıskáme ze vztahu (1) kupř́ıkladu následuj́ıćı posloupnost́ı algebraických úprav

eα+iβ (y + i (x − a)) = (x + i (x + a)) ,
eα+iβ (y + ix) = (y + ix) + ia (eα+iβ + 1) ,

y + ix = ia
eα+iβ + 1

eα+iβ − 1
.

Nyńı zbývá určit imaginárńı a reálnou část pravé strany posledńı rovnosti, přičemž se snaž́ıme ve výrazu identifikovat
goniometrické nebo hyperbolické funkce podle definice, tedy např́ıklad coshα = eα+e−α

2
a podobně. Jest

ia
eα+iβ + 1

eα+iβ − 1
= ia

eα+iβ + 1

eα+iβ − 1

eα−iβ + 1

eα−iβ − 1
= ia

e2α − eα+iβ + eα−iβ − 1

e2α − eα+iβ − eα−iβ + 1
= ia

eα − eα − eiβ + e−iβ

eα + eα − eiβ − e−iβ
= ia

sinhα − i sinβ

coshα − cosβ
,

a po dostazeńı na pravou stranu rovnosti y + ix = ia eα+iβ+1
eα+iβ−1

dostaneme srovnáńım reálné a imaginárńı části požadované
tvrzeńı.


