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Termı́n pro odevzdáńı: čtvrtek 25. března 2021

Mějme funkci

f(z) =
z

z3 + 1
, z ∈ C.

Uvažujme křivku γ, která vznikne součtem křivek γ1a, γ+
∣∣

, γε− , γ
−
∣∣

, γ1b, γ2 a γ3 (viz obrázek 1):

γ1a + γ1b = γ1 ∶ z = t, t ∈ [0,R], R > 1

γ2 ∶ z = Re
iϕ, ϕ ∈ [0, ψ], 0 < ψ < π

γ3 ∶ z = te
iψ, t ∈ [R,0], R > 1

γε− ∶ z = e
iπ3 + εeiφ, ϕ ∈ [

3π

2
,−
π

2
], ε > 0, ε malé.

1. Ukažte, že ∫γ1 f(z)dz a ∫γ3 f(z)dz jsou si pro vhodné ψ (tj. ψ = 2
3
π) rovny až na multiplikativńı konstantu.

2. Pomoćı odhadu ukažte, že plat́ı ∫γ2 f(z)dz = 0 pro R →∞.

3. Vypoč́ıtejte ∫γ−ε
f(z)dz, vyšetřete limε→0+ ∫γ−ε

f(z)dz.

4. S pomoćı předchoźıch výsledk̊u ukažte, že plat́ı I = ∫
∞

0
x

x3+1
dx = 2π

3
√
3
.

Obrázek 1:

Řešeńı:

Vypoč́ıtejte integrál ∫
∞

0
x

x3+1
dx. Nápověda využijte kladně orientovaný obvod kruhové výseče ∣z∣ = R, 0 ≤ arg z ≤ ψ pro

ψ = 2
3
π. Uvažujme

f(z) =
z

z3 + 1
=

z

(z − ei
π
3 )(z − eiπ)(z − ei

5π
3 )
.

Uvažujme za použit́ı Cauchyovy věty

∫
γ1
f(z)dz + ∫

γ2
f(z)dz + ∫

γ3
f(z)dz = ∫

γε
f(z)dz

.

Pro jednotlivé části plat́ı

• ∫γ1 f(z)dz = ∫
R
0

x
x3+1

dx
R→∞
ÐÐÐ→ ∫

∞

0
x

x3+1
dx = I,

• 0 ≤ ∣∫γ2 f(z)∣ = ∣∫
ψ
0

Reiϕ

(Reiϕ)3+1
iReiϕdϕ∣≤ ψ R2

R3−1

R→∞
ÐÐÐ→ 0,

• ∫γ3 f(z) = − ∫
R
0

teiψ

(teiψ)3+1
eiψdt, pokud zvoĺıme ei3ψ = ei2π = 1 a tedy ψ = 2π

3
, můžeme pokračovat −ei

4
3π ∫

R
0

t
t3+1

dt
R→∞
ÐÐÐ→

−ei
4
3πI
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•

lim
ε→0+
∫
γε
f(z)dz = lim

ε→0+
∫

2π

0

ei
π
3 + εeiϕ

(εeiϕ)(ei
π
3 + εeiϕ + 1)(ei

π
3 + εeiϕ − ei

5π
3 )
iεeiϕdϕ =

∣Lebesgue, majoranta
1 + ε

(
√

3 − ε)2
∣ = ∫

2π

0

ei
π
3

(ei
π
3 + 1)(ei

π
3 − ei

5π
3 )
idϕ = 2πi

ei
π
3

(ei
π
3 + 1)i

√
3

Celkově (1 − ei
4
3π) I = 2π ei

π
3

(ei
π
3 +1)

√
3

→ I = 2π

3
√
3


