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Jednotlivé kroky pii vypoctech struéné, ale co nejpresnéji oduvodnéte. Pokud pouzivate néjaké tvrzeni, nezapomeite ovérit

splnéni predpokladi.

Zkouskova pisemna préce

Jméno a piijmeni:

Piiklad 1 2 4 Celkem bodu
Bodu 8 10 10 36
Ziskino

30. ¢ervence 2021

. Naleznéte vSechny singularity funkce f definované vztahem

1

f(Z) =def m»

kde a € RT je dané kladné realné éislo. Pro kazdou singularitu uréete jeji typ a spoététe reziduum.

Reseni:
Zjistime, ve kterych bodech je jmenovatel roven nule, jeden takovyto bod je ziejmé
z =0,
a tento bod je zjevné jednoduchym podlem zkoumané funkce. Déle je potieba najit kofeny rovnice
14e** =0,
coz je ale snadné (nesmime zapomenout na mnohozna¢nost pouzivanych funkef)

2k —1
Z2E = QL k e Z’
a
Nalezené kofeny rovnice 1+ e** jsou jednondsobné. To lze napiiklad nahlédnout z Laurentovy fady funkce 1 + e*?,
skutecné

+oo k +o00 k—1
1+e% =1+ e—CLZk"FG(Z"FZk) -1- ea(z-‘rzk) =1— Z M — (Z + Zk) M
P k! — k!

Protoze jsou koreny rovnice 1 + e** jednonasobné, zkoumana funkce bude v téchto bodech mit jednonasobné pdly.
Rezidua spocteme dle véty

Bud'te f(2), g(z) holomorfn{ funkce na okoli bodu zg a necht ma funkce g(z) v bodu 2 kofen nasobnosti

jedna, pak
f(z) _ f(2)

S0 9 T g)

Z=Z0
v naSem piipadé tedy
1 1 1
res;=o = =5
z(14e4%)  14e®®| , 2
1 1 1 i
re€Sz=2z az\ az == (2k—1)m . = :
z(1+e%)  aze®®| __ k=L 2k — D)

a
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2. Pomoci integrace vhodné komplexni funkce spoc¢téte integral

+o0 1
/ dzx.
e=—oo (@® +1)%(z% +4)

ResSeni:

Integral

+o0o 1
I =g4e dzx.
def /x:_oo (2 +1)2(22 +4) v

spocteme pomoci integrace funkce f(z),

1
(22 +1)2(22 +4)

f(2) =aet

pies kiivku v g =def Y& +7% naznacenou na Obrazku 1 a naslednym limitnim pfechodem R — +oco. Parametrizace
jednotlivych kiivek jsou

YRiz=t, t € [-R, R],

v%: 2z = Re', t e [0,

Plati

R 1 & 1
[ 0= | et |, wars et

Integral na levé strané lze spocist podle residuové véty

(2)dz = 27 Z resq f(2),

YR acA

kde A jsou vSechny singularity funkce f uvnitf kiivky . Funkce f mé zjevné sinbularity v bodech +i a £2i, uvnit#
kiivky vy lezi (pro dostatecné velké R) pouze body i a 2i. Bod i je pdl ndsobnosti dva, bod 2i je pdl ndsobnosti
jedna. Residuova véta tedy k&, ze

/ f(z)dz = 2mi (ves; f(2) + resq; f(2)) .

R

Residua spocteme s vyuzitim dostupnych vét. Pro vypocet residua v jednondsobném pdélu 2i pouzijeme tvrzeni

Bud'te f(z), g(z) holomorfn{ funkce na okolf bodu zy a nechf m4 funkce g(z) v bodu zg kofen
nasobnosti jedna, pak

fz) _ f(2)
€S, ==
9(z) 9" (2)]._s
Plati tedy
1 1 1 1 1
resg; f(z) = resog; PP 21 (P12, 22|, ~ 35!

Pro vypocet residua v dvojnasobném pélu i pouzijeme tvrzeni
Bud f(z) komplexni funkce, kterd ma v bodé zg pdl ndsobnosti nejvyse n, pak
£ = s tim (5 (= 20 (2)
res,, f(z) = =) Jim | g (2= %0 z)) -

V nasem piipadé je n = 2, plat{ tedy

= (51 (“ e e 4)) R (f <<+>1<+4>>)

- 7(24-1)4(%4-4)2 (2(2 +1) (2% +4) +2(2 +1)%2)

z=i
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Celkem tedy (pro dostatecné velké R) plati

Na druhou stranu ovsem vime, ze plati

. . i 1
dm [ @t i [y

Podaii-li se ndm ukazat, ze druhy integral na pravé strané v limité vymizi, dostaneme vysledek

7'('
I="=.
9

Zbyva ukazat, ze skutectné plati
4 1
li - . =0
R J_o (R2eBt + 1)2(R2e3t +4)

k ¢emuz pouzijeme prvni ¢ast Jordanova lemmatu, které zni takto:

Bud o, 8 € R, a < 8 a uvazujme funkci f spojitou na mnoziné A = {z €Clz=Re"*,R>p, s € [a,ﬁ]},
kde p € RT je dané kladné redlné é&islo. Oznaéme

Mpg =qer max |f(2)],
2€YR

kde kiivka vp je kruhovy oblouk o poloméru R vymezeny dhly « a 3, aneb
Yr={2€Clz=Re", s €[a,p]}.
Pak plati:
1. Je-li limg_s 4 oo RMR = 0, pak R1—1>I£oo f‘m f(z)dz =0.

2. Je-li limp oo Mg = 0 a je-li [o, 3] C [0, 7], pak thf L., e¥2f(z)dz = 0, kde 6 > 0 je libovolné
—+00

kladné redlné ¢islo.

Potiebujeme tedy dokdazat, ze

1
li RMgr= 1 R - - =0.
Ao R= O t:m[gi(r] (R2eZt 1 1)2(R%e2 1 4)

To je ovSem snadné. Pouzijeme dusledek trojihlenikové nerovnosti

11
o= 0] = [la] — [b]]"

a okamzité dostaneme pozadované. Vskutku, pro dostatecné velké R plati

1 R—
400

- - < .
(R2€21t + 1)2(R2€21t + 4) - R(R2 _ 1)2(R2 _ 4) 0

R max
t€[0,m]
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Obrazek 1: Integra¢ni kiivka pro vypocet integralu f;:ioo mdx.

[8] 3. Zkoumejte posloupnost { fan}:z jejiz jednotlivé cleny jsou definovéany jako

1 (sinna)?

fa,n(-r) —def ; n|x|a )

kde a € R je parametr. (Parametr « je stejny pro vSechny ¢leny posloupnosti. Ctéte pozorné, ve jmenovateli je vyraz
a . . [eY . o s . ; 400 sin? 2 P
n|z|” nikoliv [nz|®. Déle pfipomindme, ze plati [~ 222 dx = J.)
a) Zjistéte, pro které hodnoty parametru o € R ve smyslu konvergence distribuci plati
Tfoc,n — 5’

kde ¢ je Diracova distribuce v nule a T, . jsou reguldrni distribuce pfitazené lokalné integrovatelnym funkcim fq p.

b) Zjistéte, pro které hodnoty parametru o € R ve smyslu konvergence distribuci plat{

Tfa,n — 0.

Presné specifikujte v jaké smyslu je konvergence definovana.

Pozor! Ve zkouskové pisemné praci byl priklad zadan takto

. 2
(@) 1 (sinnz)
T) =def =
o “ 7 nze
coz ovSem znamena, ze pracujeme s funkei z®, kterd neni pro x € R~ a nékteré exponenty a dobfe definovana.
Resenim zkouskové pisemné prace tak mohlo byt prosté konstatovani “chcete po nas nesmysly”, za coz byste ziskali
plny pocet bodu.

Reseni:

Chceme najit hodnotu parametru « € R, tak, aby pro kazdou testovaci funkci ¢ platilo
<Tfam,v (p>’D’(]R)fD(]R) - <T57 90>D/(R),’D(]R) )

kde konvergence je nyni standardni kovergence posloupnosti redlnych ¢isel <Tfa’n7go>D, ®R)D(R) 2 kde Diracova

distribuce Ty je zavedena standardnim zpusobem jako <T5,@>D,(R) D(R) =def ©(0). Musime proto ukdzat, ze pro
kazdou testovaci funkci ¢ dostaneme

<Tfo<,n ’ SO>D’(R),D(]R) - L‘O(O)

(Ve smyslu posloupnosti ¢isel.) Dualita <Tf(m,<p>D, (R),D(R) je reprezentovéna integrdlem, nebot f, , jsou lokdlné

integrovatelné funkce
—+oo

<Tfa,n’ S0>D’(]R),D(R) = \/g;:,OO fam(x)cp(:r) dx

(Vyuzivame standardniho ztotoznén{ lokélné integrovatelnych funkef s piislusnymi distribucemi.) Po piekladu definic
do primitivnich pojmu tedy chceme ukéazat, ze pro kazdou testovaci funkci ¢ dostaneme

+oo
/ fam(@) () dz "2 o(0)

=—00
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Obdobné v druhé otdzce chceme najit hodnotu parametru o € R, tak, aby pro kazdou testovaci funkci ¢ platilo
(Ttens )iy 0 O

Nynf jiz musime poé&ftat. Bud supp ¢ C (—K, K). Jest

+00 K i 2
1 sin” nx Y =nx
[ b= [T I g | Y20

/+"K 1 sin’y (y) 1d
- yzanﬂ-nlia‘.maw n/smn Y

©(0) ptoo siny 2
+nK . 2 e P (T) dy=¢(0), a=2,
B N |
B y=—nK T Yy 4 n Y Y 0’ o€ (172)a
0, a € (—oo, 1]
N2
Pi#i diskusi chovén{ vii¢i parametru o vychdzime z toho, ze asymptotické chovani integrandu (2% ) 2= je
y

. 2
siny 9-a . 1
( ) y "‘Nyai_wproy%()Jr,

Y
siny 2 1
( ) y* "~ —, pro y — 400,
Yy Y

N2
coz si, pokud chceme aby byl integral f;inK% (Slzy> e (%) ly|>~® n*=2 dy konecny pro libovolné n, vynucuje

podminky o — 2 < 1 a o > 1, aneb a € (1,3). Faktor n®~2 konverguje pro n — +oo k nule pokud a < 2, z ¢ehoz
plyne vyse uvedeny vysledek pro a € (1,2). Podrobny vypocet by probéhl takto,

+nK . 2
1 /siny Y —a -
/ < )s@()lyl2 n®%dy
y=—nK ™ Yy n

+nK 1

0<

a—o n—+oo, ae(l,2)
‘.—__)

. 2
siny —a
( >|y|2 dy < Csupbac_rcx0)lo(2)]n 0,

< SUpDe( k. lol2)| 2 / ;
Y

=—nK T
N2
kde C je né&jaka konstanta, C' =qef yoi_m% (%) >~ dy.
Pokud chceme prozkoumat chovani limity v slozitéjs$im pfipadé o < 1, musime peclivé vysetiit chovani klicového
N2
intergrélu ;:fiK i (%) |y|2_“ dy v zdvislosti na n. Pied integralem totiz stoji faktor n®~2, a ten by pfipadné

mohl potlac¢it rust v integralu. Poc¢itejme

+nK : 2 1 . 2 +nK . 2
1 (siny 2 1 (siny o 1 (siny o
OS/ < ) [yl dySQ/ < 7" dy +2 =) W dy
y=—nK T Y y=0T Yy y=1 T Yy

+nK
1 n -
§2D+2/ e dy:2D+2[y—°‘+1]:7f:21)+2+(n[<) ot
y=1 Yy -

N2
kde D je néjakd konstanta, konkrétné D =g4¢ yl=0 1 (S”;y) |y|27a dy. Celkem tedy dostaneme

+nK . 2
1 (siny Y 2— _
/ — () 90(*) ly|” n 2 dy
y=—nK 7T Yy n

+nK 1

0<

. 2
(Z22) 10 dy < suppec s o)~ (204 24 (k)

< SUpP.e(—k. k) |9(2)] na_Q/ ”

y=—nK 71—
1 n—+oo, a€(—o0,1)

0.

< SUPP¢(—k, k) |9(2)] n*?(2D +2) + SUPP.¢(—k, k) [P (2)] n Kot

Pro a =1 se v integralu objevi logaritmus, na hodnoté limity to vSak nic nezméni.
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[10] 4. Najdéte Fourierovu transformaci distribuce T' € D’ (R) zadané vztahem
T =qet (cos2x) (6" + 28" +6),

kde § zna¢i standardni Diracovu distribuci v nule, a ¢’ a §” znaéi prvni a druhou (distributivni) derivaci Diracovy
distribuce. Vzorec pro Fourierovu transformaci Diracovy funkce a pravidla pro pocitani s Fourierovou transformaci
povazujte za znamé, nemusite je odvozovat.

Reseni:
Definice
T =qet (cos2z) (6" + 20" +9),

znamend, ze akce distribuce T na testovaci funkci ¢ € D (R) je dédna predpisem

(T, ) = ((cos2x) 8", @) 42 ((cos 2x) &', ) + ((cos 2z) 3, )

nésobeni C*° (R) funkei

(6", (cos 2x) @) + 2 (0", (cos 2x) ) + (9, (cos 2z) @)

2
vlastnosti § distribuce d

d
P [(cos 2z) p(z)] » -2 o [(cos2x) p(z)] - + (cos2z) p(x)|,_q
B ) dy d2¢ . de
= |—4(cos2z) p(x) — 4 (sin 2x) pp + (cos 2z) de} » -2 [2 (sin 2x) p(z) + (cos 2x) P - + o(x)],—o
_Pol 0ol ) = (50 425 0) — 3(6,0) = (6 + 26" — 36.)
=@ " Yar| W= = 0" . L) = ,0)

kde jsme vyuzili definice ndsobeni distribuce C*° (R) funkef a definice Diracovy distribuce a jejich derivaci,

.
o == .
7 _d2¢
<6,¢>—@z:07

kde ¢ € D (R). Muzeme tedy konstatovat, ze ve smyslu rovnosti distribuci plati
(cos2x) (6" + 26" +6) = 6" + 28" — 34.

Nyni muzeme snadno spocist Fourierovu transformaci. Pouzijeme-li definici Fourierovy transformace z prednasky,

to jest
+oo

F @) () =aer / f(w)e2mE g,

T=—00

pak vime, ze pro Fourierovu transformaci n-té derivace, n € N, a pro Fourierovu transformaci Diracovy distribuce
plati

7 | $h @] (© = erigr F s @),
Fh@](© =1

z ¢ehoz okamzité plyne, ze

FT](€) = F[§" + 20" —35] (&) = —4m?€? + 4ri€ — 3.




