Reseni vybrangch piiklada

6. sada
c) VySetfete konvergenci fady
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—1)lvnl
1) y GO
n=1

Reseni: Je ziejmé, ze fada (1) nekonverguje absolutné (vime, Ze harmonicka fada diveguje k +00), staci
tedy urcit zda konverguje neabsolutné. Oznac¢me
1 (-1)V? Inn

anzliu by =—"——,n=12--.
nn n

Maéme tedy rozhodnout, zda konverguje fada :{g anbp. Ziejmé a, N\, 0 pro n — +o00, tj. a, je nerostouci

posloupnost, kterd konverguje k nule. K tomu, abychom mohli pouzit Dirichletovo kritérium potiebujeme
ukézat, ze fada Z:{g b, mé omezené Castecné soucty. Oznacme jeji n-ty casteény soucet jako X,,.
Nyni si v§imneme, Ze Z:{i‘i b, je tvaru:
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Jelikoz 1“796 je klesajici pro x > e, pak pro sudé pfirozené cislo n plati
an > bn2+1 > > b(n+1)271 > 0,
b(n+1)2 < b(n+1)2+1 < e < b(n+2)2_1 < 0
Jestlize nyni ukdZeme, Ze pro kazdé n € N, n > 2 je splnéno:
(2) bpz| + -+ + by 21l = b2l + - + [bny2)2-1l,
pak podobné jako v dikazu Leibnizova kritéria dostaneme, ze pro n sudé
Y2 < X2 < Zn2+l <0 < E(n+1)2—17
Y121 > Yna1)2 > Yna1)241 > - > Bnp2)2-1,
Yp21 < Nn42)2-1, B(nt1)2-1 = D(nt3)2-1-

Tato sada nerovnosti ale nutné znamena, Ze posloupnost {En}:{g je zdola omezena X3 a shora omezena

Ys. Pak uZ je ale omezena celé posloupnost {3, }.129.

Zbyva tedy dokazat nerovnost (2) pro libovolné n > 2, to jest:
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K dikazu (2) pouZijeme



Lemma 1. ! Necht f je kladnd spojitd nerostouci funkce na [¢,+00), kde ¢ € N. Pak pro m € N, m > /
platt

f(€+1)+f(€+2)+---+f(m)§/€mf(a:) de < flO)+ fl+1)+---+ f(m—1).

Funkce f(z) = me splituje predpoklady Lemmatu 1. na [3, +o00] a dava odhady:
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Jelikoz In? je rostouci na [3, +-00], pak k ovéfeni (2) zbjva dokazat:
(n+n2>(n+m2—1
n? T (n+1)2-1
To je ale nyni jiz snadné, nebot ekvivalentnimi ipravami dostaneme:
(412 =) +1)2 = n2(n+2)2—1)
(n+D*—n+1)2>n*(n?+4n+3)
nfrand +6n2+4an+1-—n?>—2n—1 2n4+4n3—|—3n2
5n2 + 2n > 3n2.

Posledni nerovnost evidentné plati. Tudiz plati i (3). Tim je tento ponékud zdlouhavéjsi priklad hotov.
f) Vysetfete konvergenci fady
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nep 7= vidime, Ze fada (4) nekonverguje absolutné. Ozna¢me n-ty clen

Reseni: Porovnanim s rfadou

B

fady jako a,. Potom
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Polozme

Hemma 1. se jednoduse dokaze ze zdkladni vlastnosti Riemannova integralu

/:H f(z) dx.

m—1

/lmf(x)dm:iz_;

Pak uz sta¢i pro ¢ =/¢,--- ,m — 1 seéist trividlni odhady
i+1
S0 < [ 5@ de < i+ 1),

které okamzité plynou z monotonie funkce f.



Uvazme jesté funkci

flz) = 1 x € (1,400).

Plati
1+x

/ -_—_——
@) = s —evs
Vidime, ze f(n) = b, \, 0 pro n — +oo. Dale > 7% (—1)" m4 omezené Easteéné soucty, z Dirichletova

n=2
90 (1), konverguje se souétem S € R. Na druhou stranu 3"+ ¢,, = +o0.

<0, ze€(1,+00)

kritéria tedy plyne, ze fada
To znamena, Ze

N N N
Zan:Z(—l)”bn—ch%S—oo:—oo, N — +o0.
n=2 n=2 n=2

Rada (4) tedy nekonverguje.

i) Vysetfete konvergenci fady

+00
(5) Z sin(mv/n? + k2).

n=1

Reseni: Je jasné, ze pro k = 0 je soucet fady (5) roven nule. Necht dale k # 0. Plati

sin(my/n? + k2) = sin (m 1+ (z)2)
2

— sin <7m(1 R O(n_4))>

2n?

= sin <7m - wkj + O(n3))>

2n
= sin(mn) cos (Wk—z + O(n_g)) + cos(7n) sin (Wk—z + O(n_g))
2n 2n
n o k2 -3
= (—1)"sin (71'% +0(n™?))
k2
= (—1)"77% +0(n™3), n — +oo.

To znamena, ze
2

|sin(my/n? + k2)| = |(—1)”7T§—n +0(n™?)|

2

- \/((_1)%7’;z +0(n3))?
- \/(WZ K om)

4n?
k4 4n?
- \/ ™ a0 2O
k2
=1—/1+0(n2))

2n

= ﬂk—2(1 +0(n™?))
2n

= wk—2 +0(n?), n — +oo.
2n ’

Ukazali jsme, ze
2

k
|sin(ryv/n? + k?)| 21—, n — +oo.

2n
Jelikoz harmonické fada diverguje, pak rada (5) nekonverguje absolutné pro k # 0.



Zbyva rozhodnout, zda fada (5) konverguje neabsolutné. K tomu nam vyse uvedené odhady nestaci,
nebot (5) nemé kladné ¢leny. VySe jsme nicméné ukazali, ze
2

sin(mv/n? 4+ k%) = (71)"71';i +0(n™3%), n — +oo.
n

Cleny tvaru O(n~3) konverguji pro n — +oco k nule mnohem rychleji nez ¢leny (—1)”71'%. To vede k

n k2

o Polozme

domnénce, ze pro n velké se fada (5) chova jako alternujici fada s ¢leny (—1)

an = (—1)"sin(mrv/n? + k2).

Pak vime, ze a,, — 0 pro n — +00 a

+o0 +o00
> (=1)"an =) _sin(my/n? + k?).
n=0 n=0

Jestlize ukazeme, ze existuje ng € N tak, ze pro kazdé n € N plati
(6) n>ng= ap > aptq > 0,

pak z Leibnizova kritéria plyne konvergence fady
+oco

Pak uz ale musi konvergovat i
“+o0o

S (-1)"an,

n=0

coZ je totéz jako konvergence studované fady (5). Zbyva ovéfit podminku (6). Mame
anp = (—=1)" sin(ﬂ\/W) = cos(mn) sin(ﬂ\/W)
= sin (7(n + nm))
=sin (7(n + V/n? + k?) — 27n)
= sin (W(\/m —n)).

Uvazujme nyni funkci g(z) = Va2 + k? — x, = > 0. Je jednoduché ovétit, ze
e g>0prox>0,

g(z) < i prox>k?—1,

lim; 100 9(z) =0a

() = T — V2 + k2
Y=y =

Zde stale predpokladame k # 0. Zvolme ng € N tak, aby ng > k? — %, pak pro n > ng plati

0<7m(vVn?4+k%—n)<m/2
0 <sin(r(vVn?+k2—n)) < 1.

Jelikoz g je klesajici na (0,+o0) a sin je rostouci na (0, ), pak {an}125 je nutné klesajici od indexu ny.
Tim je priklad hotov.

<0, x>0.

m) VySetiete konvergenci rady

=2 sin?
(7) >y I
n=1

Reseni: Plati
sin?n 1 —cos2n
(InZ: = ’n:1’27...
n 2n




a tedy
= sin?n <X = cos(2n)
Sy Sy Lo S ),
n=1 = n=1

7 Dirichletova kritéria plyne, ze fada konverguje

+o0
1
> (—1)" o=
2n
n=1

Skutecné, % N Opron — +o0 a :2(—1)” ma omezené castecné soucty. Jelikoz % N\, 0 pro n — +o0,
pak i fada

+o0

Z(_l)n cos(2n)

n=1 n

konverguje, jestlize ukazeme, Ze > (—1)" cos(2n) ma omezené astecné soucty. Poéitejme:

(—1)" cos(2n) = cos(mn) cos(2n) = cos(n(mw + 2)).
Staéi tedy ukazat, ze YT cos(n(m 4 2)) ma omezené ¢astecné souéty. Toto si dokdZeme v Lemmatu 2 na
konci ptikladu. Tedy fada (8) konverguje.
Na druhou stranu

Xsin?n & <X cos(2n)
2 E; -

n=1

Prvni fada napravo ma soucet 400, zatimco druhé z Dirichletova kritéria konverguje k néjakému A € R

)n cos(2n)

(ukéze se podobné jako pro Z:g(—l , sami si doplite detaily). Tudiz

s 02

=X sin?n
Z =400 — A = +o0.
n

n=1
Zavér: fada (8) konverguje neabsolutné.

Lemma 2. Plati

na sin(@)
14 cosz+cos2x + -+ cosnx = cos(— ) ——=——
2 sin(§)
. (n+l)z
sin(~52=
sinz 4 sin2z 4 -- - +sinnx = sin(@)¥
2 sin(%)

kde x # 2km, k € Z. Specidlné, obé rady jsou v absolutni hodnoté shora odhadnuty - (g) pro kazdé n € N.
2

K dtkazu budeme potfebovat nasledujici vztahy
i

e = cosx +isinz, cos(x) = R(e™), sinz = () = (e — e ) /2i, x € R,

kde ¥, resp. S znadi redlnou, resp. imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla. Polozme dale ¢ = e x#£2%km, k€
Z. Pak Moivreova véta dava ¢" = e n € N. Tento vztah ale plati pro kazdé n € R. Dale plati



eizeiy — ei(m+y)7 T,y € R. Tudiz

l+g+@P+ - +q"=Q+q+P+ +q¢")—

nx . nx Sin(@)

= (cos(7) —i—ism(7)) ey

Vsimnéte si, ze ¢ # 1 pro z # 2kmw, k € Z. Dokazované vztahy se pak dostanou porovnanim reilné a
imaginarni ¢asti pravé rozepsané rovnosti.

s) VySetfete konvergenci fady

+o0

sin(nm/4)
) Z:l sin(nm/4) +nP’

n—

Resenf: Ozna¢me a,, := sin(nw/4), n=1,2,---. Pak

+1, n=42 mod 8§,

j:\%, n=+1,+#3 mod 8.

Zde mod m znadi zbytek po déleni m. Dale

0, n=0 mod 4,
an:{

+o0 00 p_ —+00 2 400 P
an a, nP—a, a;, anm
n=1 " n=1 " n n=1 n n=1 n

Nejprve uvazujme prvni fadu na pravé strané. Upravou dostaneme

+oo 2

1 1
Oy 3 1 2
(11) Zn%_ai_12p—l+22p—1+32p—1+0
n=1 2 2
1 1 1
5% — 1 6% —1 T7%—3
400 1 +o0 100

+oo 1 +oo %
:; (4n—2)2 —1 +; 2n—1)2 - 1’
7 limitniho srovnavaciho kritéria plyne, Ze obé rady
00 1 00 1
D e D Y
n=1 n=1 2

konverguji prave tehdy, kdyz 2p > 1, tj. p > %



Pro druhou radu plati

1P 3P
io wn” 3 A R
n:1n2p—a%_12p—% 2% —1 3w -1
5P 7p
v 8
T o 722D_%+0+

_+Z°°( 1)1 (4n — 2)P Z ”1477,—1 Z 1)"L(4n — 3)P
e (n-2) -1 \[ 2p_% \f (4n—3)2» — 1
7 limitniho srovnavaciho kritéria plyne, ze tyto tfi rady na pravé strané konvergujl absolutné pravé tehdy,
kdyz p > 1. Rada (10) tedy konverguje absolutné pravé tehdy, kdyz p > 1.
Zbyvéa uréit pro ktera p fada (10) konverguje. Je-li
np
bn = m, n:2,3,'--

pak b, — 0 pro n — +oc pravé tehdy, kdyz p > 0. Navic posloupnost je klesajici (coz plyne ze znaménka
derivace funkce %, x > 1). Z Dirichletova kritéria plyne, ze fada

+o0 —
(1)~ (4n — 2
Z (4n —2)%r — 1

n=1
konverguje pro p > 0. Je-li p <0, pak fada nekonverguje Stejny postup i zavéry plati i pro rady

n 1 n 1
(4n — 1 (4n —3)P
\[Z 4n_12p \[Z 4n_ 2p_% '
Pfipomenme, Ze (11) konverguje jen pro p > 1/2. Tudiz i fada (10) konverguje pro p > 1/2.

Zévér: fada (10) konverguje absolutné pro p > 1, pro 1 > p > % konverguje neabsolutné a jinak
nekonverguje.




