NMAF063 Matematika pro fyziky IIT Zkouskova pisemné préce
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[8] 1. Uvazujte posloupnost distribuci {f,,}7> c D’ (R) definovanou jako

n=1

Ful@) = n? [5@-%)-25@—0)%(%%)],

kde § (x — a) znaci Diracovu distribuci v bodé a. Najdéte limitu

f=

lim 72 [6 (m—l) —26(w—0)+5(x+1)],
n—-+oo n n

této posloupnosti, aneb spoctéte

25. ledna 2019

pricemz limitou se mysli limita posloupnosti ve smyslu distribuci. Pfesné specifikujte v jaké smyslu je konvergence

definovana.
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[10] 2. Pro z € R feSte na prostoru reguldrnich distribuci rovnici
&?f  df
—+ = —6f=ad(z—0
2 T gy 6/ =ad(z—0),

kde 6 (z — y) znac¢i Diracovu distribuci v bodé y a a € R je parametr, a kde vyzadujeme lim,_,4 f(z) = 0.

ReSeni:

Rovnici prepiSeme jako systém rovnic prvniho fadu, je-li

_df
g - dxv
pak puvodni rovnice pieje na
d [f 0 111f 0
= )
i o) =[5 A +old)
coz lze symbolicky zapsat jako
d
Y — ay + b,
dx

kde

vl w2 o[

Resen{ tlohy bydeme hledat ve tvaru
y=ys+y (1-H),

kde H znac¢i Heavisideovu distribuci, kterd je definovana jako regularni distribuce prirazena lokalné integrovatelné

funkci
7 1 >0,
0 =<0,
a kde y4 jsou hladké funkce. Dosadime-li takto definovanou funkci do diferencialni rovnice % = Ay + 6b, dostaneme

s pouzitim vztahu % a s pouzitim pravidel pro préci s distribucemi rovnici

dy— dy4 _
(dx Ay)(l H)+<dx Ay+>H+( y-+ys —b)o=0.

7 této rovnice vidime, ze musi platit

dy_
z<0: L:Ay_,

dx

dyy
>0: — =Ay.,
z dz Y+

a také
— lim y_ +I£%1+y+ —-b=0.

z—0—

Resenim rovnic jsou funkce
dy+

Ax
=eCy,
dz =
kde C4 je konstatni vektor. Maticovou exponencidlu nemusime explicitné pocitat, staci si uvédomit, ze diferencidlni
rovnici prvniho radu % = Ay_, lze zapsat jako diferencialni rovnici druhého radu
d?f_  df-
Ly Y= _ep =,
dx dx

kde

Rovnici pro f_ snadno vyresime, vysledkem je
ff _ A7673w +B762w,
kde A_ a B_ jsou konstanty, které musime uréit z okrajovych podminek. Chceme aby platilo

lim f=0,

z—+o0
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coz znamend, ze pozadujeme lim,_, . f— = 0, odkud plyne, ze A_ = 0. Reenim je tedy funkce
f-=B_e¥,
COZ znamena, ze

y_ = B_e* B] .

(Pfipomenme-si, ze druhd slozka vektoru y_ je definovdna jako %.) Obdobné postupujeme i pro funkei y, . Dife-
rencidlni rovnici prvniho fadu ?—; = Ay, lze zapsat jako diferencialni rovnici druhého fadu
fy  dfy

2 a0

kde
fﬂ _

v L}+

Rovnici pro f snadno vyfesime, vysledkem je
f+ _ A+e—3z +B+€2x,
kde A, a By jsou konstanty, které musime urcit z okrajovych podminek. Chceme aby platilo

lim f=0,

z—+oo
coz znamend, ze pozadujeme lim,_, o fy = 0, odkud plyne, ze B, = 0. ReSenim je tedy funkce

fr=A4.e7%,
COZ znamena, ze

yp = A e [13} .
Doposud jsme zjistili, ze plati
y_=A_e* B] ) Yy, = Bye™> {_13}
Zbyvé urcit hodnotu konstant A_ a By. K tomu pouzijeme skokovou podminku
z—0—

— lim y_ +x1_1)r(r)1+y+—|—b:O,

kterd vede na soutavu rovnic

1 1 0 0
- +e 4] (] -3
pro A_ a B, . ReSenim je
A_=-2
5
a
B _
+ 5’

Fo —%ezm, z <0
— _a,—3x
. .

Ulohu lze také vyftesit s pouzitim Fourierovy transformace. Pouzijeme Fourierovu transfroamci definovanou vztahem

FIfI(E) =det (271);1 /Rd f(x)e™*¢ da,

kde d je dimenze prostoru, na kterém pracujeme. S pouzitim standardnich pravidel pro praci s Fourierovou transformaci
zjistime, ze Fourierova transformace rovnice je

a

\/27r’

FIf) (-€ —ic—6) =
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kde jsme také vyuzili znamého vztahu pro Fourierovu transformaci Diracovy distribuce. Plati tedy

= rmce—e—o
odkud
= {\/ﬂ(—fg—ié—ﬁ)}

Zbyvé tedy spocist inverzni Fourierovu transformaci. Vyraz (—52 — & — 6) rozlozime na parcidlni zlomky a vysledkem
je
a

 remas] - (el )

Spocteme inverzni Fourierovu transformaci obou scéitancu. Jest

fq{ﬂg2f] ﬁﬁ/ S ;d§

a pro vypocet integralu pouzijeme nastroje z komplexni analyzy. Budeme zkoumat integral z komplexni funkce

—izz

ie

g(z) —def M7

podél kiivky g, kterou je kruhovy oblouk o poloméru R v horni/dolni komplexni poloroviné. Parametrizace obloku
v horni poloroviné je z = Re'?, ¢ € (0,7), parametrizace tusecky na redlné ose je z = £, £ € (—R, R). Pro danou
parametrizaci tedy plati

/ ( )d /R je—iré d ™ je—izRe' el
g(z)dz = — +/ ——————iRe'? dop.
~r ¢=—r 5 (£ —2i) o0 D (Re'? — 2i)

Jelikoz je ¢ € (0, 7) vidime, Ze vyraz

efia:Rei“” _ efincos goewR sin
zustava pro R — +oo omezeny pro x < 0. Pies kruhovy oblouk v horni komplexni poloroviné Ize tedy integrovat pouze
pro = < 0. Naopak, pro > 0 musime zvolit integraci pres kruhovy oblouk v dolni komplexni poloroviné. Zabyvejeme
se nyni pfipadem x < 0. S pouzitim Jordanova lemmatu snadno ukazeme, ze

im [ o= [T
im g(z)dz = ——d&.
R—+o0 /o E=—00 5(§—2i)

Podle reziduové véty ovsem plati, ze

li dz = 27i g .
Rlm [YR 9(z)dz = 2mires;, cintyy 9(2)

V hornf poloroviné m4 funkce g(z) jednu singularitu, a sice v bodé z; = 2i, a tato singularita je jednondsobnym pdlem.
Residuum v bodé z5 = 2i je

ieQz
€S, cintyp — ?a
a proto pro xz < 0 plati
e} iefia:g eQa:
/ ——df = 21—
=—o00 5 (5 - 21) 5

Pro z > 0 integrujeme pies kruhovy oblouk v dolni komplexni poloroving, kde vsak funkce g(z) nem4 singularitu, a je

proto
o je—iw¢
——dé=0.
A——oo 5 (5 - 21)

. i je—i€ —V2r, <0,
a [5(5—21} \/ﬂ/ )d5 {0, x> 0.

Obdobné postupujeme pii vypoctu inverzni Fourierovy transformace pro druhy clen, tedy pii vypoctu integralu

Celkem tedy

]-‘—1|: i ] / 7_% de.
5 (& + 3i) Vor 5 (€ + 3i)
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[12] 3. Bud T,, 1 € &' (R) distribuce zavedend jako

p.v.m
<T 1 g0> =def / —go(x) —¢(0) dz +/ m dz
PV’ T/ s/(R),S(R) lz]<1 || jal>1 ]

a bud v konstanta (Eulerova—Mascheroniova konstanta) definovand jako

1 +o0
1 — cos cos
’Y=def/ —ydy—/ ydy-

a) Ukazte, ze pro Fourierovu transformaci distribuce 7}, & plati

FlTs] €)= -@ (v +1nlel).

b) S pomoci vyse uvedného vzorce pro Fourierovu transformaci distribuce T, .+ ukazte, Ze plati rovnost

[El]

+o0 ie
/a: In|z|e*®de = —7 (TP'V'%r + 2’yT5(€_0)) .

=—00

Pfipomindme, Ze Fourierova transformace je pro integrovatelné funkce definovdna vztahem

1 .
FIAE) =gt — F(@)el®*8 da,
(2")% /meRd

kde d je dimenze prostoru, na kterém pracujeme.
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