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Jméno a ptijment:

Priklad 1 2 3 Celkem bodu
Bodu 8 8 8 24
Ziskéno
1. e Zadefinujte funkci exp : C — C a ukazte, ze definice je smysluplna. Teorii, kterou k argumentaci

pouZijete, uved'te (bez ditkaz).
e Dokazte, ze plati (exp z)’ = exp z. Zde uved te definici derivace komplexn{ funkce komplexn{ proménné
a zformulujte pfesné tvrzeni, které k dukazu potiebujete.

e Dokazte, ze plati exp(z + w) = exp zexpw pro libovolné z,w € C. Staéi vysvétlit hlavni kroky
dukazu.

e Jak z vy3e uvedeného plyne, Ze exp zuzend na redlnou osu je nezdpornd (respektive kladnd) funkce
jedné realné proménné?

Odpovéd by méla obsahovat definici exp pomoci mocninné fady. Mocninnym faddm lze piifadit polomér
konvergence (jak?), ktery pro exponencialu vyjde +o0o (ukdzat). Proto je exp definovdna vsude v C. Navic
uvnitF konvergenéniho kruhu konverguje mocninna fada absolutné. Lze tedy aplikovat vétu o derivovani
mocninych fad (uvést znén{) a vétu o Cauchyové soucinu fad (uvést znéni), které dévaji vzorecky v
zadani (jak?). Protoze pro = € R plati: exp(z) = exp(§ + §) = (exp(%))%je exp : R — R nezdporni, a
protoze je exp0 = 1 tak je nutné exp vsude nenulova (ukdzat jak sporem).
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[8] 2. Matematickymi symboly zapiste objekt homogennd skaldrné linedrni obycejnd diferencidlni rovnici n-tého
radu s konstantnimi redlnymi koeficienty.

e Pro tuto rovnici zformulujte poc¢atec¢ni tlohu. Zadefinujte pojem maximalniho feseni takto zavedené
pocateéni tlohy.

e Co lze Fici o existenci a dalsich kvalitativnich vlastnostech (jako jsou jednoznacnost, hladkost)
maximalniho feseni této tlohy?

e Zformulujte tvrzeni, které dava odpovéd na pfedchozi otdzky, a uved'te hlavni myslenky (kroky)
ditkazu tohoto tvrzeni.

Odpovéd by méla obsahovat krom zépisu rovnice a poc¢ateéni tlohy informaci, Ze feseni pro libovolna
pocétecni data existuje na celé redlné ose, je jediné a je C°(R). Myslenky dukazu by mély zahrnovat:
(i) pfevod rovnice n-tého fadu na systém rovnic prvnifho fadu; (ii) aplikaci Picard-Lindelofovy véty a
ovéreni predpokladu; a (iii) argumentaci, pro¢ lze lokdlni Feseni prodluzovat az na celou redlnou osu.
Skutecnost, ze feseni je C°°-hladké plyne napiiklad z tvaru obecného feSeni pro tento typ rovnic, tzn. z
hladkosti prvku fundamentdlniho systému (béaze).
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[8] 3. (1) Zadefinujte pojem parcidlni derivace prvniho a druhého fddu pro skaldrni funkei f vice proménnych.

(2) Zformulujte vétu, kterd zaru€uje zdménnost druhych parcidlnich derivaci. Uved'te hlavni myslenky
dukazu.

(3) Jak tato véta souvisi s nutnymi (a nékdy i postacujicimi) podminkami na existenci potencidlu
U k danému vektorovému poli T = (T1,...,Ty). Tvrzeni, tykajici se nutnych podminek, pfesné
zformulujte a dokazte.

Odpovéd je jednoduch4, pokud student zna véechny pozadované pojmy a tvrzen{ (nékteré byly odpfedneseny
az v poslednim tydnu).



