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Jméno a př́ıjmeńı:

Př́ıklad 1 2 3 Celkem bod̊u

Bod̊u 8 8 8 24

Źıskáno

1.[8] • Zadefinujte funkci exp : C → C a ukažte, že definice je smysluplná. Teorii, kterou k argumentaci
použijete, uved’te (bez d̊ukaz̊u).

• Dokažte, že plat́ı (exp z)′ = exp z. Zde uved’te definici derivace komplexńı funkce komplexńı proměnné
a zformulujte přesně tvrzeńı, které k d̊ukazu potřebujete.

• Dokažte, že plat́ı exp(z + w) = exp z expw pro libovolné z, w ∈ C. Stač́ı vysvětlit hlavńı kroky
d̊ukazu.

• Jak z výše uvedeného plyne, že exp zúžená na reálnou osu je nezáporná (respektive kladná) funkce
jedné reálné proměnné?

Odpověd’ by měla obsahovat definici exp pomoćı mocninné řady. Mocninným řadám lze přǐradit poloměr
konvergence (jak?), který pro exponenciálu vyjde +∞ (ukázat). Proto je exp definována všude v C. Nav́ıc
uvnitř konvergenčńıho kruhu konverguje mocninná řada absolutně. Lze tedy aplikovat větu o derivováńı
mocniných řad (uvést zněńı) a větu o Cauchyově součinu řad (uvést zněńı), které dávaj́ı vzorečky v

zadáńı (jak?). Protože pro x ∈ R plat́ı: exp(x) = exp(x
2 + x

2 ) =
(
exp(x

2 )
)2

je exp : R → R nezáporná, a
protože je exp 0 = 1 tak je nutně exp všude nenulová (ukázat jak sporem).
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2.[8] Matematickými symboly zapǐste objekt homogenńı skalárńı lineárńı obyčejná diferenciálńı rovnici n-tého
řádu s konstantńımi reálnými koeficienty.

• Pro tuto rovnici zformulujte počátečńı úlohu. Zadefinujte pojem maximálńıho řešeńı takto zavedené
počátečńı úlohy.

• Co lze ř́ıci o existenci a daľśıch kvalitativńıch vlastnostech (jako jsou jednoznačnost, hladkost)
maximálńıho řešeńı této úlohy?

• Zformulujte tvrzeńı, které dává odpověd’ na předchoźı otázky, a uved’te hlavńı myšlenky (kroky)
d̊ukazu tohoto tvrzeńı.

Odpověd’ by měla obsahovat krom zápisu rovnice a počátečńı úlohy informaci, že řešeńı pro libovolná
počátečńı data existuje na celé reálné ose, je jediné a je C∞(R). Myšlenky d̊ukazu by měly zahrnovat:
(i) převod rovnice n-tého řádu na systém rovnic prvńıho řádu; (ii) aplikaci Picard-Lindelöfovy věty a
ověřeńı předpoklad̊u; a (iii) argumentaci, proč lze lokálńı řešeńı prodlužovat až na celou reálnou osu.
Skutečnost, že řešeńı je C∞-hladké plyne např́ıklad z tvaru obecného řešeńı pro tento typ rovnic, tzn. z
hladkosti prvk̊u fundamentálńıho systému (báze).
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3.[8] (1) Zadefinujte pojem parciálńı derivace prvńıho a druhého řádu pro skalárńı funkci f v́ıce proměnných.

(2) Zformulujte větu, která zaručuje záměnnost druhých parciálńıch derivaćı. Uved’te hlavńı myšlenky
d̊ukazu.

(3) Jak tato věta souviśı s nutnými (a někdy i postačuj́ıćımi) podmı́nkami na existenci potenciálu
U k danému vektorovému poli T = (T1, . . . , Td). Tvrzeńı, týkaj́ıćı se nutných podmı́nek, přesně
zformulujte a dokažte.

Odpověd’ je jednoduchá, pokud student zná všechny požadované pojmy a tvrzeńı (některé byly odpředneseny
až v posledńım týdnu).


