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Termı́n pro odevzdáńı: ponděĺı 13. 12. 2021

1. Nalezněte radiálně symetrické řešeńı rovnice

utt(t, x) −∆u(t, x) = 0 v R+ ×M,

kde M = {x ∈ R3, 1
2
≤ ∣x∣ ≤ 1} je mezikouĺı. Počátečńı podmı́nky jsou ve tvaru

u(0, x) = − sin(2π∣x∣)
∣x∣

,

ut(0, x) = 0 ,

a okrajové podmı́nky

u − 1

2

∂u

∂n
= 0 pro ∣x∣ = 1

2
a t > 0 a u + ∂u

∂n
= 0 pro ∣x∣ = 1 a t > 0 ,

kde ∂u
∂n

= ∇u ⋅ n je derivace ve směru vněǰśı normály n.

Nápověda:

• Řešeńı u hledejme ve tvaru u(t, x) = v(t, r), kde r = ∣x∣. Problém (tj rovnici, okrajové a počátečńı podmı́nky) poté
přepǐsme jako úlohu na úsečce ( 1

2
,1) pro novou neznámou w(t, r) ∶= rv(t, r).

• Data nové úlohy g vhodně (podle typu O.P.) prodlužte (na g̃P ) a proved’te periodizaci (tj. g̃P ⋆ δ∑) a následně
využijte vzorec odvozený na cvičeńıch

(wF ⋆ (g̃P ⋆ δ∑))(t, r) = ∑
n∈Z

F(wF )(t,
n

L
) cn e2πi

n
L r ,

kde wF je fundamentálńı řešeńı vlnové rce nové úlohy (v jedné prostorové dimenzi) a Fourierovský koeficient cn se
spoč́ıtá následovně

cn =
1

L
F(g̃P )(

n

L
) = 1

L
⟨g̃P , e−2πi

n
L r⟩ = 1

L
∫

L

0
g̃P (r)e−2πi

n
L r dr ,

kde L je perioda (prodloužených) dat a předposledńı rovnost chápeme ve smyslu p̊usobeńı distribuce g̃P (která
může, ale nemuśı být regulárńı, ale má kompaktńı nosič) na ”testovačku”e−2πi

n
L r (z ńıž bychom korektńı testovaćı

fci udělali vhodným C∞ seř́ıznut́ım vně nosiče g̃P ). Posledńı rovnost plat́ı pokud je g̃P integrovatelná funkce.


