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Termı́n pro odevzdáńı: čtvrtek 18. března 2021
Uvažujte funkci

u(x, y) = x2 − y2 + 5x + y − y

x2 + y2 .

1. Ověřte zda (a kde) je daná funkce harmonická a na dané oblasti nalezněte funkci v(x, y) k ńı harmonicky sdruženou
rozřešeńım Cauchy-Riemannových podmı́nek

∂u

∂x
= ∂v
∂y

∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

2. Harmoničnost źıskané funkce v ověřte výpočtem (t́ım si provedete kontrolu).

3. Určete následně explicitńı tvar funkce f(z) definované z u a v pomoćı

f(z) = u(Re z, Im z) + iv(Re z, Im z)

a diskutujte jej́ı holomorfnost.

Řešeńı:

Vid́ıme, že funkce je u(x, y) ∈ C∞(Ω), kde Ω = (R2 ∖ {(0,0)}), v počátku neńı definovaná. Spočtěme nejprve ∆u na Ω:

∂u

∂x
= 2x + 5 + 2xy

(x2 + y2)2
∂2u

∂x2
= 2 + 2y3 − 6x2y

(x2 + y2)3
∂u

∂y
= −2y + 1 − x2 − y2

(x2 + y2)2
∂2u

∂y2
= −2 + 6x2y − 2y3

(x2 + y2)3

a tedy opravdu

∆u = ∂
2u

∂x2
+ ∂

2u

∂y2
= 0 v Ω .

Hledejme tedy v Ω funkci harmonicky sdruženou k u. K dispozici máme dvojici Cauchy-Riemannových podmı́nek.
Požijme nejprve prvńı z nich, např.

∂v

∂y
= ∂u
∂x

= 2x + 5 + 2xy

(x2 + y2)2 Ô⇒ v = 2xy + 5y + ∫
2xy

(x2 + y2)2 dy + c(x) .

Primitivńı fci spočtěme např. pomoćı substituce ξ = x2 + y2:

∫
2xy

(x2 + y2)2 dy = x∫
dξ

ξ2
= −x

ξ
+ d = − x

x2 + y2 + d ,

neboli dostáváme

v = 2xy + 5y − x

x2 + y2 + c(x) .

kde jsme konstantu d absorbovali do doposud neurčené fce c(x). K jej́ımu určeńı použijme nyńı druhou z C.R. podmı́nek:

−2y + 1 − x2 − y2
(x2 + y2)2 = ∂u

∂y

C.R.= −∂v
∂x

= −2y + y2 − x2
(x2 + y2)2 − c

′(x)Ô⇒ c′(x) = −1Ô⇒ c(x) = −x + c (c const)

a tedy dostáváme

v(x, y) = 2xy + 5y − x − x

x2 + y2 + c .
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Vid́ıme, že fce v(x, y) je stejné tř́ıdy hladkosti jako u(x, y) (tedy C∞(Ω)) a ověřme, že se jedná skutečně o funkci
harmonickou. V Ω dostáváme

∂v

∂x
= 2y − 1 − y2 − x2

(x2 + y2)2
∂2v

∂x2
= −2x3 + 6xy2

(x2 + y2)3
∂v

∂y
= 2x + 5 + 2xy

(x2 + y2)2
∂2v

∂y2
= 2x3 − 6xy2

(x2 + y2)3

a tedy skutečně ∆v = 0 v Ω, přesně, jak čekáme. Určeme nyńı komplexńı fci f(z) př́ıslušej́ıćı dvojici fćı u a v. Vyjádřeme
(volme c = 0)

u(x, y) + iv(x, y) = x2 − y2 + 5x + y − y

x2 + y2 + i(2xy + 5y − x − x

x2 + y2 )

= (x2 + 2ixy − y2) + 5(x + iy) − i(x + iy) − i
x − iy

x2 + y2

= (x + iy)2 + 5(x + iy) − i(x + iy) − i
1

x + iy
,

a tedy hledaná fce f(z) jest

f(z) = z2 + 5z − iz − i

z
,

což je skutečně funkce holomorfńı na C ∖ {0}.


