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Jednotlivé kroky při výpočtech stručně, ale co nejpřesněji od̊uvodněte. Pokud použ́ıváte nějaké tvrzeńı, nezapomeňte ověřit
splněńı předpoklad̊u.

Jméno a př́ıjmeńı:

Př́ıklad 1 2 3 4 5 Celkem bod̊u

Bod̊u 8 7 7 7 7 36

Źıskáno

1.[8] Bud’ dán funkcionál Φ na množině M =
{
y ∈ C1

([
− 1

2 , 0
])
| y(− 1

2 ) = 0, y(0) = 0
}

předpisem

Φ(y) =

∫ 0

− 1
2

(
y2 + (y′)

2 − 2yex
)

dx.

a) Spočtěte Gâteaux derivaci funkcionálu Φ.

b) Napǐste Eulerovy–Lagrangeovy rovnice pro funkcionál Φ.

c) Najděte extremály funkcionálu Φ na množině M .

d) Spočtěte druhou Gâteaux derivaci funkcionálu Φ a poté rozhodněte, zda jsou nalezené extermály minimizéry či
maximizéry daného funkcionálu.

Řešeńı:

Spočteme Gâteaux derivaci funkcionálu Φ(y) dle definice

DΦ(y)[h] =
d

dt
Φ(y + th)

∣∣∣∣
t=0

.

Po dosazeńı

Φ(y + th) =

∫ 0

− 1
2

(
(y + th)2 + ((y + th)′)

2 − 2(y + th)ex
)

dx

derivujeme podle t a výsledkem je

d

dt
Φ(y + th) =

∫ 0

− 1
2

(2(y + th)h+ 2(y + th)′h′ − 2hex) dx

po dosazeńı t = 0 (a integraci per partes) dostaneme

d

dt
Φ(y + th)

∣∣∣∣
t=0

= 2

∫ 0

− 1
2

(y − y′′ − ex)hdx.

Odkud lze přeč́ıst Eulerovy–Lagrangeovy rovnice pro funkcionál Φ(y)

y − y′′ − ex = 0.

Eulerovy–Lagrangeovy rovnice vyřeš́ıme metodou variace konstant. (Pokud tedy partikulárńı řešeńı nevid́ıme rovnou
nebo pokud nehledáme řešeńı metodou násady pro speciálńı pravou stranu.) Řešeńı homogenńı rovnice

y′′ − y = 0

je zřejmě y(x) = c1ex + c2e−x. Hledejme nyńı partikulárńı řešeńı nehomogenńı rovnice

y′′ − y = −ex

metoda variace konstant dává pro funkce c1(x) a c2(x) následujćı systém rovnic[
ex e−x

ex −e−x

] [
c′1
c′2

]
=

[
0
−ex

]
,

odkud [
c′1
c′2

]
=

1

det

[
ex e−x

ex −e−x

] [−e−x −e−x

−ex ex

] [
0
−ex

]
= −1

2

[
1
−e2x

]
.
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Zbývá vyřešit diferenciálńı rovnice pro c1(x) a c2(x), což snadno provedeme pouhou integraćı

c1 = −
∫

1

2
dx,

c2 =
1

2

∫
e2x dx,

odkud

c1 = −1

2
x,

c2 =
1

4
e2x,

Dosad́ıme za funkce c1(x) a c2(x) do vzorce pro partikulárńı řešeńı

y(x) = c1(x)ex + c2(x)e−x = −1

2
xex +

1

4
ex

Celkové řešeńı nehomogenńı rovnice je

y(x) = −1

2
xex +

1

4
ex + C1ex + C2e−x,

konstanty C1 a C2 urč́ıme z okrajových podmı́nek

y

(
−1

2

)
= 0,

y(0) = 0,

což vede na soustavu rovnic

e−
1
2C1 + e

1
2C2 = −1

2
e−

1
2 ,

C1 + C2 = −1

4
.

jej́ımž řešeńım je [
C1

C2

]
= − 1

det

[
1 e
1 1

] [ 1 −e
−1 1

] [
1
2
1
4

]
=

1

4 (e − 1)

[
2− e
−1

]
.

Extremála je tud́ıž

y(x) = −1

2
xex +

1

4
ex +

1

4 (e − 1)

(
(2− e)ex − e−x

)
.

Druhou derivaci funkcionálu ϕ spočteme podle předpisu

D2Φ(y)[h, h] =
d

dt
DΦ(y + th)[h]

∣∣∣∣
t=0

= 2
d

dt

(∫ 0

− 1
2

((y + th)h+ (y + th)′h′ + hex) dx

)∣∣∣∣∣
t=0

= 2

(∫ 0

− 1
2

(
h2 + (h′)

2
)

dx

)
,

což je kupodivu totéž co plyne z obecné věty:

Bud’ Φ funkcionál zadaný předpisem

Φ(y) =

∫ b

a

F (x, y, y′) dx.

Pak je jeho druhý diferenciál roven

D2Φ(y)[h, h] =

∫ b

a

[
P (h′)

2
+Qh2

]
dx,

kde

P =
∂2F

∂y′∂y′
,

Q =
∂2F

∂y∂y
− d

dx

(
∂2F

∂y∂y′

)
,
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Ke zjǐstěńı povahy extremály použijeme některé z následuj́ıćıch kritéríı

Je-li y klasické řešeńı Euler–Lagrange rovnic pro funkcionál

Φ(y) =

∫ b

a

F (x, y, y′) dx,

a je-li pro každé x z intervalu [a, b] funkce f(y, z) = F (x, y, z) konvexńı, pak je y minimizér daného
funkcionálu.

nebo

Řekneme, že bod ã je konjugovaný k bodu a, pokud má rovnice (za y se dosazuje bod podezřelý z
extrému)

− d

dx
(Ph′) +Qh = 0

netriviálńı řešeńı s okrajovými podmı́nkami h(a) = 0, h(ã) = 0.

Bud’ Φ funkcionál zadaný předpisem

Φ(y) =

∫ b

a

F (x, y, y′) dx

a necht’ y splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

• Funkce y je extremálou funkcionálu Φ, to jest řeš́ı př́ıslušnou Eulerovu–Lagrangeovu rovnici.

• Koeficient P je (v bodě extremály) kladný (resp. záporný). Přesněji P (x, y, y′) = 1
2

∂2F
∂y′∂y′ > 0 (resp.

P (x, y, y′) = 1
2

∂2F
∂y′∂y′ < 0).

• Interval (a, b] neobsahuje žádné body konjugované k bodu a.

Pak je y (slabým) minimem (resp. maximem) funkcionálu Φ.

Prvńı z kritéríı je splněno, funkce f(y, z) je definována jako

f(y, z) = y2 + z2 − 2yex,

kde x je libovolný bod z intervalu
[
− 1

2 , 0
]
. Spočteme druhý diferenciál funkce f a vid́ıme, že pro každý vektor

v ∈ R2 plat́ı

D2f [v,v] = v •
[
2 0
0 2

]
v ≥ 0,

a funkce f je tedy konvexńı jak je v př́ıslušném kritériu požadováno.

Druhé z kritéríı je také zjevně splněno, nebot’ v našem př́ıpadě je P = 1, Q = 1 a př́ıslušná rovnice pro existenci
konjugovaného bodu je tedy (a = − 1

2 )

−h′′ + h = 0,

h(a) = 0,

h(ã) = 0,

ale tato rovnice má pouze triviálńı řešeńı (řešeńım rovnice je h(x) = C1ex + C2e−x, z okrajových podmı́nek pak
plyne, že obě integračńı konstanty jsou nulové), v intervalu

(
− 1

2 , 0
]

proto neexistuj́ı konjugované body. Kromě toho
jsou zřejmě splněny i ostatńı podmı́nky.
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2.[7] Bud’ dána posloupnost funkćı

fn(x) =
nx

1 + n2x2
.

Najděte bodovou limitu f této posloupnosti v intervalu I = [0, 1]. Rozhodněte, zda posloupnost {fn}+∞n=1 konverguje
stejnoměrně k f na intervalu J a K, kde

a) J = [0, 1],

b) K = [α, 1], kde α ∈ (0, 1).

Řešeńı:

Volme x libovolně, ale pevně z intervalu I \ {0}, pak zjevně plat́ı, že

lim
n→+∞

nx

1 + n2x2
= 0.

Pokud je x = 0 pak je posloupnost {fn(x)}+∞n=1 posloupnost́ı samých nul a limita je opět rovná nule. Bodová limita

posloupnosti {fn}+∞n=1 na intervalu I je tedy nulová funkce f = 0,

lim
n→+∞

fn = 0.

Stejnoměrnou konvergenci vyšetř́ıme s použit́ım ekvivalentńı charakterizace. Plat́ı věta

Bud’ {fn}+∞n=1 ⊂ R posloupnost funkćı. Posloupnost funkćı {fn}+∞n=1 konverguje pro n→ +∞ stejnoměrně
k funkci f na intervalu M , aneb

fn
M

⇒ f,

právě když pro n→ +∞ plat́ı
σn → 0,

kde
σn =def sup

x∈M
|fn(x)− f(x)| .

Najděme tedy supremum funkce |fn(x)− f(x)| na př́ıslušných intervalech. (Funkce fn a f jsou spojité a oba intervaly
jsou uzavřené, je proto možné namı́sto supx∈M |fn(x)− f(x)| psát rovnou maxx∈M |fn(x)− f(x)|.) Výraz fn(x)−
f(x) je v našem př́ıpadě zjevně kladný, a proto můžeme bez problémů odstranit absolutńı hodnotu.

Hledejme nyńı maximum funkce fn(x)− f(x). Prvńı derivace je

d

dx
(fn(x)− f(x)) =

n
(
1 + n2x2

)
− nx

(
2n2x

)
(1 + n2x2)

2 =
n
(
1− n2x2

)
(1 + n2x2)

2 .

Derivace je tedy rovná nule v bodě xext = 1
n .

V př́ıpadě intervalu J = [0, 1] je tento bod vždy uvnitř tohoto intervalu a plat́ı

(fn(x)− f(x))|x=xext
=

1

2
.

Dále je zjevné, že funkce fn(x) − f(x) v stacionárńım bodě xext nabývá maxima. (Funkce fn(x)− f(x) je kladná,
spojitě diferencovatelná a je rovná nule pro x = 0 a x→ +∞.) Pro n→ +∞ tedy plat́ı

sup
x∈J
|fn(x)− f(x)| = 1

2
6→ 0,

a posloupnost {fn}+∞n=1 tedy nekonverguje stejnoměrně na intervalu J .

V př́ıpadě intervalu K = [α, 1] bod xext = 1
n od nějakého (velkého) n lež́ı mimo interval K. Funkce fn(x) − f(x)

tedy nabývá maxima v jednom z krajńıch bod̊u intervalu K. Pro dostatečně velké n je fn(x)− f(x) na př́ıslušném
intervalu klesaj́ıćı, a proto nabývá maxima v levém krajńım bodě. Plat́ı tedy

sup
x∈K
|fn(x)− f(x)| = fn(α) =

nα

1 + n2α2
,

z čehož plyne, že pro n→ +∞ plat́ı

sup
x∈K
|fn(x)− f(x)| = nα

1 + n2α2
→ 0,

a posloupnost {fn}+∞n=1 tedy konverguje stejnoměrně na intervalu K.
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3.[7] Spočtěte limitu

lim
n→+∞

∫ +∞

0

ln(x+ n)

n
e−x cosx dx.

Použijete-li při výpočtu nějakou větu, pečlivě od̊uvodněte, že jsou splněny patřičné předpoklady.

Řešeńı:

Zjevně plat́ı, že

lim
n→+∞

ln(x+ n)

n
e−x cosx = 0.

Pokud tedy ukážeme, že je možné zaměnit limitu a integrál, můžeme snadno spoč́ıst p̊uvodńı limitu,

lim
n→+∞

∫ +∞

0

ln(x+ n)

n
e−x cosxdx =

∫ +∞

0

(
lim

n→+∞

ln(x+ n)

n
e−x cosx

)
dx = 0.

Záměnu limity a integrálu lze od̊uvodnit např́ıklad podle Lebesgueovy věty, která ř́ıká:

Necht’ plat́ı:

• Posloupnost {fn}+∞n=1 je posloupnost měřitelných funkćı na množině M .

• Posloupnost {fn}+∞n=1 konverguje pro skoro všechna x ∈ M k funkci f , aneb pro skoro všechna
x ∈M plat́ı limn→+∞ fn(x) = f(x).

• Existuje lebesgueovsky integrovatelná funkce g, taková, že pro všechna n ∈ N pro skoro všechna
x ∈M plat́ı |fn(x)| ≤ g(x).

Pak plat́ı:

• Funkce f lebesgueovsky integrovatelná funkce na množině M .

• Lze zaměnit limitu a integrál,

lim
n→+∞

∫
M

fn(x) dx =

∫
M

lim
n→+∞

fn(x) dx =

∫
M

f(x) dx.

Funkce g se nazývá integrovatelná majoranta funkce f .

Posloupnost fn je v našem př́ıpadě tvořena funkcemi

fn(x) =def
ln(x+ n)

n
e−x cosx.

Tyto funkce jsou na intervalu M = (0,+∞) spojité a tud́ıž měřitelné. Prvńı předpoklad Lebesgueovy věty je tedy
splněn.

Druhý předpoklad je rovněž splněn, limitu jsme spočetli pro libovolné x ∈M .

Zbývá naj́ıt integrovatelnou majorantu. (Třet́ı předpoklad Lebesgueovy věty.) Pro libovolné n plat́ı∣∣∣∣ ln(x+ n)

n
e−x cosx

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ ln(x+ n)

n
e−x
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣x+ n

n
e−x
∣∣∣∣ ≤ (x+ 1)e−x,

kde funkce (x+1)e−x je lebesgueovsky integrovatelná na M . (Funkce (x+1)e−x je spojitá na jakémkoliv uzavřeném

intervalu [0,K], je tedy lebesgueovsky integrovatelná na (0,K). Nav́ıc
∫K
0

(x + 1)e−x dx ≤
∫ +∞
0

(x + 1)e−x dx,
kde druhý z integrál̊u je chápán jako Newton̊uv integrál. Limitńı přechod K → +∞ a Leviho věta pak zaručuj́ı
lebesgeovskou integrovatelnost na M .) Stač́ı tedy volit

g(x) =def (x+ 1)e−x.

Všechny předpoklady Lebesgueovy věty jsou splněny a lze proto provést záměnu limity a integrálu.
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4.[7] Spočtěte plošný obsah množiny M ⊂ R2 zadané jako pr̊unik množin A a B a C, kde

A =
{
x ∈ R2 |x2 + y2 ≤ R2

}
,

B =
{
x ∈ R2 |x2 + y2 − 2Ry ≤ 0

}
,

C =
{
x ∈ R2 |x ≥ 0

}
.

Řešeńı:

Množina A je kruh se středem v bodě x =
[
0 0

]
o poloměru R. Množina B je kruh se středem v bodě x =

[
0 R

]
o poloměru R. To je zřejmé pokud přeṕı̌seme

x2 + y2 − 2Ry = 0

jako
x2 + (y −R)2 −R2 = 0.

Pro lepš́ı představu si nakresĺıme Obrázek 1.

Ćılem je spoč́ıtat ∫
M

dλ.

Povšimneme si toho, že množinu M lze rozdělit na kruhovou výseč T1 a kruhovou úseč U1, Integrál lze proto přepsat
jako ∫

M

dλ =

∫
T1

dλ+

∫
U1

dλ.

Pro parametrizaci množin T1 a U1 bude vhodné použ́ıt polárńı souřadnice,

x = r cosϕ,

y = r sinϕ.

Determinant Jacobiho matice je

det

[
cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

]
= r.

Výpočet plošného obsahu množiny T1 je jednoduchý,∫
T1

dλ =

∫ R

r=0

∫ π
2

ϕ=π
6

r drdϕ =
π

3

R2

2
.

Pro výpočet plošného obsahu množiny U1 je nutné odpov́ıdaj́ıćım zp̊usobem upravit integračńı meze. Dosazeńım do
vzahu x2 + y2 − 2Ry = 0 zjist́ıme, že oblouk kružnice ohraničuj́ıćı množinu U je dán vztahem

r2 = 2Rr sinϕ,

a proto plat́ı∫
U1

dλ =

∫ π
6

ϕ=0

∫ 2R sinϕ

r=0

r drdϕ = 2R2

∫ π
6

ϕ=0

sin2 ϕdϕ = 2R2

∫ π
6

ϕ=0

1− cos(2ϕ)

2
dϕ

= 2R2

[
2ϕ− sin(2ϕ)

4

]π
6

ϕ=0

=
R2

2

(
π

3
−
√

3

2

)
.

Celkem tedy ∫
M

dλ =
R2

2

π

3
+
R2

2

(
π

3
−
√

3

2

)
=
R2

2

(
2π

3
−
√

3

2

)
.
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5.[7] Uvažujte funkci danou předpisem

f(x) =

{
0, x ∈ [−π, 0)

ex, x ∈ [0, π),

která je periodicky rozš́ı̌rená na R.

• Načrtněte graf funkce f .

• Najděte Fourierovu řadu funkce f .

• Diskutujte konvergenci nalezené Fourierovy řady. Určete zda Fourierova řada konverguje k funkci f ve smyslu
konvergence v L2, ve smyslu bodové konvergence a ve smyslu stejnoměrné konvergence.

• Najděte součet Fourierovy řady funkce f v bodě x = 0 (pokud existuje).

Řešeńı:

Spočteme Fourierovy koeficienty ak, bk, abychom mohli funkci f rozvinout do Fourierovy řady

f(x) ∼ a0
2

+

+∞∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx.

K výpočtu koeficient̊u užijeme vzorce

a0 =
1

π

∫ π

−π
f(x)dx,

ak =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos kxdx,

bk =
1

π

∫ π

−π
f(x) sin kxdx.

Funkce neńı ani lichá ani sudá – koeficienty ak i bk budou obecně nenulové. Poč́ıtejme

πa0 =

∫ π

0

exdx = [ex]
π
0 = eπ − 1.

Dále

πak =

∫ π

0

ex cos kxdx,

πbk =

∫ π

0

ex sin kxdx.

Integrály spočteme metodou per partes. Označme si

I =

∫ π

0

ex cos kxdx,

J =

∫ π

0

ex sin kxdx,

pak

I =

∫ π

0

ex cos kxdx =

∣∣∣∣ u = ex u′ = ex

v′ = cos kx v = sin kx
k

∣∣∣∣ =

[
ex

sin kx

k

]
− 1

k

∫ π

0

ex sin kxdx

= −1

k
J =

∣∣∣∣ u = ex u′ = ex

v′ = sin kx v = − cos kx
k

∣∣∣∣ = −1

k

([
−cos kx

k
ex
]π
0

+
1

k

∫ π

0

ex cos kxdx

)
=
eπ(−1)k − 1

k2
− 1

k2
I.

Z výpočtu plyne, že

I =
eπ(−1)k − 1

k2
− 1

k2
I

odkud I = eπ(−1)k−1
k2+1 a následně J = −k e

π(−1)k−1
k2+1 . Celkem tedy

f(x) ∼ 1

π

(
eπ − 1

2
+

+∞∑
k=1

eπ(−1)k − 1

k2 + 1
(cos kx− k sin kx)

)
.

Funkce f je po částech spojitě diferencovatelná, a splňuje proto předpoklady Dirichletova–Jordanova kritéria pro
konvergenci Fourierových řad, které ř́ıká:
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Bud’ f ∈ P(2π) a necht’ [a, b] ⊂ R je nedegenerovaný interval a necht’ plat́ı, že funkce f ∈ BV ([a, b]),
potom plat́ı

∀x ∈ [a, b] : lim
n→+∞

sn(x) =
1

2

(
lim
ξ→x+

f(ξ) + lim
ξ→x−

f(ξ)

)
Je-li nav́ıc I ⊂ (a, b) uzavřený interval a f ∈ C([a, b]), pak

sn
I
⇒ f.

Funkce je zřejmě v L2((−π, π)) a splňuje tedy předpoklady Carlesonovy věty o skoro všude konvergenci, která ř́ıká:

Bud’ f ∈ P(2π) a bud’ f ∈ Lp((a, a+ 2π)), p ∈ (1,+∞), pak plat́ı

sn
Lp→ f,

sn(x)→ f(x) skoro všude.

Což už ale stejně v́ıme z Dirichtetova–Jordanova kritéria.

V bodě x = 0 (bod nespojitosti) pak plat́ı pouze

lim
n→+∞
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(
lim
x→0+

f(x) + lim
x→0−

f(x)

)
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2
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2
,

č́ımž jsme dostali rovnost
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Obrázek 1: Množina M .


