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Jednotlivé kroky pii vypoctech struéné, ale co nejpresnéji oduvodnéte. Pokud pouzivate néjaké tvrzeni, nezapomeite ovérit
splnéni predpokladi.

Jméno a piijmeni:

Priklad 1 2 3 4 5 Celkem bodu
Bodu 8 7 7 7 7 36
Ziskano

[8] 1. Bud dén funkciondl ® na mnoziné M = {y € C' ([-3,0]) |y(—3%) =0, y(0) = 0} predpisem

D(y) = /_0 (yQ +(y)* - 2ye”) dz.

1
2
a
b

¢
d

Spoctéte Gateaux derivaci funkcionalu ®.
Napiste Eulerovy—Lagrangeovy rovnice pro funkcional ®.

Najdéte extremaly funkcionalu ® na mnoziné M.

—_ D

Spoctéte druhou Gateaux derivaci funkciondlu ® a poté rozhodnéte, zda jsou nalezené extermaly minimizéry ¢i
maximizéry daného funkciondlu.

Reseni:
Spoc¢teme Gateaux derivaci funkciondlu ®(y) dle definice

Db(y)[h] = < B(y +h)

t=0

Po dosazeni o

((y +th)? + ((y + th))* — 2(y + th)e’”) da

O (y + th) :/

W=

derivujeme podle ¢ a vysledkem je

0
%(I)(erth):/ (2(y + th)h + 2(y + th)'h — 2he”) dz

1
2

po dosazeni t = 0 (a integraci per partes) dostaneme

d 0
—®(y + th) = 2/ (y —y" —€”) hdz.
dt t=0 -

1
2

Odkud lze precist Eulerovy—Lagrangeovy rovnice pro funkciondl ®(y)
y—y’ —e" =0.

Eulerovy-Lagrangeovy rovnice vyfresime metodou variace konstant. (Pokud tedy partikuldrni feseni nevidime rovnou
nebo pokud nehleddme fesen{ metodou ndsady pro specidlni pravou stranu.) Resen{ homogenn{ rovnice

y”fy:O

je ziejmé y(x) = c1e® + coe™*. Hledejme nyni partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice

odkud
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Zbyvé vytesit diferencidlni rovnice pro ¢;(x) a ca2(x), coz snadno provedeme pouhou integraci
1
c=— [ zdz,
=3
1
2= / e dz,

odkud
1
Cc1 = _5.'1:,
1

cy = Ze%,

Dosadime za funkce ¢;(z) a co(x) do vzorce pro partikuldrni fesen{
1 1
y(x) = c1(z)e” + ca(x)e™ = —§xe“C + Zem

Celkové teseni nehomogenni rovnice je
1 1
y(x) = —§gce”J + Ze$ + Cie” + Cae™ 7,

konstanty C; a Cy uréime z okrajovych podminek

coz vede na soustavu rovnic
1
efécl +e%C’2 = fie*%,
1
C1+0Cy = —Z.
jejimz feSenim je
o=l T
- -1 1]|3] 4(e-11] -1
2 det E ﬂ 4 (e )

Extremala je tudiz
1 1 1
y(z) = —537635 + ie“’ + =D (2—e)e” —e™™).

Druhou derivaci funkciondlu ¢ spoc¢teme podle predpisu

D(y)[h h] = 3 DB(y + )1

t=0

=2 % (/0 ((y+th)h + (y+th)'n + he“”)dx)

1
2
coz je kupodivu totéz co plyne z obecné véty:

Bud ® funkciondl zadany piedpisem

Pak je jeho druhy diferencidl roven

D2®(y)[h, h] = / b [P (1) + Qhﬂ de,

kde
2
p_ 0“F ’
oy’ 0y’

o PF A (PF
- Oydy  dx \oyoy' )’
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Ke zjisténi povahy extremaly pouzijeme nékteré z nasledujicich kritérif

Je-1i y klasické feseni Euler—Lagrange rovnic pro funkcional

b
®@%i/F@&MM%

a je-li pro kazdé x z intervalu [a,b] funkce f(y,z) = F(x,y,z) konvexni, pak je y minimizér daného
funkciondlu.

nebo

Rekneme, ze bod @ je konjugovany k bodu a, pokud mé rovnice (za y se dosazuje bod podeziely z
extrému)

d
—— (PH h=0
o (PR +Q
netrividln{ fesen{ s okrajovymi podminkami h(a) = 0, h(a) = 0.

Bud ® funkciondl zadany piedpisem

a necht y splituje nasledujici podminky:

e Funkce y je extremdlou funkcionalu ®, to jest fesi pfislusnou Eulerovu—Lagrangeovu rovnici.

e Koeficient P je (v bodé extremdly) kladny (resp. zdporny). Presnéji P(z,y,y’) = %% > 0 (resp.
2
P(:C,y,y/) = %83’8};/ < 0)

e Interval (a,b] neobsahuje zddné body konjugované k bodu a.

Pak je y (slabym) minimem (resp. maximem) funkcionédlu ®.

Prvni z kritérif je splnéno, funkce f(y, z) je definovdna jako

fy, 2) =y + 22 — 2ye”,
kde z je libovolny bod z intervalu [,%,0]. Spocteme druhy diferencial funkce f a vidime, ze pro kazdy vektor
v € R? plati

D2f[v,v] =ve LQ) S}VZO,

a funkce f je tedy konvexni jak je v prislusném kritériu pozadovéno.

Druhé z kritérii je také zjevné splnéno, nebot v nagem pifpadé je P = 1, Q = 1 a piislusnd rovnice pro existenci

konjugovaného bodu je tedy (a = —%)
—h" +h =0,
h(a) =0,
h(a) =0,

ale tato rovnice méa pouze trividlni feseni (FeSenim rovnice je h(z) = C1e* + Cye™?, z okrajovych podminek pak
plyne, ze obé integraéni konstanty jsou nulové), v intervalu (—%, 0} proto neexistuji konjugované body. Kromeé toho
jsou ziejmeé splnény i ostatni podminky.
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[7] 2. Bud ddna posloupnost funkci
nx

o) = T
Najdéte bodovou limitu f této posloupnosti v intervalu I = [0,1]. Rozhodnéte, zda posloupnost {f, :g konverguje
stejnomérné k f na intervalu J a K, kde
a) J=10,1],
b) K = [a, 1], kde a € (0, 1).

Reseni:
Volme z libovolné, ale pevné z intervalu I \ {0}, pak zjevné plati, ze

. nx
lim —— =0
n—+4oo 1 + n2x2

Pokud je x = 0 pak je posloupnost { fn(x)};fz posloupnosti samych nul a limita je opét rovnd nule. Bodové limita
posloupnosti { fn}:g na intervalu I je tedy nulova funkce f = 0,

lim f, =0.

n—-+oo
Stejnomérnou konvergenci vySetiime s pouzitim ekvivalentni charakterizace. Plati véta

Bud { fn}:: C R posloupnost funkei. Posloupnost funkef { fn}:z konverguje pro n — +o0o stejnomérné

k funkci f na intervalu M, aneb

M
fa = f,
praveé kdyz pro n — —+oo plati
on — 0,
kde
Op =def SUP |fn($) - f(SU)| .
zeM

Najdéme tedy supremum funkce | f,,(z) — f(x)| na pfislusnych intervalech. (Funkce f,, a f jsou spojité a oba intervaly
jsou uzaviené, je proto mozné namisto sup,ecyy | fn(x) — f(x)| psat rovnou maxgenr | fn(z) — f(x)].) Vyraz fr(x) —
f(x) je v nasem piipadé zjevné kladny, a proto muzeme bez problému odstranit absolutni hodnotu.

Hledejme nyn{ maximum funkce f,(z) — f(z). Prvnf derivace je

d ) = n (1 +n2x2) —nx (2n2x) n (1 - nzxz)
dz (fu(z) = f(2)) = (1—|—n2x2)2 - (1—|—n2x2)2'

Derivace je tedy rovné nule v bodé ey = £

e

V ptipadé intervalu J = [0, 1] je tento bod vzdy uvnitf tohoto intervalu a plati

1

(a@) = F@ e, = 5

Dale je zjevné, zZe funkce f,(x) — f(z) v staciondrnim bodé ey nabyva maxima. (Funkce f,, () — f(z) je kladna,
spojité diferencovatelnd a je rovna nule pro x = 0 a £ — +00.) Pro n — 400 tedy plat{

sup [ fu(x) — (@) = 5 A0,

xzeJ

a posloupnost {fn}:z tedy nekonverguje stejnomérné na intervalu J.

V pifpadé intervalu K = [, 1] bod Zexy = + od né&jakého (velkého) n lezi mimo interval K. Funkce f,(z) — f(x)
tedy nabyvd maxima v jednom z krajnich bodu intervalu K. Pro dostatecné velké n je f,(x) — f(x) na prislusném

intervalu klesajici, a proto nabyva maxima v levém krajnim bodé. Plati tedy

na
sup |fn(@) = f(@)] = fula) = T a2’
z ¢ehoz plyne, ze pro n — 400 plati
no
n - = a5 07
Sup [fn() = F @) = 1503

a posloupnost {fn}:z tedy konverguje stejnomérné na intervalu K.
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[7] 3. Spoctéte limitu
o0 In(z 4+ n)

lim ———2e ®cosxdx.
n—-+oo 0 n

Pouzijete-li pfi vypoctu néjakou vétu, peclivé oduvodnéte, Ze jsou splnény patiitné predpoklady.

Reseni:
Zjevné plati, ze
In(z + n)

lim ——%e ®cosxz =0.
n—-+o0o n

Pokud tedy ukézeme, ze je mozné zaménit limitu a integral, mizeme snadno spocist puvodni limitu,

+oo 1 +oo 1
lim Me_JJ cos xdx = / ( lim Me_“ Cos x) dz = 0.
0

n—-+oo 0 n n—-+oo n
Zéménu limity a integralu lze odtivodnit napiiklad podle Lebesgueovy véty, ktera rik4:

Necht plati:

e Posloupnost { fn}:?i je posloupnost méfitelnych funkei na mnoziné M.

e Posloupnost { fn}zz konverguje pro skoro vSechna x € M k funkci f, aneb pro skoro vSechna
x € M plati lim,, 1 o fo(x) = f(2).
e Existuje lebesgueovsky integrovatelna funkce g, takovd, Ze pro vSechna n € N pro skoro vsechna
x € M plati |fn(x)] < g(z).
Pak plati:

e Funkce f lebesgueovsky integrovatelna funkce na mnoziné M.
e Lze zaménit limitu a integral,

lim fn(@) d:cz/ lim f,(z)dz= [ f(z)dx.
M M M

n—-+00 n—-+o0o
Funkce g se nazyva integrovatelna majoranta funkce f.

Posloupnost f, je v naSem piipadé tvorena funkcemi

1
Ful@) =def meﬂ COS .
n

Tyto funkece jsou na intervalu M = (0, +00) spojité a tudiz méritelné. Prvni predpoklad Lebesgueovy véty je tedy
splnén.

Druhy predpoklad je rovnéz splnén, limitu jsme spocetli pro libovolné x € M.

Zbyvé najit integrovatelnou majorantu. (Ttet{ pfedpoklad Lebesgueovy véty.) Pro libovolné n plati

In(z +n)
n

1
nz+n)
n

r+n

e COS T

< <(@+1)e”

n

kde funkce (z+1)e™? je lebesgueovsky integrovatelnd na M. (Funkece (z+ 1) ~% je spojitd na jakémkoliv uzavfeném

intervalu [0, K], je tedy lebesgueovsky integrovatelnd na (0, K). Navic fo x4+ 1)e *de < f e "dx,
kde druhy z integrélt je chépan jako Newtonuv integral. Limitni pfechod K — +oo a Leviho veta pak zarucuy
lebesgeovskou integrovatelnost na M.) Staci tedy volit

9(x) =qet (x+1)e™"

Vsechny predpoklady Lebesgueovy véty jsou splnény a lze proto provést zdménu limity a integralu.
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[7] 4. Spoctéte plosny obsah mnoziny M C R? zadané jako prinik mnozin A a B a C, kde

A={xeR’|2*>+y* < R’}
B={xeR?|z’+y’ - 2Ry <0},
C={xeR*|z>0}.

ResSeni:

Mnozina A je kruh se stfedem v bodé x = [O O} o poloméru R. Mnozina B je kruh se stifedem v bodé x = [O R]
o poloméru R. To je ziejmé pokud piepiSeme

2> +y* - 2Ry =0

jako
2+ (y— R)* - R*=0.
Pro lepsi piedstavu si nakreslime Obrézek 1.
/ dA.
M

Povs§imneme si toho, ze mnozinu M lze rozdélit na kruhovou vyse¢ T3 a kruhovou tse¢ Uy, Integral lze proto piepsat

jako
/d/\:/ di + dA.
M T1 Ul

Pro parametrizaci mnozin 7} a U; bude vhodné pouzit polarni souiadnice,

Cilem je spocitat

T = T1COoS p,

y =rsine.

Determinant Jacobiho matice je

o[ rsne)
singp rcose

Vypocet plosného obsahu mnoziny T3 je jednoduchy,
R 5 R2
/ d,\:/ / rdrdapzﬁ—.
T r=0Jp=7% 3 2

Pro vypocet plosného obsahu mnoziny U; je nutné odpovidajicim zptsobem upravit integrac¢ni meze. Dosazenim do
vzahu 22 4+ y? — 2Ry = 0 zjistime, Ze oblouk kruznice ohrani¢ujici mnozinu U je dén vztahem

r? = 2Rrsin o,
a proto plati

5 2R sin ¢ 5 S 1 — 2
/ d\ = / / rdrdy = 2R2/ sin? pdp = 2R2/ Mdap
U, =0 Jr=0 -0 2

® p=0

o {2¢—Sin(2@)} PR (

ol

4

2 2 2
/dA:fizﬁi T V3 _ R [ VB)
M 2 3 2 3 2 2 3 2

Celkem tedy
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5. Uvazujte funkci danou predpisem

ktera je periodicky rozsifena na R.

e Nacrtnéte graf funkce f.
e Najdéte Fourierovu fadu funkce f.

e Diskutujte konvergenci nalezené Fourierovy fady. Urcete zda Fourierova fada konverguje k funkci f ve smyslu
konvergence v L2, ve smyslu bodové konvergence a ve smyslu stejnomérné konvergence.

e Najdéte soucet Fourierovy rady funkee f v bodé x = 0 (pokud existuje).

Reseni:

Spocteme Fourierovy koeficienty ay, bg, abychom mohli funkci f rozvinout do Fourierovy rady

—+o00
fz) ~ % + Zakcoskarkainkx.
k=1
K vypoctu koeficienttu uzijeme vzorce
1 s
ag = — f(z)dz,
L
1 s
ak = — f(z) cos kxdwx,
™ —T
1 s
by, = — f(x)sin kzdz.
L

Funkce neni ani lichd ani suda — koeficienty ay i by budou obecné nenulové. Pocitejme
Tag = / efde = [e"]y =" — 1.
0
Déle
s
Tay = / e” cos kxdzx,
0
s
by, = / e” sin kxdzx.
0
Integraly spocteme metodou per partes. Oznaéme si

I:/ e” cos kxdx,
0

J:/ e” sin kxdzx,
0

pak
a — pT [Q— 3 k 1 ™
I:/ e® cos kxdxr = /u ¢ Y Sine,m = [ 2B 77/ e® sin kxdx
0 v’ =coskx o= k k Jo
1 u=e" u =e” 1 coskz 1" 1 [T .
__EJ_ v’ = sinkx Uz——coskkz __k({_ k B}O_Fk/o ¢ coskxdx)
(-DF-1 1
_ =l E—
k2 k2
Z vypoctu plyne, ze
er(-1)F -1 1
odkud I = % a nasledné J = —k%. Celkem tedy
T too x k
1 —1 1) -1
f(.%‘)N; (e 5 _’_];e(inl(cosij—ksinkl')).

Funkce f je po ¢édstech spojité diferencovatelnd, a spliuje proto predpoklady Dirichletova—Jordanova kritéria pro
konvergenci Fourierovych tad, které iika:
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Bud f € P(27) a necht [a,b] C R je nedegenerovany interval a necht plati, ze funkce f € BV ([a,b]),
potom plati

voclatls lim s, =g (tm 7@+ m ©)

E—
Je-li navic I C (a,b) uzavieny interval a f € C([a,b]), pak

I
Sp =2 f.

Funkce je ziejmé v L?((—m, 7)) a splituje tedy predpoklady Carlesonovy véty o skoro véude konvergenci, kterd ¥{ka:
Bud f € P(2r) abud f € LP((a,a + 2m)), p € (1,+00), pak plati

Lp
Sn — fa

sn(z) = f(z) skoro vsude.

Coz uz ale stejné vime z Dirichtetova—Jordanova kritéria.
V bodé x = 0 (bod nespojitosti) pak plati pouze

. 1 . .
i) = 3 (i o)+ i 7o)

r—0+ x—0—

1 1
Z(1-0)= =
5(1-0) =3,

¢imz jsme dostali rovnost

T

Uy

Obrézek 1: Mnozina M.



