Matematicka analyza II (NOFY152) — DU 2

Ciselné fady s obecnymi ¢leny

Pouzitim kritérii pro konvergenci fad rozhodnéte o konvergenci (absolutni i neabsolutni, je-li to mozné) ¢i divergenci
nésledujicich fad. Pokud fada obsahuje parametry, provedte vzhledem k nim diskuzi.
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Reseni: Absolutni konvergence je ziejmé vyloucena, nebot
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a harmonickéa fada diverguje.

UkaZzme, Ze zadana fada konverguje neabsolutné. Vsimnéme si, Ze mtizeme psat a,, = by, ¢y, kde b,, := % ac,

jsou prvky posloupnosti
{+1,+1,+1, -1, -1, -1, +1,+1,+1, -1, -1, =1, +1,+1,+1,...}
Ozna¢me C,, n-ty ¢aste¢ny soucet posloupnosti ¢,,. Posloupnost C), je tvaru
{1,2,3,2,1,0,1,2,3,2,1,0,...}.

Vidime, Ze se jedna o periodickou posloupnost s periodou 6. Specialné, 0 < C,, < 3, n € N, a posloupnost
{C.,} je tedy omezena.

Protoze navic b,, je klesajici posloupnost, ktera konverguje k nule (to se bézné zapisuje jako b,, \, 0 pron — +00),
jsou splnény vsechny predpoklady Dirichletova kritéria pro konvergenci fady Z:g bncn = Z:ﬁ an, a tato
fada tedy konverguje.

Zavér: Rada konverguje neabsolutné.
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Reseni: Ozna¢me jako M mnozinu téch = € R, pro ktera fada
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konverguje a jako s(x), x € M, soucet této fady. Pak je zfejmé, ze 0 € M, s(0) = 0. Déle je-li z € M pak
ztejmé i —x € M a pro takové x plati s(—x) = —s(x). MiZeme se tedy omezit na piipad z > 0.

Zvolme nyni pevné x > 0. Pak existuje ng € N tak, aby x < 3"° 7. Pak pron > ng plati 0 < 3% < 7 atedy
0 < sin(3-) < 1. Tudiz fada
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obsahuje pouze kladné ¢leny. Dale z Heineho véty dostavame
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pak z limitniho srovnavaciho kritéria plyne, Ze fada (2) konverguje. Tudiz konverguje i fada (1), a to dokonce

absolutné, nebot
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Zavér: Rada konverguje absolutné pro kazdé = € R.
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Reseni: Ukazme, Ze neni splnéna nutna podminka konvergence. Protoze lim,,_, ;» a, = 0 je ekvivalentni
lim;,_, 1 oo |@n| = 0 pro kazdou posloupnost {a,, }, sta¢i hledat limitu
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Vidime, Ze neni splnéna nutna podminka pro konvergenci fady
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a fada tedy nekonverguje.
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Reseni: Nejprve zkoumejme, zda dana fada nekonverguje absolutné. Funkce m je zaporné pro x € [10, e°)
a kladna pro x € (e, +00). (V bodé & = €® ~ 15.154 neni definovan4, nebot Inlnln e® = 0.) Vynechame tedy
prvnich pét ¢lent, u kterych bychom museli fesit znaménka a budeme vysetfovat konvergenci/divergenci rady
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Zkoumejme nejdfiv chovani posloupnosti { {/n}. Polozme

Derivace funkce f
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je pro x € (e, +00) zaporna a f je tedy na tomto intervalu klesajici. Navic plati
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kde jsme vyuzili vétu o limité sloZené funkce a 'Hospitalovo pravidlo pro vypocet limity funkce typu “%”
Dohromady tedy dostavame, Ze posloupnost { {/n} je omezena a klesajici pro n > 10. Specialng, pro n > 16 je
{/n > 1 ajisté pak plati
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Funkce
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je na intervalu [16, +00) soucinem spojitych, kladnych a klesajicich funkeci, a je tedy sama spojita, kladna a
klesajici. Protoze plati
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srovnavacim kritériem pak i divergenci fady (3). Zadana fada tedy nekonverguje absolutné.

Cauchyho integralni kritérium dava divergenci fady > a nerovnost (4) spolu se

Vratme se ke zkoumani konvergence ptavodni fady. Nejprve ukazme, ze fada
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konverguje. Podle Leibnizova kritéria stac¢i ukazat, Ze posloupnost
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je od jistého ny € [10,+00) monotonni a lim,_, ;o @, = 0. Druhy pfedpoklad ziejmé plati, ovéime tedy
monotonii. Protoze funkce In In In = vznikne sloZenim tfi rostoucich funkci, je sama rostouci a navic, jak uz vime,
je pro x > e° = 15.154 kladna. Funkce m je tudiz na intervalu (e, +00) klesajici, a tedy i posloupnost a,,
je pron > ng = 16 klesajici.

Konvergenci zadané fady nam nyni da Abelovo kritérium, nebot, jak uz vime, fada (5) konverguje a posloupnost
{%/n} je omezena a klesajici pro n > 10.

Zavér: Rada konverguje neabsolutné.
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Reseni: V nasledujicim budeme hojné vyuzivat faktu, ze posloupnosti {sin(an)}, {cos(an)} maji omezené
Casteéné soulty pro a € {1, 2}. (Viz Tvrzeni 9.3.5. ve Roberta Cerného a Milana Pokorného.)
Dale se nam bude hodit, ze funkce sin(% ), a € {1,2} je omezena, kladna a klesajici pro n > 2 a funkce cos(%),

a € {1,2} je omezena, kladna a rostouci pro n > 2. To plyne z faktu, ze pro a € {1,2} an > 2 plati
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Nejprve ukazme, Ze dana fada nekonverguje absolutné, tj. vySetfujme fadu
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kde jsme z praktickych davodi vynechali prvni ¢len posloupnosti, nebof Inln 2 < 0. ProtoZe |sin (n + %) | €
(0,1) pro kazdé n > 3, jisté plati
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kde jsme vyuzili identit sin® z = =522 3 cos(z + y) = cosz cosy — sin z sin y. Nasim cilem je nyni ukazat
divergenci fady
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Budeme proto zkoumat konvergenci nasledujicich fad
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Srovnavaci kritérium a Cauchyho integralni kritérium nam da divergenci fady (9a) (vyuzijeme podobné tvahy
jako v Ptikladu 4).

Rada (9b) konverguje podle Abelova kritéria, nebot fada ;:i% ch)rflinn je konvergentni podle Dirichletova

cse ) , P . . . 1 . Y
kritéria (posloupnost {coz?n} ma omezené ¢aste¢né soucty a posloupnost { 55— } konverguje monotonné k
nule) a posloupnost {cos =} je omezena a rostouci.

n

Kone¢né, fada (9c) konverguje podle Dirichletova kritéria, nebot posloupnost {sin 2n} ma omezené caste¢né
sin

soucty a posloupnost { 57— jn} je klesajici (jedna se o souéin kladnych klesajicich funkci) a konverguje k nule.

Celkoveé tedy z aritmetiky fad dostavame, Ze fada (8) je divergentni a srovnavaci kritérium spolu s nerovnosti (7)
nam davéa divergenci fady (6). Zadana fada tedy nekonverguje absolutné.

Vratme se ke zkoumani konvergence pivodni fady. S vyuzitim souc¢tového vzorce sin(x + y) = sinx cosy +
cos x sin y mizeme psat
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a opét budeme zv14st zkoumat konvergenci nasledujicich fad
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Podobné jako vyse, fada (11a) konverguje podle Abelova kritéria, nebot fada IOZ 1;‘{;’; je konvergentm podle

Dirichletova kritéria (posloupnost {sinn} ma omezené ¢aste¢né soucty a posloupnost { } konverguje
monotonné k nule) a posloupnost {cos %} je omezena a rostouci.
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Konecné, fada (11b) konverguje podle Dirichletova kritéria, nebot posloupnost {cosn} ma omezené ¢astecné

in L
soucty a posloupnost {liulln"n } je klesajici (jedna se o soucin kladnych klesajicich funkci) a konverguje k nule.

Z aritmetiky fad tedy dostavame, Ze fada (10) konverguje.

Zavér: Rada konverguje neabsolutné.
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Reseni: Pro p < 0 posloupnost {3222} osciluje pro kazdé = € (0, 7) a neni tak splnéna nutna podminka
konvergence fady. Pro p < 0 tedy zadana fada nekonverguje (a nemuize tedy konvergovat ani absolutné).

Vysetfujme absolutni konvergenci pro p > 1, tj. konvergenci fady
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Protoze plati
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ze srovnavaciho kritéria dostavame, Ze pro p > 1 zadana rada konverguje absolutné, nebot pro tato p je fada
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Ukazme, ze pro p € (0, 1] zadana fada nekonverguje absolutné. Protoze |sinnz| € [0, 1] pro kazdé z € (0,7) a
n € N, jisté plati
|sinnz| _ sin?(nz) 1 — cos(2nx)
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kde jsme vyuzili identitu sin® z = # Podobné jako v Ptikladu 5 se da ukazat, Ze fada
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diverguje. Skute¢né, fada 37> L prop € (0, 1] diverguje a fada S M konverguje podle Dirichletova

kritéria, nebot posloupnost {cos(2mc)} ma omezené ¢astecné soulty (vyuzivame Tvrzeni 9.3.5. ve
Roberta Cerného a Milana Pokorného a toho, ze = € (0, 7)) a posloupnost { 727 } konverguje monotonné k nule.
Divergence fady (13) pak plyne z aritmetiky fad.

Zbyva vysettit konvergenci zadané fady pro p € (0, 1]. Ta je ale jednoduch}'fm disledkem Dirichletova kritéria,
nebot posloupnost {sin(nx)} ma omezené ¢astetné soulty a posloupnost { =} konverguje monotonné k nule.
Pro p € (0, 1] tedy dané fada konverguje neabsolutné.

Zéavér: Rada nekonverguje pro p < 0, konverguje neabsolutné pro p € (0, 1] a konverguje absolutné pro p > 1.
Uvedené vysledky jsou nezavislé na parametru z € (0, 7).
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