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Jednotlivé kroky při výpočtech stručně, ale přesně od̊uvodněte. V př́ıpadě studia č́ıselných řad doslovně uved’te jaké kritérium
použ́ıváte při studiu konvergence. Ve výpočtech můžete bez daľśıho komentáře použ́ıvat známé výsledky ohledně konvergence

řad
∑+∞
n=1

1
nα a

∑+∞
n=1

(−1)n
nα , vlastnosti řad

∑N
n=1 sin (nx),

∑N
n=1 cos (nx), a dále Taylorovy rozvoje elementárńıch funkćı.

Jméno:

Př́ıklad 1 2 3 4 5 6 Celkem bod̊u

Bod̊u 7 7 5 5 6 6 36

Źıskáno

1.[7] Najděte Taylor̊uv rozvoj funkce

f(x) =def

∫ sin x

ξ=0

e3ξ sin ξ dξ

v bodě x0 = 0 do třet́ıho řádu, aneb najděte koeficienty {ai}3i=0 tak, aby pro x→ 0 platilo∫ sin x

ξ=0

e3ξ sin ξ dξ = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 +O
(
x4
)
.

Řešeńı:

Použijeme známé vztahy pro funkce ez a sin z pro z → 0,

ez = 1 + z +
z2

2!
+
z3

3!
+O

(
z4
)
,

sin z = z − z3

3!
+O

(
z4
)
.

Plat́ı tedy∫ sin x

ξ=0

e3ξ sin ξ dξ =

∫ sin x

ξ=0

(
1 + 3ξ +

9

2!
ξ2 +

27

3!
ξ3 +O

(
ξ4
))(

ξ − ξ3

3!
+O

(
ξ4
))

dξ

=

∫ sin x

ξ=0

(
ξ + 3ξ2 +O

(
ξ3
))

dξ =

[
ξ2

2
+ ξ3 +O

(
ξ4
)]sin x
ξ=0

=
(sinx)

2

2
+ (sinx)

3
+O

(
x4
)

=
1

2

(
x− x3

3!
+O

(
x4
))2

+ x3 +O
(
x4
)

=
x2

2
+ x3 +O

(
x4
)
.

Př́ıpadně můžeme použ́ıt základńı větu diferenciálńıho a integrálńıho počtu a větu o derivaci složené funkce, ze kterých
plyne, že

d

dx

(∫ sin x

ξ=0

e3ξ sin ξ dξ

)
=
[
e3ξ sin ξ

]
ξ=sin x

d

dx
sinx = e3 sin x sin (sinx) cosx,

což znamená, že umı́me spoč́ıt libovolnou derivaci námi zkoumané funkce. Následně můžeme použ́ıt vztah mezi deri-
vacemi f(x) a koeficienty Taylorova rozvoje,

f(x) =

+∞∑
n=0

1

n!

dnf

dxn

∣∣∣∣
x=x0

(x− x0)n = f(x0) +
df

dx
(x− x0)

∣∣∣∣
x=x0

+
1

2!

d2f

dx2

∣∣∣∣
x=x0

(x− x0)2

+
1

3!

d3f

dx3

∣∣∣∣
x=x0

(x− x0)3 +
1

4!

d4f

dx4

∣∣∣∣
x=x0

(x− x0)4 +
1

5!

d5f

dx5

∣∣∣∣
x=x0

(x− x0)5 + · · ·
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2.[7] Bud́ıž dána funkce f : x =
[
x y

]> ∈ R2 \ {0} 7→ R

f(x) =
sinx (sin y)

3

(x2 + y2)
3
2

.

a) Dodefinujte funkci f v bodě 0 =
[
0 0

]>
vhodným zp̊usobem tak, aby nově definovaná funkce byla spojitá v bodě

0 =
[
0 0

]>
. Spojitost vámi definované funkce jasně od̊uvodněte.

b) Pro vámi dodefinovanou funkci spočtěte dle definice parciálńı derivace podle x a y v bodě 0 =
[
0 0

]>
.

c) Zjistěte, zda pro vámi dodefinovanou funkci existuje totálńı diferenciál 0 =
[
0 0

]>
. Pokud ano, spočtěte ho.

Řešeńı:

Aby byla nově definovaná funkce, označme si ji kupř́ıkladu fext, spojitá, muśı platit

fext =

{
f(x), x 6= 0,

L, x = 0,

kde

L = lim
x→0

f(x) = lim
x→0

sinx (sin y)
3

(x2 + y2)
3
2

.

(Funkce je v daném bodě spojitá právě když je funkčńı hodnota v daném rovná limitě.) Spočteme tedy limitu. Nejdř́ıve
prozkoumáme limitu “po př́ımkách”. Voĺıme tedy x = s a y = ks, kde k ∈ R, a zkoumáme limitu s→ 0+,

lim
s→0+

sin s (sin (ks))
3(

s2 + (ks)
2
) 3

2

= lim
s→0+

sin s

s

(
sin (ks)

ks

)3
k3s4

s3 (1 + k2)
1
2

= 0,

přičemž limita je nezávislá na k. Jedinná možnost ohledně volby L je tedy nula. Muśıme ovšem ukázat, že nula je
limita ve smyslu funkćı v́ıce proměnných, limita po př́ımkách nám ke spojitosti nestač́ı. Jest ovšem

0 ≤

∣∣∣∣∣ sinx (sin y)
3

(x2 + y2)
3
2

− L

∣∣∣∣∣ =
|sinx| |sin y|3

(x2 + y2)
3
2

≤ |x| |y|3

(x2 + y2)
3
2

≤
√
x2 + y2

√
x2 + y2

3

(x2 + y2)
3
2

= ‖x‖2,R2 ,

kde jsme využili známé nerovnosti |sinx| ≤ |x|. Z výše uvedené nerovnosti a z věty o limitě sevřené funkce pak plyne

lim
x→0

sinx (sin y)
3

(x2 + y2)
3
2

= 0.

Spočteme parciálńı derivace. (Opust’me nyńı značeńı fext pro rozš́ı̌renou funkci, a značme-ji prostě f .) Definice parciálńı
derivace v̊uči proměnné x v bodě x0 je

∂f

∂x
(x)

∣∣∣∣
x=x0

= lim
h→0

f(x0 + hex̂)− f(x0)

h
,

kde ex̂ je vektor ve směru osy x, ex̂ =def

[
1
0

]
. V námi zkoumaném př́ıpadě je x0 = 0 a dostaneme tedy

∂f

∂x
(x)

∣∣∣∣
x=x0

= lim
h→0

sinh(sin 0)3

(h2+02)
3
2
− 0

h
= 0.

Obdobně postupujeme v př́ıpadě parciálńı derivace ∂f
∂y (x)

∣∣∣
x=x0

. Jest

∂f

∂x
(x)

∣∣∣∣
x=x0

= lim
h→0

sin 0(sinh)3

(0+h2)
3
2
− 0

h
= 0.

∂f

∂x
(x)

∣∣∣∣
x=x0

= 0,

∂f

∂y
(x)

∣∣∣∣
x=x0

= 0,
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z čehož plyne, že kandidátem na totálńı diferenciál v bodě x0 = 0 je nulové lineárńı zobrazeńı,

df(x0)h = 0,

kde h =

[
h1

h2

]
je libovolný vektor z R2. Ověř́ıme, že toto zobrazeńı vyhovuje požadavk̊um na totálńı diferenciál, muśıme

tedy ověřit, že

|f(x0 + h)− f(x0)− df(x0)h| = o
(
‖h‖2,R2

)
,

kde ‖h‖R2 znač́ı standardńı Eukleidovskou normu v R2, tedy ‖h‖2,R2 =
√
h21 + h22.) Definici lze ekvivalentńım zp̊usobem

přepsat jako

lim
h→0

|f(x0 + h)− f(x0)− df(x0)h|
‖h‖2,R2

= 0.

Dosazeńım do definice funkce f a s použit́ım předpokládaného vztahu pro totálńı diferenciál df(x0)h = 0 dostaneme

|f(x0 + h)− f(x0)− df(x0)h|
‖h‖2,R2

=

∣∣∣∣ sinh1(sinh2)
3

(h2
1+h

2
2)

3
2

∣∣∣∣
‖h‖2,R2

=

∣∣∣∣∣ sinh1 (sinh2)
3

(h21 + h22)
2

∣∣∣∣∣ .
Tento výraz je nám od pohledu podezřelý, nebot’ čitatel je stejného řádu jako jmenovatel. (Uvědomı́me si, že sinh1 ≈ h1
a sin3 h2 ≈ h32.) Zkusme si tedy nejdř́ıve spoč́ıst limitu “po př́ımkách” h1 = s, h2 = ks, kde k ∈ R a s→ 0+. Jest

lim
s→0+

sin s (sin (ks))
3

s4 (1 + k2)
2 = lim

s→0+

sin s

s

sin3 (ks)

(ks)
3

k3

(1 + k2)
2 =

k3

(1 + k2)
2 .

Limita “po př́ımkách” zjevně záviśı na k, což znamená, že limita funkce v́ıce proměnných

lim
h→0

|f(x0 + h)− f(x0)− df(x0)h|
‖h‖2,R2

pro danou volbu df(x0)h neexistuje. Nulové lineárńı zobrazeńı df(x0)h tedy neńı totálńı diferenciál př́ıslušné funkce
v bodě x0, což znamená, že jediný kandidát na totálńı diferenciál selhal, a totálńı diferenciál v bodě x0 proto neexistuje.
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3.[5] Zjistěte, zda konverguje řada
+∞∑
n=1

(
arcsin

1

n
− sin

1

n

)
.

Řešeńı:

Jelikož pro x ∈ R plat́ı sinx < x, je z geometrické interpretace inverzńı funkce vidět, že pro n ∈ N plat́ı arcsin 1
n−sin 1

n >
0, a řada, kterou zkoumáme je tedy řada s kladnými členy. Z Taylorova rozvoje funkce arcsinx v okoĺı bodu x0 = 0,

arcsinx = x+
x3

6
+ o

(
x3
)
,

který si hbitě spočteme ze znalosti derivaćı fuknce arcsinx, a z Taylorova rozvoje funkce sinx v okoĺı bodu x0 = 0,

sinx = x− x3

3!
+ o

(
x3
)
,

vid́ıme, že

arcsin
1

n
− sin

1

n
=

1

3n3
+ o

(
1

n3

)
.

Z této rozvahy je vidět, že konvergenci dané řady snadno posoud́ıme limitńım srovnávaćım kritériem s (konvergentńı)
řadou

∑+∞
n=1

1
n3 . Jest

lim
n→+∞

arcsin 1
n − sin 1

n
1

3n3

= 1,

a námi zkoumaná řada je tedy konvergentńı dle limitńıho srovnávaćıho kritéria.
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4.[5] Najděte všechna maximálńı obecná řešeńı obyčejné diferenciálńı rovnice

dy

dx
+

3y

x
=

ex

x3
.

Poté najděte maximálńı řešeńı počátečńı úlohy

dy

dx
+

3y

x
=

ex

x3
,

y(x)|x=−1 = 0.

Řešeńı:

Rovnici vyřeš́ıme metodou integračńıho faktoru. Jest∫
3

x
dx = ln

(
|x|3
)
,

integračńı faktor e
∫

3
x dx je tedy |x|3. Uvažujme nejprve x ∈ (0,+∞). Po pronásobeńı rovnice integračńım faktorem x3

dostaneme rovnici
d

dx

(
x3y
)

= ex,

což po jednoduché integraci vede na
x3y = ex + C,

kde C je integračńı konstanta. Řešeńım rovnice je (na požadovaném intervalu) tud́ıž funkce

y =
ex + C

x3
.

Uvažujme nyńı x ∈ (−∞, 0). Po pronásobeńı rovnice integračńım faktorem −x3 dostaneme rovnici

d

dx

(
−x3y

)
= −ex,

což po jednoduché integraci vede na
−x3y = −ex +A,

kde A je integračńı konstanta. Řešeńım rovnice je (na požadovaném intervalu) tud́ıž funkce

y =
ex +A

x3
.

Maximálńımmi řešeńımi rovnice jsou tud́ıž funkce

y =
ex + C

x3
, x ∈ (0,+∞),

y =
ex +A

x3
, x ∈ (−∞, 0).

Zadáme-li počátečńı podmı́nku y(x)|x=−1 = 0, snadno urč́ıme konstantu A a vid́ıme, že řešeńım počátečńı úlohy je

y =
ex+1 − 1

ex3
,

přičemž x ∈ (−∞, 0). Toto řešeńı je maximálńı.
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5.[6] Uvažujte funkci f : x =
[
x y

]> ∈ R2 7→ R danou předpisem

f(x) =def x
2 + 3ey.

a) Napǐste rovnici tečné roviny ke grafu funkce f v bodě

a =def

0
0
3

 ,
aneb napǐste rovnici tečné roviny k ploše S popsané jako S =

{
ξ =

[
x y z

]> ∈ R3| z = f(x, y)
}

.

b) Najděte bod/body, ve kterých tato funkce nabývá minima na množině

M =
{
x ∈ R2|x2 + (y − 1)

2 ≤ 1
}
.

Řešeńı:

Rovnici tečné roviny ke grafu funkce f : x ∈ R2 7→ R v bodě

a =

a1a2
a3


lze s pomoćı totálńıho diferenciálu zapsat jako

z = f(x)|x=aR2
+ df(x)|x=aR2

[x− aR2 ] ,

kde jsme označili

aR2 =

[
a1
a2

]
.

(Připomeňte si, že z definice totálńıho diferenciálu v́ıme, že f(x)|x=aR2
+ df(x)|x=aR2

[x− aR2 ] je nejlepš́ı lineárńı

aproximace funkce f(x) na okoĺı bodu aR2 .) Př́ıpadně lze použ́ıt gradient

z = f(x)|x=aR2
+ ∇f(x)|x=aR2

• (x− aR2) .

Rozeṕı̌seme-li obě jmenované rovnice, dostaneme

z = f(x)|x=aR2
+
∂f

∂x
(x)

∣∣∣∣
x=aR2

(x− a1) +
∂f

∂y
(x)

∣∣∣∣
x=aR2

(y − a2).

Spočteme parciálńı derivace

∂f

∂x
(x) = 2x,

∂f

∂y
(x) = 3ey,

a po dosazeńı dostaneme
z = 3y + 3,

což je hledaná rovnice tečné roviny.

Zabývejme se druhou část́ı úlohy. Vı́me, že bod, ve kterém funkce nabývá minima bude ležet bud’ uvnitř množiny M
nebo na jej́ı hranici. Nejdř́ıve vyšetř́ıme, podmı́nku na extrémy uvnitř M . Hledáme tedy body xext, kde vymiźı gradient,
aneb potřebujeme vyřešit rovnici

∇xf(x)|x=xext
= 0.

Rutinńı výpočet dává

∇xf(x)|x=xext
=

 ∂f
∂x (x)

∣∣∣
x=xext

∂f
∂y (x)

∣∣∣
x=xext

 =

[
2x|x=xext

3ey|x=xext

]
.

Bod xext podezřelý z extrému tedy muśı řešit rovnici[
2xext
3eyext

]
=

[
0
0

]
.
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Tato soustava rovnic zjevně nemá řešeńı a uvnitř množiny M se nenacháźı žádný bod podezřelý z extrému. Nezbývá
tedy, než hledat minimum na hranici množiny M . To provedeme pomoćı Lagrangeových multiplikátor̊u. Hledáme totiž
extrém funkce f(x) na množině ∂M , což je množina popsaná rovnićı (vazbou) g(x) = 0, kde

g(x) =def x
2 + (y − 1)2 − 1.

Sestav́ıme si pomocnou funkci
fλ(x) =def f(x)− λg(x),

což v našem př́ıpadě vede na
fλ(x) =def x

2 + 3ey − λ
(
x2 + (y − 1)2 − 1

)
.

Podmı́nka na extrém je
∇xfλ(x)|x=xext

= 0,

přičemž bod xext muśı samozřejmě splňovat g(xext) = 0. Spočteme si gradient pomocné funkce

∇xfλ(x)|x=xext
=

[ ∂
∂x (f(x)− λg(x))

∣∣
x=xext

∂
∂y (f(x)− λg(x))

∣∣∣
x=xext

]
=

[
2xext − 2λxext

3eyext − 2λ (yext − 1)

]
.

Podmı́nka ∇xfλ(x)|x=xext
= 0 spolu s vazbou g(xext) = 0 tedy vede na následuj́ıćı systém tř́ı algebraických rovnic

pro bod polohu body podezřelého z extrému xext a Lagrange̊uv multiplikátor λ,

2xext − 2λxext = 0,

3eyext − 2λ (yext − 1) = 0,

x2ext + (yext − 1)2 − 1 = 0.

Při řešeńı systému je výhodné zač́ıt eliminaćı Lagrangeova multiplikátoru. Vynásob́ıme-li prvńı rovnici (yext − 1) a
odečteme-li od ńı druhou rovnice přenásobenou xext, dostaneme rovnici

xext (2yext − 2− 3eyext) = 0.

Z této rovnice rovnice plyne, že bud’

xext = 0,

nebo
2yext = 2 + 3eyext .

Druhou z těchto rovnic nelze na M vyřešit, nebot’ pro všechna y ∈ M plat́ı 2 + 3ey ≥ 5, z čehož plyne, že by muselo
být 2yext ≥ 5. Takovýto bod by ovšem do množiny M nepatřil. Nazbývá nám tedy než se smı́̌rit s variantou xext = 0.
Je-li xext = 0, pak si z rovnice pro vazbu přečteme, že odpov́ıdaj́ıćı yext řeš́ı rovnici (yext − 1)2 − 1 = 0, což znamená,
že body podezřelé z extrému jsou

xext,1 =

[
0
0

]
,

xext,2 =

[
0
2

]
.

Zbývá rozhodnout, který z nalezených bod̊u xext,1, xext,2 je bodem, ve kterém funkce nabývá minima. Nezatěžujeme
se výpočtem matice druhých derivaćı, nebot’ situace je v tomto př́ıpadě jasná. Dosad́ıme-li si do funkce f , dostaneme
f(xext,1) = 3, zat́ımco f(xext,2) = 3e2 > 3, a funkce f proto nabývá minima v bodě xext,1.

Při výpočtu se lze př́ıpadně obej́ıt i bez Lagrangeova multiplikátoru. Množina vymezená předpisem g(x) = 0 je kružnice

se středem v bodě
[
0 1

]>
, a tuto křivku dokážeme snadno parametrizovat, jest

x = cosϕ,

y = 1 + sinϕ,

kde ϕ ∈ [0, 2π). Pohybujeme-li se tedy po kružnici, aneb měńıme-li ϕ, pak funkce f(x) nabývá hodnot

f(x) = f(ϕ) = cos2 ϕ+ 3e1+sinϕ,

a úlohu jsme tedy převedli na hledáńı extrému reálné funkce jedné reálné proměnné. Naj́ıt extrém reálńı funkce reálńı
proměnné je snadné, hledáme ϕ tak, aby platilo

df

dϕ
= 0,
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což znamená, že potřebujeme vyřešit rovnici

−2 cosϕext sinϕext + 3e1+sinϕ cosϕext = 0,

odkud plyne, že je nutné zvolit cosϕext = 0. To nastane v př́ıpadě ϕext = π
2 a ϕext = 3

2π. Odpov́ıdaj́ıćı body v R2

dostaneme dosazeńım do předpisu pro parametrizaci kružnice. Body podezřelé z extrému jsou tedy

xext,2 =

[
0
2

]
,

xext,1 =

[
0
0

]
.

Což je kupodivu totéž jako v př́ıpadě, kdy jsme provedli výpočet za použ́ıt́ı Lagrangeova multiplikátoru.

https://is.cuni.cz/studium/predmety/index.php?tid=&do=predmet&kod=NOFY152
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6.[6] Uvažujte funkce y1(x1, x2) a y2(x1, x2), které jsou jakožto funkce proměnných x1 a x2, zadány implicitně soustavou
rovnic

x21ey2 + y1 lnx2 − e = 0,

x1y1 + x2ey2 − (2 + e) = 0.

Vypočtěte ∂y1
∂x1

a ∂y2
∂x2

v bodě x01 = 1, x02 = 1. (Pro úplnost zd̊urazňujeme, že řešeńım úlohy jsou dvě č́ısla – č́ıslené

hodnoty derivaćı ∂y1
∂x1

a ∂y2
∂x2

v př́ıslušném bodě.)

Řešeńı:

K zodpovězeńı otázky použijeme větu o implicitńıch funkćıch. Označme si

x =

[
x1
x2

]
, y =

[
y1
y2

]
a dále

x0 =

[
x01
x02

]
=

[
1
1

]
, y0 =

[
y01
y02

]
a konečně

F (x,y) =

[
F1(x,y)
F2(x,y)

]
=

[
x21ey2 + y1 lnx2 − e

x1y1 + x2ey2 − (2 + e)

]
.

Nejprve najdeme bod y0, který společně s x0 řeš́ı rovnici

F (x0,y0) = 0,

aneb chceme, aby platilo [(
x01
)2

ey
0
2 + y01 lnx02 − e

x01y
0
1 + x02ey

0
2 − (2 + e)

]
=

[
0
0

]
,

což po dosazeńı za x0 vede na soustavu rovnic[
ey

0
2 − e

y01 + ey
0
2 − (2 + e)

]
=

[
0
0

]
,

což dává

y0 =

[
y01
y02

]
=

[
2
1

]
.

(Symbol x01 znač́ı prvńı složku vektoru x0, horńı index 0 neńı exponent! Symbol
(
x01
)2

znač́ı druhou mocninu x01.)
Připomeneme si formálńı výpočet dle věty o implicitńıch funkćıch. Je-li F (x,y(x)) = 0, pak

∂F

∂x
+
∂F

∂y

∂y

∂x
= 0,

odkud
∂y

∂x
= −

[
∂F

∂y

]−1
∂F

∂x
,

přičemž jsme použili značeńı

∂F

∂x
=

[
∂F1

∂x1

∂F1

∂x2
∂F2

∂x1

∂F2

∂x2

]
,

∂F

∂y
=

[
∂F1

∂y1
∂F1

∂y2
∂F2

∂y1
∂F2

∂y2

]
,

∂y

∂x
=

[
∂y1
∂x1

∂y1
∂x2

∂y2
∂x1

∂y2
∂x2

]
.

V našem konkrétńım př́ıpadě dostaneme

∂F

∂x
=

[
2x1ey2 y1

x2

y1 ey2

]
,

∂F

∂y
=

[
lnx2 x21ey2

x1 x2ey2

]
.

Zaj́ımaj́ı nás hodnoty v bodě x0. (Připomeňme si, že y(x0) = y0.) Po dosazeńı dostaneme

∂F

∂x

∣∣∣∣
x=x0

=

[
2e 2
2 e

]
,

∂F

∂y

∣∣∣∣
x=x0

=

[
0 e
1 e

]
,

[
∂F

∂y

]−1∣∣∣∣∣
x=x0

= −1

e

[
e −e
−1 0

]
.

Požadované derivace najdeme dosazeńım do vztahu

∂y

∂x

∣∣∣∣
x=x0

= −
[
∂F

∂y

]−1∣∣∣∣∣
x=x0

∂F

∂x

∣∣∣∣
x=x0
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což dává
∂y

∂x

∣∣∣∣
x=x0

=
1

e

[
e −e
−1 0

] [
2e 2
2 e

]
=

[
2e − 2 2− e
−1 − 2

e

]
a proto

∂y1
∂x1

∣∣∣∣
x=x0

= 2 (e − 1) ,

∂y2
∂x2

∣∣∣∣
x=x0

= −2

e
.
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