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Jednotlivé kroky pii vypoétech struéné, ale presné oditvodnéte. V pifpadé studia éiselnych fad doslovné uved'te jaké kritérium
pouzivate pii studiu konvergence. Ve vypoctech muzete bez dalsiho komentafe pouzivat znamé vysledky ohledné konvergence

fad 0% L a 300 (—nﬂ)n, vlastnosti fad YN, sin (nx), SN, cos (nx), a déle Taylorovy rozvoje elementérnich funkei.

Jméno:

Piiklad 1 2 3 4 5 6 Celkem bodu
Bodu 7 7 5 5 6 6 36

Ziskano

[7] 1. Najdéte Tayloruv rozvoj funkce
sin x
f@) =a [ Hsingdg
£=0

v bodé zg = 0 do tietiho fadu, aneb najdéte koeficienty {ai}f’:O tak, aby pro x — 0 platilo

sin x
/ e3¢ sin€dé = ag + a1 + aga? + azz® + O (x4) .
3

=0
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[7] 2. Budiz déna funkce f: @ = [z y}—r €R?\ {0} —»R

flx) =

sinz (siny)®
(22 + yQ)% ’
a) Dodefinujte funkci f v bodé 0 = [0 O}T
o=1[0 o]

vhodnym zptsobem tak, aby nové definovana funkce byla spojita v bodé
. Spojitost vami definované funkce jasné oduvodnéte.

b) Pro vdmi dodefinovanou funkci spoc¢téte dle definice parcidlni derivace podle x a y v bodé 0 = [0 O]T.
c) Zjistéte, zda pro vami dodefinovanou funkci existuje totdlni diferencidl 0 = [0 0} T, Pokud ano, spoctéte ho.

Reseni:
Aby byla nové definovand funkce, ozna¢me si ji kupfikladu fext, Spojitd, musi platit
_Jf(=@), =#0,
fext -
L, z =0,
kde

L= lim f(z) = lim
x—0 x—0 (1‘2 + ,y2)
(Funkce je v daném bodé spojita préave kdyz je funkéni hodnota v daném rovnd limité.) Spocteme tedy limitu. Nejdiive
prozkoumame limitu “po pifmkach”. Volime tedy = = s a y = ks, kde k € R, a zkoumame limitu s — 0+,

sinz (siny)®
—_—
2

lim
s—0+

sin s (sin (ks))® ~ lim sin s (sin (ks) ) 3 k3t _a
s3( ’

(.92 + (ks)2> s 1+ k)%

pricemz limita je nezavisla na k. Jedinna moznost ohledné volby L je tedy nula. Musime ovSsem ukézat, ze nula je
limita ve smyslu funkeci vice proménnych, limita po pfimkach ndm ke spojitosti nestaci. Jest ovsem

3 sS0r s

0<

; . \3 : o3 g 2 2/ x? 2’
M_L‘: sinolsingl” _lollyl V@ Eeveliyt o,

3 = 3 =
(x2+y2) (w2+y2)2 (xQ—I—yQ)? (1‘2+y2)

3
2

kde jsme vyuzili zndmé nerovnosti [sinz| < |z|. Z vySe uvedené nerovnosti a z véty o limité seviené funkce pak plyne

sinz (siny)®
lim PRI g,
2

°0 (@2 +1?)

Spoéteme parcialni derivace. (Opustme nyni znaceni fox pro rozsifenou funkei, a zna¢me-ji prosté f.) Definice parcidlni
derivace vic¢i proménné z v bodé xg je

of

_ iy (@0t hes) — f(xo)
%(a:) = lim 0 0

h—0 h ’

T=T(

. _ 1 P 2 B = g
kde e; je vektor ve sméru osy z, ez =qef [ } . 'V nami zkoumaném ptipadé je £y = 0 a dostaneme tedy

0

sin h(sin0)®

of L (h2402)3 _
5@ o o h =0
Obdobné postupujeme v pripadé parcidlni derivace %5(3:) . Jest
=T
sin O(sin h)> .
of T B
a(“})‘ _ i h =0
of
%(’JE) - Oa
=T
of
8_y(x) =0,
=X
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[5] 3. Zjistéte, zda konverguje fada

Z arcsim — — sin — | .
n n
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[5] 4. Najdéte vSechna maximaln{ obecnd feen{ obycejné diferencidln{ rovnice

dy 3y
dz + T
Poté najdéte maximélni feSeni pocatecni tdlohy

dy 3y e€*

dr a3’
y(x)lz:—l =0.
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[6] 5. Uvazujte funkei f: @ = [z y]T € R? — R danou piedpisem
f(w) =def z? + 3eY.
a) Napiste rovnici tecné roviny ke grafu funkce f v bodé

0
a =ger (0],
3

aneb napiste rovnici teéné roviny k plose S popsané jako S = {§ = [:v Y Z]T €R?z = f(x, y)}

b) Najdéte bod/body, ve kterych tato funkce nabyvd minima na mnoziné

M:{w€R2|x2+(y—1)2§1}.
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Tato soustava rovnic zjevné nemd teSeni a uvnitf mnoziny M se nenachézi zadny bod podeztely z extrému. Nezbyva
tedy, nez hledat minimum na hranici mnoziny M. To provedeme pomoci Lagrangeovych multiplikdtortu. Hledame totiz
extrém funkce f(x) na mnoziné dM, coz je mnozina popsand rovnici (vazbou) g(x) = 0, kde

9(®) =aet 2° + (y — 1) — 1.
Sestavime si pomocnou funkeci
(@) =aet f(x) — Ag(),
coz v nasem pripadé vede na
(@) =det 2+ 3e¥ — ) (m2 + (y— 1)2 — 1) .
Podminka na extrém je
Vafa(@)|pesp., = 0,

pricemz bod @eyt musi samoziejmé spliiovat g(@ext) = 0. Spocteme si gradient pomocné funkce

7 (f(@) - A9<w>>|w_wm] 3 [ Wt — 2AToxt

szx(fﬂﬂz:mext = Li/ (f(x) — )\g(m))‘ 3e¥ext — 2N (Yoxt — 1)

L=TLext
Podminka Vg fA(%)|,_,, . = 0 spolu s vazbou g(ext) = 0 tedy vede na nasledujici systém tii algebraickych rovnic
pro bod polohu body podezielého z extrému @y a Lagrangeuv multiplikdtor A,
2Text — 2AText = 0,
3eYext — 2A (Yoxt — 1) =0,
Tt + (Yext —1)* =1 =0.

Pii feSeni systému je vyhodné zacit eliminaci Lagrangeova multiplikdtoru. Vyndsobime-li prvni rovnici (yext — 1) a
odecteme-li od ni druhou rovnice prendsobenou xey;, dostaneme rovnici

Lext (chxt =2= 3€yeXt) =0.

Z této rovnice rovnice plyne, ze bud
Text = 0,

nebo
2Yext = 2 + 3e¥ext.

Druhou z téchto rovnic nelze na M vytesit, nebotf pro vechna y € M plati 2 + 3e¥ > 5, z éehoZ plyne, Ze by muselo
byt 2yext > 5. Takovyto bod by ovSem do mnoziny M nepatiil. Nazbyva nam tedy nez se smitit s variantou eyt = 0.
Je-li oy = 0, pak si z rovnice pro vazbu precteme, 7ze odpovidajici yext TS rovnici (Yext — 1)2 — 1 = 0, coz znamend,
ze body podezielé z extrému jsou
s = ]
ext,1 — 0|’

0
Lext,2 = 9| -

Zbyva rozhodnout, ktery z nalezenych bodll Text, 1, Text,2 je bodem, ve kterém funkce nabyva minima. Nezatézujeme
se vypoctem matice druhych derivaci, nebot situace je v tomto piipadé jasnd. Dosadime-li si do funkce f, dostaneme
f(xext1) = 3, zatimeo f(Text2) = 3e? > 3, a funkee f proto nabyvd minima v bodé Teyy ;-

Pii vypoctu se lze piipadné obejit i bez Lagrangeova multiplikdtoru. Mnozina vymezend piedpisem g(z) = 0 je kruznice

T . . . .
se stredem v bodé [O 1] , a tuto kfivku dokazeme snadno parametrizovat, jest

T = COS (p,
y=1+sinp,

kde ¢ € [0, 27). Pohybujeme-li se tedy po kruznici, aneb ménfme-li ¢, pak funkece f(x) nabyva hodnot
f®) = f(p) = cos® p + 3e' ¥,

a ulohu jsme tedy prevedli na hleddni extrému realné funkce jedné redlné proménné. Najit extrém redlni funkce redlni
proménné je snadné, hledame ¢ tak, aby platilo
df

=0
de ’
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rovnic
z2 e +y1lnxs —e =0,
T1y1 + z2e¥? — (2+¢e) = 0.

Oy1 Oy2

6. Uvazujte funkce y;(z1,z2) a ya(x1,22), které jsou jakozto funkce proménnych z; a xq, zaddny implicitné soustavou

Vypoctéte 52 a G v bodé 2§ = 1, 29 = 1. (Pro tplnost zdiraziujeme, 7e Fesenfm tlohy jsou dvé éisla — &fslené
Oz

Oy1 Oy2
hodnoty derivaci Der & Go

v piislusném bodé.)
ReSeni:

K zodpovézeni otazky pouzijeme vétu o implicitnich funkcich. Oznac¢me si

a dale 0 0
T 1 Y
w= ] =[] =l
a konecné ( ) )
Fi(x,y rie¥? +y1lnxg —e
F = =
(@y) {Fz(w, y)} [Cﬂlyl + z2e¥? — (2 +e)
Nejprve najdeme bod yg, ktery spolecné s xg fesi rovnici

F(m07 yO) = 07
aneb chceme, aby platilo

(x(l)) ev? 4 y1 Inzd —e
29y + aBev? — (2 +e)

B
g

coz po dosazeni za xy vede na soustavu rovnic

e¥? —e
0 0
yi +e¥z — (2+e)

w=[}] = [i]

coz dava

. . = 2 9 ; 2 27 q
(Symbol 29 znaéf prvni slozku vektoru g, horni index 0 neni exponent! Symbol (z‘f) zna&f druhou mocninu x9.)

Pfipomeneme si formélni vypocet dle véty o implicitnich funkcich. Je-li F(x,y(x)) = 0, pak
OF OB OF 0y
dxr ' Oy oxr
odkud .
9y _ _|9F| " OF
or Oy ox’
pricemz jsme pouzili znaceni
OF OF OF, OF dy1 Jy1
aF Fi ?%; ) oF = 8%'1 27%'21 ) aiy = (331 (332
ox Do Ows BT By Ow Oz oz 0o
V naSem konkrétnim piipadé dostaneme
8£ _[2x1e¥2 % 3£ _ [lnzy a%ev2
ox | wn evz |’ dy | 1 woev?

Zajimaji nds hodnoty v bodé xg. (Pfipomenme si, ze y(xg) = yo.) Po dosazeni dostaneme

£ &
ez LI €]’ oyl | _..

Pozadované derivace najdeme dosazenim do vztahu
OF

__[eE)T| o
oy Oy oz

T=xT0

oF
Ox |,_

_ [Qe 2] oF
- 2 el’ oy

9y
ox

=X

1-
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