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Jméno:
Priklad 1 2 3 4 Celkem bodu
Bodu 6 6 12 12 36
Ziskano

[6] 1. Najdéte ¢ € R tak, aby platilo

lim W({’/ﬂ—l—x—i—l—f/ﬁ—i—r—c) =2.

T—+00
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[6] 2. Spoctéte limitu

lim (sin V142 —sin \/5) .

T—>-+00
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3. Spoctéte

e4m+282m
[

na maximélnich moznych intervalech (a ty urcete).

Reseni:
Integrand nen{ definovany pro z = 0 (jmenovatel je v tomto piipadé nulovy). Na intervalech (—o0,0) a (0,+00) je
integrand spojity a bude na nich mit primitivni funkci.

Zaved'me nejprve jednoduchou substituci (1. substituéni metoda)
4z 2z 3
@ 2 t° + 2t
/ de - — / + dt.
e3r —1 3 —1
Stupeil polynomu v &itateli je stejny jako ve jmenovateli, proved me proto nasledujici ipravu

£+ 2t t3—1+1—|—2t +t 1+2¢
/t3—1dt / — sy Y= / dt+/ /(t—l)(t2+t+1)dt @)

Vénujme se nyn{ poslednfmu integralu, ktery uz je ve vhodném tvaru pro rozklad na parcialni zlomky (polynom t?+t+1

je ireducibilni)
1+2¢t A Bt+C
dt = dt
/(t—l)(t2+t+1) /(t—1+t2+t+1> ’

kde pro realné konstanty A, B, C plati

t=¢e"
dt = e”dx

1+2t=A(+t+1)+(Bt+C)(t—1).

Dosazenim t = 1 dostaneme A = 1. Srovnani kvadratickych ¢lent (¢?) potom ddvd B = —1 a srovnani absolutnich
¢lenti (%) ddva C' = 0. Dohromady tedy dostdvdme

142t 1 t t
= _ —ft—1— [ = dt. 2
/(t—l)(t2+t+1)dt /(t—l t2+t+1)dt alt—1i /t2+t+1dt @)

Zabyvejme se opét jenom poslednim integralem. Citatel si upravime tak, aby se v ném objevila derivace jmenovatele

t 1 2t + 1 1 1
—dt== | ———dt— = | ——dt. 3
/t2+t+1 2/t2+t+1 2/t2+t+1 (3)

Prvni integral na pravé strané rovnice (3) vyfesime prvni substituéni metodou

1 2t +1
,/;dt:
2) t24+¢+1

kde jsme se v posledni rovnosti zbavili absolutni hodnoty v argumentu logaritmu, nebot vyraz t?+t+1 je vzdy kladny.

u=t>+t+1
du= (2t +1)dt

1
2

1 1 1.,
/Edu:§1n|u\+c:§ln(t +t+1) +¢, (4)

Druhy integrél na pravé strané rovnice (3) vyfesime doplnénim jmenovatele integrandu na tuplny ¢tverec a néslednou
substituci (opét 1. substituéni metoda)

2 1
Y SNy SIS SIS bk o)
2 #+t+1 2) 41’43 3 (2 2 2

Z(t+}) +1 dv = —-tdi (5)

_i/#dv—iarctanv—i—c 1 arctan <2< 1)) +c
B 1T s V3 V3 ‘

Celkové tedy dostdvame poskldddnim vysledkua (1), (2), (3), (4) a (5)

3+ 2t
/ i dt—t+ln|t—1|—fln(t2+t+1)—|——arctan

- e (g (1

coz nam po navratu k substituci t = e* dava hledanou primitivni funkci

4z 22m 1 1 1
/eegji_eldx:e"”Jrln\e‘”fHfiln(e2z+e‘””+1) \farctan <\[ < I+>> +c.
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[12] 4. VysSetiete prubéh funkce

5 pro x = 0.

fla) = {arctan ("LT”) , prox #0,

Reseni:

1

. Funkce arctan je definovana pro vSechna xz € R, jeji argument pro vSechna x € R\ {0}. V nule ovéem mame
funkci dodefinovanou hodnotou 7. Zadana funkce je tedy definovand pro vSechna z € R, tj. Dy = R.

Pro x # 0 je funkce f spojitd (arctan a 2 jsou spojité a jejich slozeni taktéz). Zkoumejme chovani funkce v

xr
nule

z—0+ r—

2 2
lim f(z) = lim arctan (x * ) = lim arctan (1 4 ) "
0+ ae z—0+ T 2

Zadand funkce je tedy spojitd zprava (f(0) = 7), ale ne zleva, a tedy neni v nule spojitd. Obor spojitosti je tedy
R\ {0}.

Funkce neni ani suda ani licha. Neni ani periodicka a nevykazuje ani zadné jiné symetrie.

Limity v krajnich bodech defini¢ntho oboru vychazeji nésledovné

T— 00 ar z— oo

2 2
lim arctan (m R ) = lim arctan <1 + ) — arctan1 = I.
+ + T 4

Limity v bodech nespojitosti uz jsme spocitali v bodu 2.

Prusecik s osou y je jasny ze zadani: f(0) = 7. Prusecik s osou # dostaneme vyfeSenim rovnice

2
arctan <33+> =0.
T

Protoze funkce arctan je nulova pouze v bodé 0, staci resit

2
T+ _o,
T

odkud uz dostavame z = —2.
Pro x # 0 je prvni derivace rovna

df 1 z—(x+2) 1

—(z) = : =— .

dz 1+(L+2)2 b 2 4+ 22 + 2

Protoze diskriminant kvadratické funkce ve jmenovateli % je zaporny, dostavame Das = R\ {0}.
dx
Pro 2 = 0 je funkce f spojitd zprava (viz bod 2), muzeme tedy spocitat derivaci v 2 = 0 zprava

dfy ar. .1
o )= o i) ==

Funkce f neni v bodé z = 0 spojita zleva a nemuze tak existovat derivace zleva v tomto bodé. Spocitejme aspon
limitu derivace pro z jdouci k nule zleva

. df 1
A 3@ =3
Pro x # 0 je druhd derivace rovna
af 2r + 2

— ()= ———.
d332( ) (22 4 2z 4 2)°

Podobné jako v bodé 6 dostvame D 42, = R\ {0}.
el
7 ptedpisu pro prvni derivaci vidime, ze se nikde nenuluje. Jediny kandidat na extrém je tedy v bodé nespojitosti
— v bodeé 0.
7 podminky nulové druhé derivace dostaneme kandidaty na inflexni body
d2f
dz?

V bodé 0 neni funkce spojitd a nemuze tam tedy mit ani inflexni bod.

(2)=0 < z=-1.

Defini¢ni obor funkce tak muzeme podle vyznamnych bodu rozdélit na 3 intervaly a uréit funkéni hodnoty v
téchto bodech a znaménka derivaci na ptislusnych intervalech
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