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1.1 Zadani

Pro vSechny funkce y = y(z) patifci do prostoru C3([0,1]) spocti Gateauxtv diferencial funkcionalu
! 3 11\2
P(y) = / <x2 sin(ny) + (v)° + "y +ye” @) ) dx. (1)
0

1.2 ReSeni

Gateauxtiv diferencial vypocitam jako

1
0®[y)(h) = lim % /O Lz, +thy' +th'y" +th"y" +th")dx,

kde symbolem L oznacuji integrovanou funkci. Po dosazeni a rozepsani tak dostanu

d 1 " 11\2
60[y) () = lim = /0 (:;;2 sin(ny + th) + (5 + th')> + (" + th") (" + th") + (y + th)e~ W +th") )dx.

Prohodim integrdl a derivaci (predpokladam, ze L je dostatecné spojitd a hladkd) a rovnou vSechny ¢leny
zderivuji podle t, vyjde

1
§®y](h) = lim [ z?cos(ny + nth)nh + 3(y' + th')*h' + (v + th" )W + (y"" + th"")h""+

t—0t 0

4 he~ W R o L p B (y + th)e~ (V) g |

Kdyz mam diferencial v tomto tvaru, staci polozit t = 0, ¢imz se vyraz zkrati na
L 7\2
5P B) — 22 cos(t th+ 3(y Qh/—l- PRI (B — 2 B e—(y ) dz |
Y Y Y Y Y Y Y
0

coz je jiz finalni tvar Gateauxova diferencialu.
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2.1 Zadani

Pro vSechny funkce y = y(z) patiici do prostoru C*([0,1]) spocti Fréchetiv diferenciél funkciondlu
1
o(y) = / 2? (y* — (y)?) da.
0

2.2 Reseni

Nejprve potiebuji opét vypocitat Gateauxuv diferencial zadaného funkcionédlu, nebot pokud Fréchetuv diferen-
cial existuje, pak je mu roven. Postup bude obdobny jako v predchozim pripadé:
d !
§®[y)(h) = lim — 2 th)* — (y' +th')?) d
l(h) = lim = | @ ((y+th)* = (' +th)?) da,
1
§0[yl(h) = lim [ a2 (4 (y+th)> h — 2 (y +th") h') de,

t—0t Jo
d®ly](h) = /0 z® (4y°h —2y'W) dz . (2)

Abych zjistil, zda je tento vyraz i Fréchetovym diferencidlem, musim ovérit, zda splnuje podminku

o 2y +h) = 0(y) — 5[y(h)
I1hl|—0 [|A]]

=0. (3)

To podminky tedy dosadim konkrétni vyrazy, dostanu

0— fol x? ((y +h)t—(y + h’)2) dx — fol x? (y4 — (y')Q) dx — fol x? (4y3h — 2y'h’) dzx
" {lhl—0 Il '

Soucet integralu je samoziejmé integral souctu, cely citatel tak mtzu ,schovat® pod jeden integral. Zaroven
s tim roznasobim zavorky - nékteré cleny se pak odectou a cely vyraz se zjednodusi:
fol 22 (y4 + 4yh3 + 6y2h2 + 4yh3 +ht— (y/)Q —oyh — (h’)2 . y4 + (y/)z - 4y3h + 2y’h’) da
R[] =0 |7 7
fol 2% (6y*h? + 4yh® + h* — (W')?) d
0= lim
[ 1A

0:

Integral v citateli mohu rozdélit na soucet ¢tyr integrala a ty zacit shora odhadovat. Absolutni hodnotu pod-
minky Fréchetova diferencidlu ozna¢im F a zaénu odhadem fab fx) < m[a)z (f(x)(b—a):
rela

s

_ D(y+h)— B(y) — 6D[y](h) , Jy6c22R2de [y d2?hPdr ) 2?hide [y 22 (h)%de
F=| lim = lim + + — <
[Il[—0 1Al lInl|—0 ||| 1Al [1A] [IA]
6 2 2h2 4 2h3 2h4 2 h 2
SR E o AT - N - AP v Al
ED [|A]] [1A] 1Al [1A] ’
pokradovat budu pomoci odhadu m[%)i]( f@)g(x)) < m[%xi]( f(x) m[%ni](g(x)) a trojuhelnikové nerovnosti
z€e|0, xz€|0, ze|0,
la+b+c—d|l <lal+|b|+ || + |d]|:
e, () e, () e, () e, ((0F)
F < lim max (622> 0Ly P max (422500 4 max ()22 max (@2) 25
R N 1 1 1 = i 7 P i ]

Cleny pred jednotlivimi zlomky jsou vlastné pouze konstanty, ozna¢im je proto (pro vétsi prehlednost a mensi

n|_

prostorovou ndrocnost) ki, ...,ks. Déle obecné plati

max (f(z))| < max (|f(z)]) a zdroven Vn € N : |z
z€[a,b] z€Ja,b]

= |z|". Po aplikaci téchto odhadt dostanu

me (o) e () (1) ()

. z€[0,1] z€[0,1] z€[0,1] z€[0,1]
F< o lim |k 2 3 4
|Il|—0 |[7] |[7]] |[7] ||A]]
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V poslednim odhadu vyuziju rovnice m[auz](y(w) ) = m[aﬁ](y(x))" a toho, ze jisté plati |h| < |h| + |/, resp.
xr€|a, zE|a,
(W] <[]+ |n']:

mase (Jn] + i)

F < lim k z€l0
== | [|A]

n|+ [])?
J&%ﬁ](‘ | + ['])
[[]

|+ [W])* |+ [])?
J&%ﬁ](‘ | + |']) J&%ﬁ](‘ | + |R'])

+ k + ky
’ ||R]] ||R]]

+ k3

Vyrazy v ¢itatelich vsak jiz jsou primo definicemi normy funkce, proto muazu ekvivalentné napsat

: [IA]I? [|A]? [|A[* [|A][?
F < lim (k + ko + k3 + ky .
a[—0 \" " []Al] |[7] [|A]] |[7]

Nynf uz se jednd o trividln{ vyfeseni limity, po vykrdceni zlomki zbude vZdy alespot ||h||}, vysledkem je tedy
F<O0.

F vsak bylo definovano jako absolutni hodnota z podminky Fréchetova diferencidlu, musi tak byt nezdporné,
a muze tak nabyvat pouze hodnoty 0. Tim je splnéna podminka (3), a vyraz (2) tak opravdu je Fréchetovym
diferencialem.
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3.1 Zadani
Necht a,b € R. Najdi extremalu yo € {y € C*([0,1]); y(0) = a, y(1) = b} funkcionalu

B(y) = / (26" + o2 + (v)?) da. (4)

3.2 Reseni

Nejprve vypocitam, jakd funkce y(x) spliiuje E-L rovnici

oL ’+ oL _,
') oy
Pokud totiz extreméla existuje, pak je feSenim E-L rovnice. Do rovnice dosadim L(z,y,y’) ze zadani
6 x 2 N\2 ' 8 x 2 N2 _ " x _
aT/?e y+vy°+ (Y) +a—y2e y+y + ()= —2¢y" +2" +2y=0.

Jednd se o obycejnou linearni diferencidlni rovnici druhého fadu. Upravim ji do tvaru

a nasledné budu hledat feseni ve tvaru ¥ = Ynhom + Ypart- Homogenni feSeni budu hledat ve tvaru ynom =
= C1eM? 4 Ce*2®. Koeficienty A\i,\ zjistim vyFeSenim charakteristické rovnice

M-_1=A+1)A-1)=0,
A2 = *£1,
odkud jiz jasné mam
Yhom = Cre” + Coe™ .
Pravd strana je ve specidlnim tvaru, partikuldrni feSeni tak budu hledat ve tvaru ypa,e = Kze®. V takto
jednoduchém piipadé lze uhddnout (nebo vypocitat y a pak vypocitat K tak, aby rovnice platila), ze K =
= 1/2. Kompletni Feseni je tedy

1
part

1
y(z) = C1e” + Cre™ + 53:69” .
Konstanty C1, Cs zjistim z okrajovych podminek y(0) = a a y(1) = b:
C1e® + Cye® — 0e° = a,

1
Ciel + Cre ' + 561 =b,
1

z prvni rovnice vyjadiim Cy = a — € a dosadim do druhé rovnice, kterou déile vynasobim e* a vyjadiim C}

v zavislosti na a, b:

1 be —a — +e?
Ci +a—Cr+ -2 =be = Cp= o 273%
2 ez —1
2 1/2) —b
N CQZe(a—;il) e

Extremalou zadaného funkciondlu je tedy yg ve tvaru

be —a — Le? 62((14*1/2)7[)6 1
— 2 T T T
yo(x) = 21 e” + 21 e "+ B re”. (5)
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