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Jednotlivé kroky pii vypoctech struéné, ale co nejpresnéji oduvodnéte. Pokud pouzivate néjaké tvrzeni, nezapomeite ovérit
splnéni predpokladi.

Jméno a piijmeni:

Piiklad 1 2 3 4 5 Celkem bodu
Bodu 6 7 8 7 8 36
Ziskino

1. Bud' dén funkciondl ® na mnozing M = {y € C* ([0,1]) |y(0) =0, y(1) = In2} piedpisem

o) = [ (1)) .

a) Spoctéte prvni Gateaux derivaci funkciondlu ® v bodé y ve sméru h. (Tedy d®[y](h) neboli D®(y)[h|, zalezi na
znaceni, kterému ddvate prednost.) Popiste pfesné v jakém prostoru funkei lezi h.

b) Napiste Euler-Lagrange rovnici pro funkcionél ®.
¢) Najdéte extremdlu funkciondlu ® na mnoziné M, extremdlu oznacte Yoxt.

d) Spoététe druhou Géteaux derivaci funkciondlu ® v bodé y ve sméru h. (Tedy §2®[y](h, h) neboli D?®(y)[h, h],
zélezi na znaceni, kterému davéte prednost.)

e) Vyéislete druhou Gateaux derivaci funkciondlu ® v bodé yexy ve Sméru h pro yexs, které je fesenim Euler-Lagrange
rovnice pro funkcional ®. Ukazte, ze Gateaux derivace je v tomto bodé v libovolném sméru i nezdporna.

ResSeni:

Spocteme Gateaux derivaci funkciondlu ®(y) dle definice

DB(y)[h] = < B(y +h)

t=0
Po dosazeni

O(y +th) = /O (1+2) ((y+ th)')2 dez,

derivujeme podle ¢ a vysledkem je

1
%CI)(y +th) = 2/ (1+z)(y+th) Wdx
0

po dosazeni t = 0 dostaneme

d
—o
T (y + th)

1
= 2/ (1+x)y'h'dz,
=0 0

a proto )
Da(y)[h] =2 / (1 + 2)y' W da.
0
Po integraci per partes dostaneme )
—2/ (1 +2)y) hdz,
0
pricemz vyuzivame toho, ze h € {g € C* ([0,1])] g(0) =0, g(1) = 0}. Eulerova-Lagrangeova rovnice tedy je
(1+2)y) =0,
feSsenim vysSe uvedené diferencidlni rovnice je ziejmé funkce
y=Ciln(1+x)+Cy,
integra¢ni konstanty ur¢ime z okrajovych podminek, ma byt

Cy =0,
Ciln2=1n2,
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odkud Cy =0, C1; =1 a tedy
Yext = In(1 + x).

Druhou derivaci funkcionalu ® spoc¢teme podle predpisu

2 = i g ! T AN x
D2®(y)[h, h) = — D®(y + th)[h] . 2dt (/O (1+ )(y+th)hd>

dt

= 1 z) (W)? dz
_2/0(1+ ) ()2 da,

t=0

coz je kupodivu totéz jako dle véty

Bud ® funkcionél zadany piedpisem

Pak je jeho druhy diferencidl roven

D2®(y)[h, h] = / b [P () + Qhﬂ de,

kde
O
- oy'oy”’
o PF_d (OF
C 9ydy  dx \oyoy' )’
Maéame tedy

D*®(y)[h, h] =2 /01<1 +a) (W) da >0,

a okamzité vidime, ze druhd derivace je nezdpornd v jakémkoliv bodé y a navic nezdvisi na y. (To neni piekvapeni,
funkcional ® je “kvadraticky” v proménné y.) Druhd derivace vyéislend v bodé yext je

D?®(yex) [, h] = 2/0 (1+2) (h')? da.
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[7] 2. Rozhodnéte, zda je fada

f arctan (nx)
nx"
n=1

stejnomérné konvergentni na intervalech
a) I =(0,1),
b) J = [1,+00),
¢) K =Ja,+0), a>1.

Déle rozhodnéte, zda je tato fada na uvedenych intervalech absolutné stejnomérné konvergentni.

Reseni:
Nejprve si poviimneme, 7ze pro x € (0,+00) je Fada :ﬁ %n(m) fadou s kladnymi ¢leny, nebude tedy rozdil

mezi konvergenci a absolutni konvergenci, v tomo piipadé oboji splyva.

Zabyvejme se nejprve intervalem I. Vidime, ze plati

arctan (nx)  arctan(nz) 1

b)
nax” nx zn—1

arctan(nzx)
nx

. . o 1 . . . ’ ’ . arctan(nz) “s .
je urceno ¢lenem ——. (Plati dokonce, Ze pro libovolné pevné z je =——== 0 pro n — oo. V nasi analyze to

oviem nebudeme potfebovat.) Tuto hypotézu nyni budeme rozpracovévat. Volme si z = %, coz je nepochybné ¢islo
z intervalu I, pak jest pron > 4

a na zakladé tohoto rozpisu vytvoiime hypotézu, ze prvni clen je neskodny, a ze veskeré chovani rady

n n
arctan (nx) _ arctan (%) on > 2
nxm o=l n - n
T2
Nz s n ., - . s~ t. . i~
Ciselna fada 3,75 2 je oviem divergentni, fada ) roe %ﬂﬁm) tedy pro volbu # = 4 nekonverguje a tudfz na

intervalu I nekonverguje stejnomeérné.

Pii analyze chovani na intervalu J a K vyuzijeme Weierstrass kritérium, které tika:

Bud'te { fn}:z a {gn}:z posloupnosti funkci, pricemz {gn}zz je posloupnost nezdpornych funkei.

Necht plati:

e Rada 3/ g,(z) konverguje stejnomérné na mnoziné M.
fa(@)] < gn(2).

Potom tada Z:{:B fn(x) konverguje stejnomérné na mnozing M.

e Pro kazdé x € M a n € N plati

Na intervalu J a tedy i intervalu K zjevné plati, ze

arctan (nxz)  arctan (nz) 1 1

nx" nr pn—1 — xn—l’

kde jsme vyuzili nerovnosti arctany < y. Zkoumejme nyni fadu

—i_ZO() 1
n—1"
n=1 z

Tato fada je geometrickd fada, kdykoliv je x € (1, +00), tak plat{

M M+1

M+1
_— —_——= — .
=1 " 1-41 R
n=1 n=0 T T

M 1
n=1 gn—1

Navic, je-li z € K, pak je fada ) stejnomérné konvergentni. Z Weierstrassova kritéria proto plyne, ze fada

f arctan (nx)
nxm
n=1

je na intervalu K stejnomérné konvergentni.

Prozkoumejme nyni stejnomérnou konvergenci na intervalu J. Nejprve zjistime, jestli fada splnuje nutnou podminku
na stejnomérnou konvergenci, ktera rika:
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M
Jestlize fada :z fn(x) konverguje stejnomérné na mnoziné M, pak f, = 0.

Zkoumejme tedy stejnomérnou konvergenci posloupnosti

arctan (nx)

fn(z) =

nxm

na intervalu J. Bodové limita je na zkoumaném intervalu nula, navic je posloupnost na tomto intervalu posloupnosti
nezapornych funkci. Ekvivalentni kritérium pro stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkei zni

Bud {f, ::2 posloupnost redlnych funkei jedné redlné proménné. Posloupnost funkef { f,, Zﬁ konver-
guje pro n — 4oo stejnomérné k funkci f na intervalu M, aneb

M
fa =2 S,

pravé kdyz pro n — +oo plati
on — 0,

kde

On =def SUP |fn<x) - f($)| .
xeM

Konkrétné tedy chceme spocist

arctan (nx
sup | fn(x) — f(x)] = sup #
2€[1,00) z€ll,00)  NT

Pouzijeme odhad
arctan (nx)  arctan (nz) 1 o arctan (nz) <
nx™ N nw an—1 — nw ~2n’

z ¢ehoz je vidét, ze plati
sup | fn(z) — f(2)[ =0

z€[1,00)

a posloupnost { fn}zz tudiz konverguje stejnomérné na intervalu J = [1,+00). Je proto splnéna nutnd podminka
pro stejnomérnou konvergenci fady

—+oo

D> fala)

n=1

na intervalu J.

Prozkoumejme platnost Bolzano—Cauchy podminky, ktera tika:

Rada {fn :z konverguje stejnomérné na M pravé kdyz

n+p
Ve >0,dng e N,VneN,Vpe N,Vr e M :n>ny — Z fe(z)| <e.
k=n-+1
Pro x € (1, 400) plati
nzép arctan (kz) S % arctan ((n 4+ 1)x) arctan ((n + 1)z)
aan\ny) _
k n+ n+
vy ke WS (et plante (n + p)antp
Volmenym’p:naa:zl—k%,pak
arctan ((n + 1)z) _arctan (n41) (1+ 55)) - 1 n oo 1
(e p)am™ | iy 2(1+ 4)™" T2(1+ 4)* 2e’

z ¢ehoz plyne, ze 1ze zvolit € tak, ze pro libovolné ng jsme schopni najit n, p a x tak, aby

n+p

> ful)
k=n

> €.




NOFY161, ZS 2020-2021 Zkouskova pisemna préce 5. tnora 2021

Bolzano—Cauchy podminka tedy neni splnéna a fada tedy neni na intervalu J stejnomérné konvergentni.

Pifpadné muzeme jednoduseji postupovat i takto. (Povsimnéte si, Zze predchozi postup lze na rozdil od néledujiciho
postupu uplatnit i v pfipadé, ze zkoumdme pouze interval (1,+00) a nikoliv interval [1,4+00).) Zkoumejme rovnou
fadu

—i:.o arctan (nx)
nx™
n=1

a dosadme za x = 1. Pak je

+ +

i arctan (nx) io arctann S ZD:O 1
e - o, = n’

n=2 n =1 n=2 n n=2 n

coz je ovSem divergentni ¢iselnd fada. Zkoumand fada tedy nekonverguje stejnomérné na intervalu J.
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[8] 3. Vysetfete prubéh funkce F'(b) dané piedpisem
+o0 1— e—bmz

Diskutujte defini¢ni obor funkce F', spojitost funkce F', limity v krajnich bodech defini¢niho oboru, derivaci funkce F,
limity derivace v krajnich bodech definié¢niho oboru. Najdéte inf, sup a (lokdlni) max, min (pokud existuji). Nacrtnéte

graf.
+too  _az? _ T
Népoveda: [ e ==
Reseni:

Funkce F'(b) dané pfepisem
+oo 1— e—bzz

F(b) = ———d
R

mé dva rizikové body x = 0 a © = +oo (méfitelnost integrandu je ziejma nebot funkce f(x,b) je pro libovolné b
spojita funkce proménné x). V okoli nuly je

2,2
1767bz2 1-— <1+( )+( bI) + - ) a2
2267 x2 ¢

)

z ¢ehoz okamzité vidime, ze pro b # 0 lze funkei pohodlné dodefinovat limitou a integrél bude (na okoli nuly) zcela
jisté konecény. Pro b = 0 je samoziejmeé F'(b) = 0. (Dokonce plati, ze funkce F(b) je v tomto bodé spojita.)

Zbyva zjistit, jak se integrand chova v druhém rizikovém bodé, a sice v +oo. Pro vSechna b > —1 + ¢, kde ¢ je
libovolné kladné ¢islo ziejmé plati
2

(1 +e(1—5)12)e—m e—mz +e—sm2

2 2

1 — e—ba®

"2
z2e®

a integrél bude (zajimame-li se o chovani v +00) zcela jisté koneény. Definiéni obor tedy je [—1,400).

K vypoctu funkce F(b) vyuzijeme vétu o derivaci integrdlu podle parametru, kterd k&

Bud f(x,b): I xJ — R, kde I C R a J C R. Necht plati

Funkce f(z,b) jakozto funkce proménné b je diferencovatelnd pro skoro vsechna x € I.

Funkce f(z,b) jakozto funkce proménné x je lebesgueovsky méritelnd pro vSechna b € J.

Existuje lebesgueovsky integrovatelna funkce g : I — R takovd, ze pro skoro vSechna b € J plati
|55/ (@,0)] < g(x).

Existuje by € J tak, ze funkce f(x,bg) jakozto funkce proménné x je lebesgueovsky integrovatelnd
na [I.

Pak je pro kazdé b € J funkce f(z,b), jakozto funkce z, lebesguovsky integrovatelnd na I, funkce
b) = /f(:n, b)dz
I

%f(z,b)d:z:

je diferencovatelnd na I a plati
dr

b

V naSem piipadé volme I = (0,400), J = (=1 + ¢, +00), kde ¢ je libovolné kladné ¢islo. Diferencovatelnost funkce
b2

fla,b) = 155

ve kterém m4 byt funkce f(x,by) jakozto funkce proménné z je lebesgueovsky integrovatelnd na I, nepochybné

existuje, protoze vyse jsme dokonce zjistili, ze f(z,b) je lebesgueovsky integrovatelnd pro libovolné b z definiéniho
oboru.

podle proménné b je ziejmd, méfitelnost podle proménné = jsme diskutovali v ivodu, bod by € J,

Zbyva najit integrovatelnou majorantu pro derivaci
d 2
b) = ef(b+1):1:
) ,

coz je snadné nebot plati
Ve e I,Vb € (-1 +4¢,+00) : ‘e—(b+1)xz
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kde funkce na pravé strané je ovSsem lebesgueovsky integrovatelna.
Pro funkci F(b) jsme tedy obdrzeli
= /Jroo 7(b+1)x2
—_— = e dz,
db 0
+oo  _ax? T

z ¢ehoz plyne (uzivdme zndmého vztahu [~ e = /%), ze

e _ 1 j
d  2Vbo+1
odkud integrovanim podle proménné b dostaneme
Fb)=+mb+1)+C,

kde C je integracni konstanta. Hodnota funkce F(b) v bodé b = 0 je zfejmé F(0) = 0, odkud C = —/7, celkem
tedy

F(b):ﬁ(\/m—1),

1 T
F'(b)==/——
() 2V b+1’

" _ ﬁ 1
F"(b) = —Tm.

odkud

Limity funkce a jeji derivace v krajnich bodech definiéniho oboru jsou jasné

lim F(b) =—
,Jm F(b) VT,
lim F(b) = +o0,
b——+oo
lim F'(b) = +oo,
b——1+4+
lim F'(b) =0
b——+oco
Funkee je ziejmé na svém definiénim oboru rostouci, nemd maximum, mé minimum (v bodé b = —1), m4 supremum

a infimum,

inf  F(b) = —/7,
e By FO) = V7

sup  F(b) = +oo.
be(—1,400)

Priabéh funkce je naznacen na Obréazku 1.

F(b)

-] VA

Obrazek 1: Prubéh funkce F(b).
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[7] 4. Spoététe objem télesa B C R?, které je vymezeno plochami z = cos <$2 + %), z=1az%+ % =72,

Reseni:
Vypocet provedeme v modifikovanych cylindrickych soufadnicich, transformaéni vztah x = ®(s) mezi kartézskymi
soufadnicemi x = [a: Y z] a modifikovanymi cylindrickymi souradnicemi s = [r %) z} je

T =T COS P,

y = rvV2sing,
z=z.
Determinant Jacobiho matice je proto
cos —rsing 0
det [a—f] = det [%% % %‘ﬂ =det |V2sing V2rcosg 0| =rv2.
0 0 1

Pouzijeme Fubiniho vétu a vétu o substituci

2m ™ 1 ™ 1
/ d\ = / r2drdedz = \/5/ [/ (/ dz) rdr} do = 27v2 (/ dz) rdr
B B =0 LJr=0 z=cos r? r=0 z=cos r?

s ™ s 2
= 27T\/§/ (1 — COS’I"Q) rdr = 27r\/§/ rdr — 27r\/§/ reosr?dr =
r=0 r=0 r=0

U=r

du = 2rdr

2

T
=7mV2 —7V2 (/ cosudu) =V2 - W\/i[sinr]:io =72 (7* —sin7?) .
u

=0
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[8] 5. Uvazujte funkci f(z) = sinz na intervalu [0, 7] C R.
a) Dodefinujte funkci f na R tak, abyste ji mohli rozvinout do kosinové Fourierovy fady. Na¢rtnéte graf rozsifené
funkce f.
b) Najdéte Fourierovu fadu takto rozsirené funkce f.

c¢) Diskutujte konvergenci nalezené Fourierovy fady. Uréete zda Fourierova fada konverguje k funkci f ve smyslu
konvergence v L%, ve smyslu bodové konvergence a ve smyslu stejnomérné konvergence.
d) Napiste Parsevalovu rovnost pro funkci f.

e) Ukazte, ze plat{ Zl 1 412 = 5

f) Ukaite, ze platf 3 ;°°° (7r4 ) —1- 5

Reseni:
Funkci rozsitime tak, aby byla suda, je tedy

f(z) = {sin‘:c x € (0,m),

—sinz  z € (—m,0).

Spocteme Fourierovy koeficienty ay, bx, abychom mohli funkci f rozvinout do Fourierovy rady

+o0
fz) ~ % + kzﬂakcoskx+bksinkx.

Sinové koeficienty jsou nulové, kosinové koeficienty spoc¢teme podle vzorcu

1 s
ap = — f(z)
T J_n
1
ax = f(x) cos kx dx
™
Nejprve provedeme vypocet pro ag,
1 [7 1[0 I 1 0 ! 4
ap = — . f(z)dx = - /_Tr sinz dz + ;/0 sinxdx = - (— [cosz],_ .+ [cosz|}_ 0) = (2+42) = g
Nésledné pocitdme pro obecné k € NT. Je tedy
™ 0 ™
Tag = f(x)coskxdr = —/ sin x cos kz dz —|—/ sin z cos kz dz
-7 - 0
T s 1
= 2/ sin z cos kx dx = 2/ 3 [sin((k + 1)z) — sin((k — 1)z)] dx
0
= / sin((k + 1)z) dz — / sin((k — 1)z) dz
0 0
_ [ cos(k+1)z COb(kJ
N E+1 k— 0
_(-DF N (= 1)k 1o, k=2l+1l€N,
Ck+1 k+1 k=1 k—=1 | —gi5., k=2L1€N,

kde jsme vyuzili vzorce cosusinv = 3 (sin(u + v) — sin(u — v)). Celkem tudiz

2 =

4 1
f(x)wf—;;mCOSZL’E

™

Funkce f je po ¢édstech spojité diferencovatelna a ma na jednotlivych intervalech omezenou derivaci, a spliuje proto
predpoklady kritéria pro konvergenci Fourierovych fad, které tika:
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Bud f € P(2r) a bud funkce f ddle po ¢astech spojitd a spojité diferencovatelnd na R, potom plati

VeeR: lim s,(z)= 1 ( lim f(¢) —I—{l_igl_ f(g))

n—-+o0 2 \é—a+

Je-li navic I C (a,b) uzavieny interval a f € C([a, b)), pak

sp = f.

Je tedy
I
VI C R, I uzavieny interval : s, = f

aneb konvergence Fourierovy fady stejnomérnd na libovolném uzavieném intervalu. (Periodicky rozsitend funkce je
spojitd na R.) Plat{ tedy i

+00 too
2 4 1 2 4 1
T W;4l2—1 7r W;4l2—1cos :c]

odkud plyne, ze

~ i sn(O)—;<lim £(€) + lim f(g)) ~0,

n—-+oo £E—0+ £—0—
=0

2 4 *2"’ 1
T 42 -1
1=1
a nasledné tedy i pozadované tvrzeni o souctu fad.

Funkce je ziejmé v L?((—m, 7)) a splituje tedy predpoklady Carlesonovy véty o skoro véude konvergenci, kterd f{ka:
Bud f e P(2r) abud f e LP((a,a+ 27)), p € (1,+00), pak plati

Lp
sn = f,

sn(z) = f(z) skoro vsude.

Coz uz ale stejné vime z predchoziho.

Parsevalova rovnost ifk4, Ze norma funkce f v prostoru L?(—m, ) je rovnd normé posloupnosti Fourierovych koefi-
cientli v prostoru £? (predpoklddd se rozklad viici ortonormalni bazi)

11172 = llerlZ,

v nasem pifpadé tedy (koeficient % se zde objevuje proto, Ze béze sin kz, cos kx neni ortonormaln{)
+oo
1 2 aj 2
—lfllz =5 + > ai,
k=1
kde

1 1 /7 1 [7 1
Ltz = 2 [ i@pe =1 [ jsinePr= e =1,
™ T Vs

TJ—n -7

ag +o0 3 +oo 4 1 2
% 2 _ ° 2 )

Obdrzeli jsme tedy rovnost

*Z’““’ 4 1 V_, .8
Td4l2 —1 o w2’
=1

coz jsme meéli ukazat.




