Vojtéch Klimes 14.10.2020 Matematika pro fyziky, tukol 2

Priklad 1

Pro viechny funkce y = y(x) patifci do prostoru C* ([1,3]) a spliiufjci okrajové podminky y(1) = 1, y(3) = 4 uvazuj
funkciondl

3 2
d(y) = / (2y —yy +xy ) dz.
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Najdi extremélu tohoto funkciondlu a uréi, zda se jedna o minimizér, maximizér, nebo ani jedno.
Oznacme si L(z,y(z),y' (z)) = 2y — yy' + xy/ ‘a vyuzijme Euler-Lagrangeovu rovnici na nalezeni funkci pro které je
funkcional ®(y) staciondrni. E-L: — ((‘;T]L,)l + % = 0.
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a z pocateénich podminek uréime konstanty: y(z) = = + 15 In(z).

Budeme zjistovat zda-li je ® na nasf mnoziné (viz zaddn{) konvexni ¢i nikoliv. Spo¢teme si Hessidn
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Dostali jsme matici, ktera neni pozitivné definitni. Musime tedy spocitat druhou Gateauxovskou derivaci
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Vyjadiime s G. derivaci v konkrétnim bodé a jde o¢ividné o to samé ¥ 7
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d?®(yo)(h, h) = /13 (Qxh’z) dx %ﬁm{i%

Pokra¢ujeme k Jacobiho rovnici, kde vidime, ze P(z) = 2z a Q(z) = 0.
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Tedy vyraz 2xh’ = konst. tedy musi platit A’ = 2, h(z) = aln(z) + b. Otazka je jestli existuje 2o € (1,3 >a Fh #0
feSeni této rovnice
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a tedy netrividlni feSeni neexistuje (bod z = 3 uz nemusime Fesit)-a tudiz zde nenf konjugovany bod. Nakonec
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a mame splnéné tii podminky, které zarucuji ze nalezend extremdla je minimizér. \Y,
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Priklad 2

Pro vsechny funkce y = y(x) patiici do prostoru C* ([0, 7]) a splitujici okrajové podminky y(0) = 9, y(7) = 9e™ uvazuj

funkciondl
i 25
D(y) = / (y’z - §y2 + 686xy) dz.
0

Najdi extremalu tohoto funkcionalu a urci, zda se jednd o minimizér, maximizér, nebo ani jedno.

Opét nejdiive najdeme feseni Euler-Lagrangeovi rovnice.
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Najdeme feseni homogenni rce:
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Yp = C1€37 + cge 3 7 = (1 COS ga: 4+ ¢ sin gx

Partikularni feSeni najdeme velmi jednoduse, kdyz budeme uvazovat y = Ae”. Pak dostdvame z rovnice y = 9¢* a

celkové feseni
5 . (5 .
y(z) = ¢1 cos 3% + cosin 3% + 9e
y(x) = 9e”
7 okrajovych podminek zjistime, ze ¢; = co = 0. Zbyva zjistit jestli jde o minimizér, maximizér, nebo ani jedno.

Uréime prvni G. derivaci
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d*®(y)(h, h) = lim % (2(y’ + th' )W — %(y + th)h + 686%) dz =
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d®(y)(h) = lim a4 <(y +th)” — %(y +th)? + 68¢”(y + th)) dr =



7 Jacobiho rce dostavame (P(z) =2, Q(x) = —2)
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ST .5z
h(zx) = ¢1 cos (3) + cosin (3)

Nakonec postupujeme stejné jako u prvniho ptikladu
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ovSem opét nam musi vyjit, ze ¢; = ¢c; = 0 a tedy jsme nenasli konjugovany bod. Posledni krok: ° < w
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Jde tedy opét o minimizér.

Priklad 3

Dokazte metodami variacniho poctu
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Odecteme levou stranu rovnice a budeme hledat minimizér funkciondlu
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Myslenka je takovd, ze kdyz najdeme yo = yo(z) minimdlni které spliuje podminky (pfepsanou, aby na levé strané
byla nula) tak pak i ostatni funkce (musi to spliovat vSechny) budou tuto podminku spliiovat. Nejdiive najdeme
extremalu pomoci E-L rce:

-2y —2y =0
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y(x) =cycosz + casinz

Okrajové podminky jsou y(0) = y(3) = 0, pak ovSem vychdzi, ze y(z) = 0, protoze obé konstanty jsou nulové.
Nalezneme druhou G. derivaci
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Dostavame opét stejnou diferencialni rovnici, opét zde neni konjugovany bod a plati
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Jde tedy (}[ minimizér jak se dalo ocekavat a tudiz tato nerovnost plati. .
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Druhé c¢ast:

/ yida < K/ (y')?dx
0 0

Opét budu hledat minimizér nésledujictho funkcionélu

= /2 K(y')? — y*dx.
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Pouzij Lagrangeuv multiplikdtor a ozna¢im si L(x,y,y') =1- y” —y2 — \y, dile budu Fesit E-L rci:
-2y —2y—A=0

A
" _
Yy ty= 2

Yp = C1 COST + Casinx

A
Yp = —%

2
A .
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Tuto funkci dosadime do vazby a ziskdme vztah mezi konstantami a Lagrangeovym multiplikatorem
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A dosadime zase zpét do y(x)
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y(x) = _atle +crcosx + cosinx
a nakonec zajistime pomoci K podminku @ (y) > 0
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smlsene) a na ty s druhou mocninou pouziji vzorec pro sin® pifpadné cos?.
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Ackoliv jde o nerovnici tak nemusime ménit znaménko, protoze vzdy plati 7 (c% + c%) > 4%102, snadno bychom to
dokézali napiiklad hleddnim minima takovéto ”funkce”, to by bylo v nule. Timto jsme ukéazali, Ze K musi byt pouze
veétsi nez néjakd konstanta na pravé strané. Vzhledem k tomu, Ze si mizeme za K zvolit jakékoliv kladné redlné
¢islo nebude problém zvolit Vetbl nez prava strana. Pokud by ¢; = ¢o = 0 pak bychom uz na zac¢atku pracovali s
Jednoduchou funkef y(z) = 2C1+2C2 =0, pro tu samozrejme nerovnost
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