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Jednotlivé kroky pfi vypoéctech struéné, ale presné odtivodnéte. V pifpadé studia éiselnych fad doslovné uved'te jaké kritérium
pouzivate pii studiu konvergence. Ve vypoctech muzete bez dalsiho komentafe pouzivat znamé vysledky ohledné konvergence

- +oco 1 +oo (=1)" g N . N . . . s ,
fad ) 7 -5 a ) =) ~—%—, vlastnosti fad ), _; sin (nx), Y, _; cos (nx), a dale Taylorovy rozvoje elementdrnich funkci.

Jméno:
Priklad 1 2 3 4 5 (§ Celkem bodu
Bodu 6 5 5 6 7 7 36
Ziskano

1. a) Piimym derivovdnim spoctéte Tayloruv rozvoj funkce arctanz v bodé zo = 0 do ¢tvrtého faddu, aneb najdéte
koeficienty {ai}?:() tak, aby pro x — 0 platilo arctanz = ag + a1 + asz? + azx® + agz* + O (a:5)
b) S pouzitim Taylorova rozvoje spoctéte limitu
. arctan(l — z) — arctan (1 —e* 1)
im .

o (Vi —a)’

Reseni:

Vime, ze pro rozumnou funkci f plati

1 d%f

+oo
1dnf . df
fl@)y=>" T dan (x —x0)" = f(z0) + a(l‘—%) +t o 2 (z — z0)?
n=0 T=T0o T=x( : T=x0
1 d3f 5 1 dif 4 1 df 5
3@, O n |, O e g, G

coz nam slouzi jako mnemotechnickd pomucka pro vztah mezi koeficienty Taylorova rozvoje a derivacemi funkce f.

Jest tedy
t tan x|, _, + e + i t 242 d” t .
arctan z = arctanx — arctan x — —— arctanz x4+ — —— arctanx x
=0 " dx oo 2! dz? i 3! da? -
4
+ 1 Gt arctan x - 4+ 0 (x5) .
Spocteme potiebné derivace
arctanx|,_, =0,
1

— arctan x = — =1,

dx g LAF@?|—g

d? 2z
12 arctan x = =0,

* z=0 (1 i ) z=0

2

d3 2(1+2%)" — 822 (1 + 22
—— arctanx = — ( ) 4( ) = —2

dz ] (1+ 22) 0

g (4(1+a2) & — 162 (1+a2) — 1623) (1 +22)" -8 (2 (1+22)% — 822 (1 + 3:2)> (1+22)°z
—— arctanx = = 5 =0,
dz =0 (1 + ‘TQ) 0

(Vysledek odpovida otekavani, liché derivace musi byt nulové, nebot arctan z je lichd funkce. Pokud si tuto skuteénost
uvédomime na zac¢atku vypoctu, vidime, ze se vilbec nemusime trapit s vypoctem étvrté derivace, predem totiz vime,
ze vyjde nulové.) Pro z — 0 tedy plati
3
T
arctanz =z — 3 + O (x5) .

Muzeme se pustit do vypoctu limity. Provedeme si zdménu proménné, tak abychom pracovali na okoli bodu nula, kde
si pamatujeme Taylorovy rozvoje zdkladnich funkei. Jest tedy

. arctan(l — z) —arctan (1 —e” ') y—,;1-2 . arctany — arctan (1 —e~¥)
lim = lim

o (=) 0 (VT=y—(1-p)’

arctany —arctan (1 —e™¥) . arctany — arctan (1 —e™Y)

1r% 1 2 H% y? 2
VO (1-gytoly) —(1-y)" ¥~ 4 +o(y?)

9
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kde jsme vyuzili znamého vztahu 1+ 2z =1 + %z + o (z), ktery plati pro z — 0. Z uvedeného vyplyvd, ze se prilis
nenadieme — Eleny v Citateli staci rozvinout do fadu o (y?). Jest

arctany =y + o (y2)

a dale

y? y? y?
arctan (1 — e™Y) = arctan <1 = (1 —y+ 5 +o (y2))> = arctan <y -5 to (y2)> =y— 5 +o (v?),

kde jsme vyuzili vyse odvozeného vzorce pro Tayloruv rozvoj funkce arctan z v okoli z = 0. Jest tedy

2
lim arctan y — arctan (1 — e™Y) _ lim o (yQ)

=9,
y=0 2 +o(y?) y=0 L 4o (y2)

[6] 2. Najdéte a € R tak, aby existovala limita

2 2 2 2
z y x y
b1n<2+2> bln<2+2)
—_—— N 7

im — = lim ——; 5
(2,y)=(0,0)  F +ay z=0 & +ay
a urcete jeji hodnotu.
Reseni:
Pfi vypoctu pouzijeme zndmou limitu
sin
lim 3 = 1,
e—0 &

(Tato limita je limitou redlné funkce jedné redlné proménné.) Nejprve vyzkousime, pro jaka a je limita ze zaddni
nezavisla na “ptiblizovani” po piimkach. Zvolme pfimku

x = s,
Y= kS,

kde k£ € R je libovolné redlné cislo, a s € R je parametrizace piimky. Pokud se pohybujeme na vybrané primce, tak

plati

sin (% + %2) sin (% + kZ;Z) sin (#32) sin (#52) 1+k2 1+k?
. . 2 2
im @—— = = lim = lim = .
(2,y)—(0,0) %2 + ay? 5=10 % + ak?s? =0 (L 4+ak?)s?  so0 R Lggk2 T 14 ak?

Vysledek nebude zaviset na k pokud zvolime a = % V tomto pripadé totiz dostaneme

14+k2 14+-k> 3
2 -2 _°2
3 + ak? - T(1+k2) 2

3
Zbyva ovérit, ze pro takto vybrané a bude existovat limita nejen ve smyslu pfiblizovani po primkach, ale také jako
limita funkce vice proménnych. Chceme ukazat, ze plati

(Pokud limita existuje, tak jeji hodnota musf byt totozna s limitou po pifmkach.) Zavedeme-li v R? poldrn{ soufadnice,

to jest
T =1 COoS P,
y =rsingp,
pak puvodni limita prejde na
sin (2 4+ £
2 2 5 sin - 5 3 sin 5 3
lim s 5 = lim = lim —— = -,
z—0 "t % r—0+ r—0+ 2 2 2

kde jsme vyuzili diive diskutovanou znamou limitu realné funkce jedné realné proménné.
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3. Zjistete, zda konverguje fada

AP
Z.
=
B

Reseni:
Nejprve prozkoumédme konvergenci rady Z:ﬁ %, coz je ovSem snadné. Posloupnost sinn ma omezené castecné

soucty a posloupnost \/Lﬁ je monotonni a konverguje k nule. Podle Dirichletova kritéria je tedy fada Z:z S“‘T: konver-

, o P +00 sinn In s . . sinn . . P Y
gentni. Plivodni fada ) '~ U T3 I J€ soucinem poslouponosti Nk ktera generuje konvergentni fadu, a monoténni

a omezené posloupnosti % Podle Abelova kritéria je tedy puvodni fada konvergentni. Monotonie a omezenost

s ¥m s . .
posloupnosti T3 975 Je ziejma z rozpisu

v 1

1+¢n 1+ n

4. Najdéte obecné feseni obycejné diferencidlni rovnice

%y
T2 +y = 4ze” +sinz.

ResSeni:

Rovnice je nehomogenni linedrni rovnice s konstantnimi koeficienty. Nejprve najdeme feseni homogenni rovnice

coz je snadné,
Yhom = C1sinz + Cs cos z.

(Kofeny charakteristického polynomu jsou A; o = =i.) Zbyvé najit partikuldrni feSeni. Pravd strana nehomogenni
rovnice je ve tvaru vhodném pro metodu neurcitych koeficientt.

Nejprve najdeme feSeni pro nehomogenni rovnici

2
d Yspec,1

Tpz t Yspee = dze”.

Reseni hleddme ve tvaru Yspec,1 = (ax + b) e”, kde a a b jsou konstanty. Po dosazeni do rovnice dostaneme
2(a+b)e” 4 2axe” = 4xe”,
odkud plyne, ze a = 2 a b = —2. Partikularni feseni je tedy
Yspec,1 = 2 (z — 1) e®.
Déle najdeme feseni pro nehomogenni rovnici

2
d Yspec,2

2 + Yspec,2 = sin .

Reseni hleddme ve tvaru yspec,2 = axcosx + brsinz, kde a a b jsou konstanty. Po dosazeni do rovnice dostaneme
2bcosx — 2asinx = sinz,

odkud plyne, ze a = —% a b = 0. Partikularni feseni je tedy
1
Yspec,2 = — 5T COST.
Reseni puvodni rovnice je sou¢tem feseni homogenni rovnice a prislusnych partikularnich resent,

. 1
Y = Yhom T Yspec,1 + Yspec,2 = C1 sinx 4+ Cy cos x — §x cosz+2(x—1)e”.
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a) Napiste rovnici tecné roviny ke grafu funkee f: @ = [x y]T € R? — R v bodé

1
a=qget 1],
4

pricemz funkce f je ddna predpisem

f(®) =der 2% + 3y,
aneb napiste rovnici te¢né roviny k plose S popsané jako S = {ﬁ =z y z]T €R? 2z = f(z, y)}

b) Uvazujte stejnou funkci f, to jest
f(®) =qet 2% + 3y,
a najdéte bod, ve kterém tato funkce nabyva minima na mnoziné

M={w€R2|x2+(y—1)2§1}.
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Tato soustava rovnic zjevné nemd teSeni a uvnitf mnoziny M se nenachézi zadny bod podeztely z extrému. Nezbyva
tedy, nez hledat minimum na hranici mnoziny M. To provedeme pomoci Lagrangeovych multiplikdtortu. Hledame totiz
extrém funkce f(x) na mnoziné dM, coz je mnozina popsand rovnici (vazbou) g(x) = 0, kde

() =qer 2° 4+ (y —1)* — 1.
Sestavime si pomocnou funkeci
Ix(@) =aet f(z) — Ag(z),

coz v nasem pripadé vede na
H@) =aer2® +3y—A(2®+ (y—1)*—1).

Podminka na extrém je
vﬂ?f)\ (m)‘m:zext = 0’

pricemz bod eyt musi samoziejmeé spliiovat g(@ext) = 0. Spocteme si gradient pomocné funkce

£ (f(2)- Ag<w>>|$:wm] [ o],

Va ir(®)|g—g,,, = Lay (f(z) — Ag(w))’ 3= 2 (Yext — 1)

L=TLext

Podminka Vg fA(Z)|,_,, . = 0 spolu s vazbou g(ext) = 0 tedy vede na nasledujici systém tii algebraickych rovnic
pro bod polohu body podezielého z extrému @y a Lagrangeuv multiplikdtor A,

2Zext — 2AZexs = 03
3— 2\ (Yoxt — 1) =0,
xezzxt + (yext - 1)2 —1=0.

Pii feSeni systému je vyhodné zacit eliminaci Lagrangeova multiplikdtoru. Vyndsobime-li prvni rovnici (yext — 1) a
odecteme-li od ni druhou rovnice prenasobenou Zeyt, dostaneme rovnici

2T ext (yext - 1) — 3Texy = 0.
Resfme tedy nynf soustavu rovnic

Py (yext - 1) — 3Texs = 0,
xzxt -+ (yext - 1)2 -1=0,

pro bod eyt Z prvnf rovnice plyne, Ze Zexs (2 (Yext — 1) — 3) = 0, z &ehoZ usoudime, Ze bud

Text = Ou

nebo
5
Yext = 3

Je-li 2oyt = 0, pak si z rovnice pro vazbu piecteme, ze odpovidajici Yex Fesi rovnici (yexy — 1) — 1 = 0, coz znamen4,
ze body podezielé z extrému jsou
0
Lext,1 = ol

0
Lext,2 = 9| -

Vratme se nyni zpét a zkoumejme variantu s Yex, = g 7Z rovnice pro vazbu si precteme, ze odpovidajici Teyt TeSi rovnici
22, + (2)? — 1 = 0. Tato rovnice zjevné nem4 feseni, a proto ném jiz nepiibyde zadny bod podeziely z extrému.

Zbyva rozhodnout, ktery z nalezenych bodll Text,1, Text,2 je bodem, ve kterém funkce nabyvéd minima. Nezatézujeme
se vypoctem matice druhych derivaci, nebot situace je v tomto piipadé jasnd. Dosadime-li si do funkce f, dostaneme
f(@ext,1) = 0, zatimco f(@ext,2) = 6, a funkce f proto nabyvd minima v bodé @ext 1.

Pfi vypoctu se lze piipadné obejit i bez Lagrangeova multiplikdtoru. Mnozina vymezend piedpisem g(z) = 0 je kruznice

T . ’~ 8 .
se stredem v bodé [O 1] , a tuto kiivku dokazeme snadno parametrizovat, jest

T = COS (P,

y=1+sinep,
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kde ¢ € [0, 27). Pohybujeme-li se tedy po kruznici, abem ménime-li ¢, pak funkce f(x) nabyva hodnot

f(@) = f(p) = cos’ o+ 3 (1 +singp),

a ulohu jsme tedy prevedli na hleddni extrému realné funkce jedné redlné proménné. Najit extrém redlni funkce redlni
proménné je snadné, hledame ¢ tak, aby platilo
df 0

de ’
coz znamena, ze potiebujeme vyfesit rovnici
—2 COS Pext SIN Pext + 3 COS Poxt = 0,

odkud plyne, Ze je nutné zvoli cos pext = 0. To nastane v piipadé pext = 5 a Pext = %71'. Odpovidajici body v R?

dostaneme dosazenim do predpisu pro parametrizaci kruznice. Body podezielé z extrému jsou tedy

0
Lext,2 = 91

0
Lext,1 = |:0:| .

Coz je kupodivu totéz jako v pripadé, kdy jsme provedli vypocet za pouziti Lagrangeova multiplikatoru.

6. Uvazujte funkce yq(x1,x2) a ya2(x1,22), které jsou jakozto funkce proménnych z a xo, zaddny implicitné soustavou

rovnic
1€ +yIlnzs —e =0,
T1y1 + 22”2 — (2+¢e) = 0.
Vypoctéte gzi a g;’i v bodé 29 =1, 2§ = 1. (Pro tiplnost zdiraziiuji, Ze feSenfm tlohy jsou dvé éfsla — éfslené hodnoty

derivacf 2% a 2%2 v pifslusném bods.)
(9$1 8951

Reseni:

K zodpovézeni otazky pouzijeme vétu o implicitnich funkcich. Oznac¢me si

S _ %
==al =l

z0 1 o

Ty = [xé] = {1] ) Yo = [zé}

— Fl(m,y) _ $1ey2+y11n:1727e
Fley) = |:F2(:z:,y) T |zy1 + a0V — (24€)

Nejprve najdeme bod yg, ktery spoleéné s xg tesi rovnici

a dale

a konec¢né

F(a:07y0) = Ov

aneb chceme, aby platilo
m?eyg +y9nzd —e
2fy? +adels — (2 +e)

o]

= o]
w= 4] =[]

Pripomeneme si formélni vypocet dle véty o implicitnich funkeich. Je-li F(x,y(x)) = 0, pak

coz po dosazeni za xy vede na soustavu rovnic

eV —e
W +ev — (2+e)

coz dava

OF | OF 0y _
ox Oy ox
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