
Úkol 2

P°íklad 1

Pro v²echny funkce y = y(x) pat°ící do prostoru C1([1, 3]) a spl¬ující okrajové podmínky

y(1) = 1, y(3) = 4 uvaºuj funkcionál

Φ(y) =

ˆ 3

1

(
2y − yy′ + x(y′)2

)
dx.

Najdi extremálu tohoto funkcionálu a ur£i, zda se jedná o minimizér, maximizér, nebo

ani jedno.

P°íklad 2

Pro v²echny funkce y = y(x) pat°ící do prostoru C1([0, π]) a spl¬ující okrajové podmínky

y(0) = 9, y(π) = 9eπ uvaºuj funkcionál

Φ(y) =

ˆ π

0

(
(y′)2 − 25

9
y2 + 68exy

)
dx.

Najdi extremálu tohoto funkcionálu a ur£i, zda se jedná o minimizér, maximizér, nebo

ani jedno.

P°íklad 3

V teorii parciálních diferenciálních rovnic (rovnice vedení tepla, vlnové rovnice, aj.) se

£asto pouºívá tzv. Poincarého nerovnost zaji²´ující odhad hodnot funkce pomocí hodnot

jejích derivací.

Metodami varia£ního po£tu ukaº, ºe v jedné prostorové dimenzi jsou spln¥ny následující

varianty Poincarého nerovnosti

• Pro v²echny funkce y = y(x) z prostoru C1
0 ([0, π2 ]) platí

ˆ π
2

0

y2 dx ≤
ˆ π

2

0

(y′)2 dx.

• Existuje konstanta K ∈ (0,∞) taková, ºe pro v²echny funkce y = y(x) z prostoru

C1([0, π2 ]) spl¬ující
´ π

2

0
y dx = 0 platí

ˆ π
2

0

y2 dx ≤ K
ˆ π

2

0

(y′)2 dx.



Nápov¥da k P°íkladu 3:

• V prvním p°ípad¥ hledej minimizér funkcionálu

Φ(y) :=

ˆ π
2

0

(y′)2 − y2 dx

mezi funkcemi spl¬ujícími y(0) = y(π2 ) = 0.

• Ve druhém p°ípad¥ ozna£ pro K ∈ (0,∞)

ΦK(y) :=

ˆ π
2

0

K(y′)2 − y2 dx.

Uºitím V¥ty o Lagrangeových multiplikátorech pro vázané extrémy funkcionál·

hledej v²echny minimizéry funkcionálu Φ1 = Φ1(y) mezi funkcemi spl¬ujícími´ π
2

0
y dx = 0. Najdi dostate£n¥ velké K takové, aby ΦK(y) ≥ 0 pro v²echny

zmín¥né minimizéry funkcionálu Φ1, tedy i pro v²echna y ∈ C1([0, π2 ]) spl¬ující´ π
2

0
y dx = 0.


