Ukol 2

Priklad 1
Pro viechny funkce y = y(x) pat¥ici do prostoru C([1,3]) a splitujici okrajové podminky
y(1) =1, y(3) = 4 uvazuj funkcional

3
P(y) = /1 (2y — yy' + 2(y')?) da.

Najdi extremalu tohoto funkcionalu a urc¢i, zda se jednd o minimizér, maximizér, nebo
ani jedno.

Priklad 2
Pro viechny funkce y = y(z) patiici do prostoru C*([0, 71]) a splijici okrajové podminky
y(0) =9, y(7) = 9e™ uvazuj funkcional

(y) = /OW ((y')2 - %yz + 68e"”y> da.

Najdi extremalu tohoto funkcionalu a uré¢i, zda se jedna o minimizér, maximizér, nebo
ani jedno.

Priklad 3

V teorii parcialnich diferencialnich rovnic (rovnice vedeni tepla, vlnové rovnice, aj.) se
¢asto pouziva tzv. Poincarého nerovnost zajistujici odhad hodnot funkce pomoci hodnot
jejich derivaci.

Metodami variaéniho po¢tu ukaz, Ze v jedné prostorové dimenzi jsou splnény nasledujici
varianty Poincarého nerovnosti

e Pro vSechny funkce y = y(x) z prostoru Cj([0, 5]) plati

/2 Y2 darg/z(y’)2 dz.
0 0

e Existuje konstanta K € (0,00) takova, 7e pro vSechny funkce y = y(z) z prostoru
([0, 1) spliwjici [? y dz = 0 plati

B B
/ y? da < K/ (v')? da.
0 0



Napovéda k Prikladu 3:

e V prvnim piipadé hledej minimizér funkcionalu

B(y) = / ) -y da

mezi funkcemi spliwjicimi y(0) = y(5) =

e Ve druhém piipadé oznac pro K € (0, 00)

Be(y) = [T K)o do

Uzitim Véty o Lagrangeovych multiplikdtorech pro vézané extrémy funkcionalu

hledej vSechny minimizéry funkciondlu ®; = &;(y) mezi funkcemi spliujicimi

Jo2 v dz = 0. Najdi dostatecné velké K takové, aby ®f(y) > 0 pro viechny
s

zminéné minimizéry funkcionalu ®q, tedy i pro vSechna y € C*([0,%5]) spliwjici
Jo? ydz=0.



