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Jméno a př́ıjmeńı:

Jméno cvič́ıćıho:

Př́ıklad 1 2 3 Celkem bod̊u

Body 7 5 8 20

Źıskáno

1.[7] (a) Zformulujte Cauchyho větu a všechny pojmy v jej́ım zněńı zadefinujte.
(b) Bud’ f holomorfńı na kruhu BR(a). Ukažte, že pak pro w ∈ Bρ(a), kde ρ ∈ (0, R)
libovolné, plat́ı:

f(w) =
1

2πi

∫
∂Bρ(a)

f(z)

z − w
dz .

(c) Zformulujte větu o jednoznačnosti pro holomorfńı funkce. Naznačte jej́ı d̊ukaz a uved’te
jednu aplikaci této věty.

2.[5] Zadefinujte přesně Lebesgue̊uv prostor L1(Ω) pro vhodnou (jakou?) Ω ⊂ Rd. Ukažte, že tento
prostor je normovaný lineárńı prostor. Je L1(Ω) úplný? Jaký je rozd́ıl/vztah mezi L1(Ω) a
L2(Ω)?

3.[8] Necht’ {Φk}∞k=1 je úplný ortonormálńı systém v L2(Ω).

• Uved’te definice pojmů úplný ortonormálńı systém {Φk}∞k=1 v L2(Ω).

• Bud’ f ∈ L2(Ω). Minimalizaćı funkcionálu Φ : RM → R definovaného předpisem

Φ[α] = Φ[(α1, . . . , αM )] := ‖f −
M∑
k=1

αkΦk‖2L2(Ω) ,

určete c = (c1, . . . , cM ), pro která Φ minima nabývá.

• Definujte projekci PM : L2(Ω)→ span{Φ1, . . . ,ΦM} definovanou vztahem

PMf =

M∑
k=1

ckΦk ,

kde (c1, . . . , cM ) jsou dána minimalizaćı z předchoźıho kroku. Ukažte, že plat́ı

1. ‖f − PMf‖2L2(Ω) + ‖PMf‖2L2(Ω) = ‖f‖2L2(Ω);

2. (f − PMf, y)L2(Ω) = 0 pro každé y ∈ span{Φ1, . . . ,ΦM}.
• Rozhodněte, zda plat́ı:

PMf → f v L2(Ω) pro M →∞ a pro každé f ∈ L2(Ω).

Neńı třeba dokazovat, ale je třeba Váš názor podpořit. Co lze ř́ıci o bodové konvergenci
PMf?


