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1.1 Zadani
Budte a,b € R. Necht f(x) = azx pro x € (—n,0), f(z) = bx pro z € (0,n).
o Najdéte Fourierovu fadu funkce f na intervalu (—m,n).
o Rozsirte funkci na celé R tak, aby se tvar jeji Fourierovy fady nezmeénil.

o Vysetfete bodovou konvergenci fady - bodovou, stejnomérnou a v L; OC(R)

1.2 ResSeni

Fonkei muzeme nejprve spojité dodefinovat v bodé x = 0 hodnotou f(0) = 0. Jeji derivace v tomto bodé spojita
nen{ (kromé specidlnfho ptipadu a = b), avSak plati lim f'(z) = a, lim+ f/(x) = b. Nyni{ mizu zadit s vipoctem
r—0~ z—0

jednotlivych koeficientti. Pro piehlednost oznac¢im koeficienty u cosinti ¢ a u sinu s, tedy
o0
Co
~ g + ; ¢ cos(kx) + s sin(kx))

Pak pro jednotlivé koeficienty plati

ckzl/Tt f(@)cos(kz) de k€ Ny,

TJ—x

skzl/TE f(z)sin(kz) de ke N.

—T

Pro k£ = 0 dostaneme

C():% JTf(iE) dx;i(/o axdx—’_/oﬂbﬁdx) ::{([;xﬂo +[gx2]n>zﬁ(b2—a).
x . - 0

vvvvvv

a znalosti derivace funkce f (f (:c) =a,T€ ( 7,0), f'(z ) =bze€ (0, )):

r = % (Hf(x) sin(kx ] /71: ) sin(kx) dx> =

[ f(@)sin(ka)]” =0 | _ -1 /0 ag /“9 ; _Zl(_a O T ostin)|
protoZesin(kn) =0 Vk € Z| =« o k sin(kz) dz + o k sin(kz) dz | = nk [ k cos(km)} —n + k cos(kz) 0
2ab) liche’}

cos(kn) = (—1)* —
c((])gs()—:Jc)(:lc)os(kx)6 Z‘ le (ma+a(=1)F =b(-1)" +b) = { k(Q)TE k sude’

ck = % ’ f(x) cos(kz) de =

Pro sinové koeficienty probihd vypocet obdobné:

S = % T; f(z)sin(kz) dox = in ;’((Z)) viizlsgf(xk)x) = % <{—]1€f(x)cos(km)}i + T:t f'(z) cos(kz) dac) =
_1 ( W —I—/O %cos(ka:) dx—l—/n %cos(km) dx) =
T —x 0
w + ! ({52 sm(k:x)}o [:2 sm(k:x)} :) = w

Celou abstraktni Fourierovu fadu tak mtzu zapsat jako

(a+b)(—1)F1

fz) ~ + Z ( T 1 cos((2k — 1)z) + ksin(kx)) :

Je zajimavé si povSimnout, Ze pro a = b, kdy je f lichd, zmiz{ ¢leny s cosinem (nebot jsou zavislé na (a — b))
a naopak pro a = —b, kdy je f sudd, vymizi ¢leny se sinem (nebot jsou zavislé na (a + b)), coZ je pfesné to co
bychom od Fourierovy rady ocekavali.

Strana 1 z 4



Jir{ Blaha

Aby se tvar Fourierovy fady nezmeénil, musela by f byt na celém R periodickd s periodou 2x. Toho dosdhneme
jednoduse tak, Ze na kazdém intervalu ((2n — 1)x,(2n + 1)n) Vn € Z jeji funkéni hodnotu zadefinujeme jako
f(z) = f(z — 2nx), kde (x — 2nn) se jiz nachdzi v ptivodnim intervalu (—mw,x). Pro specidlni volbu parametri
—a = b je funkci mozno spojité dodefinovat i v bodech = (2n + 1)x, a to hodnotou f((2n + 1)n) = br. Pro

jiné pripady je lim  f(z) =br, lim  f(x) = —ar, je tedy nespojitd a nemizeme ji ani nijak spojité
z—(2n+1)n— z—(2n+1)nt
dodefinovat.
K vysetfeni konvergence vyuziju vétu 7.8. Rozsifend funkce je po ¢astech spojitd na intervalech z € ((2n—1)x,(2n+1)x)

(pokud dodefinuju f(2nr) = 0) a po ¢éstech spojité diferencovatelnd na intervalech « € (nx,(n+ 1)n). Pak tedy

SﬁﬁwV@eR,

coz v tomto konkrétnim pripadé dava

f(x) ze U (nr,(n+1)n)
f nez
Sn = 0 r=2nn,n€Z

o g=@2n+ 1), nez

S vyjimkou bodu nespojitosti tak fourierova fada bodové konverguje k f(z). Nekonverguje stejnomérné (plyne
pfimo z nespojitosti), avsak konverguje lokélné stejnosmérné na libovolném intervalu ((2n — 1)xn,(2n + 1)xt). Vy-
jimkou je specidlni volba parametrti —a = b, kdy je funkci mozno spojité rozsitit na celé R (jako v predchozim
odstavci). Pak jsou splnény podminky véty 7.7 (funkce je spojitd na celém R, je po ¢dstech spojité diferencova-
telnd a limity derivaci v bodech nespojitosti jsou vlastni - pro nulu jsou ukézany na zacatku, Lier fl(x) =

xr —T

lim f/(z) =b) a Fourierova fada tak k f(z) konverguje stejnomérné na celém R.
T

2

2.1 Zadani

e Necht f € L?(—mr,n). Které koeficienty Fourierova rozvoje funkce f se anuluji, jestlize plati f(—x) = f(z)
a f(z+mn)=—f(z)

o Jak se prodlouzi funkce f € L? (0 ) na interval (—m,x), aby jeji Fourierova fada méla tvar >~ | a,, cos(2nz)?

2.2 ResSeni
e Podminka f(z) = f(—=x) tikd, Ze funkce f je sudd, tudiZ jeji rozklad muzZe obsahovat pouze Cleny zavislé
na kosinu, tedy s, = 0 Vk € N. Pro druhou podminku tak uvazuji pouze f(x) ~ ¢ + § ¢ cos(kx). Musi
platit f(x + ) = —f(z), tedy =

o0 (o)
%OJchkcos % Z ¢ cos(kx) . (1)
k=1 k=1
Ma-li rovnost platit Vo, musi byt ¢ = 0 (nebot % = —<). Dale miizu vyuzit toho zZe perioda kosinu
je 2m a cos(x + 1) = —cos(z) (nebot cos(x + n) = cos(z) cos(n) — sin(x)sin(r) = —cos(x)), a tedy
cos (n(z + ) = cos(nz 4+ nxn) je roven cos(z) pro n sudé a —cos(x) pro n liché. Na levé strané tak
dostavame
ch cos(k(z+ 1)) = Z —C(2k—1) c08((2k — 1)x) + cox cos(2kx)
k=1
Ma-li tak rovnost (1) platit, musi byt pro vSechny n: —c(2,—1) = —¢(2n—1), €0z je identita, nicméné zaroven
musi o, = —cop a tedy ca,, = 0 ¥Yn € N. Neanulované tak zistanou pouze liché (nenulové) koeficienty

kosinii, tedy

x) ~ Z cok—1 cos((2k — 1)x).

k=1

o V Fourierové rozkladu se vyskytuji pouze ¢leny s kosinem, rozsifend funkce tak musi byt sud4, tj. f(z) =
= f(—x). Déle je z Fourierova rozkladu vidét, ze funkce je periodickd s periodou n (v argumentu kosinu
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je 2nx, perioda je dana neznamou [, prepiseme-li argument na Q“T"x, zde na prvni pohled [ = n). Proto

f(z) = f(z + ). Rozsifeni funkce (které ozna¢im F') na interval (—n,n) tak muzu zavést jako

sz(:c)) x G((O,;‘g)

—T z € (-3,

F(z) flx+m) ze(-m-3)
flm—x) T € (%JC)

3

3.1 Zadani

Spoctéte sumu

(Miizete pouzit vysledky Y07 & =% a ) L =)

3.2 Reseni

K vypoétu nekoneéné sumy mi poslouz{ Fourierova fada funkce f(z) = z°® na intervalu [—n,n]. Funkce je suda,
koeficienty sinti tak musi byt rovny nule. Zbyva tak vypocitat koeficienty cosini. Ty jsou obecné

6

1 2
Cn = 7/ 2% cos(nz) dz.

T —T
Budu muset Sestkrat aplikovat per partes, a to vzdy tak, ze derivovana funkce bude ve tvaru ﬁ_aa), po
1

n

a—1

: : akx
derivaci w6 —ay
1

= —--cos(nx)). Déle nebudu pouziti per partes zdiraziovat. Koeficienty u cosinti tak jsou

1 [af 1 [T 6ad
Cp = — [m sin(nx)] - 7/ 627 sin(nz) dz
n a n

T F -

a integrovand bude bud cos(nz) (pak [ cos(nz)dz = + sin(nz)) nebo sin(nz) (pak [ sin(nz) =

Plati sin(nn) = 0 Vn € Z, hranatéd zavorka tak bude rovna nule. Pokracuji tak jako

1 [62° o1 [T 302t
Cp = — [n cos(mc)] B - 7/ 3 cos(nx) dz

—T

Tentokrat se hranatd zdvorka nevynuluje, nicméné plati cos(nn) = cos(—nn) = (—1)" Vn € Z, hodnota hranaté

T 5
zavorky tak je {67%5 cos(n:c)} = 122 (—1)". Déle tak mam
—T

12n4
Cp =

(1" -

2 3
n Tl n IR A

1 [30a* Too1 [T 12028
{ a: Sin(nx)] —l—f/ n‘f sin(nz) dz

Hranatd zavorka se diky sinu opét vynuluje. Opét provedu per partes, mam

12t 112023 T1 [T 36022
= T (_1)n _ = |:.'L' COS(nfE):| + 7/ * COS(nx) dx
-7

n? T | nt T)_, n*
r bl
Opét vyuziju cos(nz) = (—1)", hodnota hranaté zavorky tak je 127?—4303 cos(m:)} = 2%“3(—1)”. Pokracuji,
L —T
i 127 240n? 1 [36022 1" 1 [T 720
T T < . T .
on =3 (—1)" — 7(_1)n + - [ = sm(nm)_ B - /_K = sin(nz) dz

Hranaté zavorka se opét vynuluje a pomoci posledniho per partes dostanu

120 240n%, ., 1 [720x 1 [T 720
Cn = ?(—1) - 7(—1) + - [ G cos(nz)| — %/ Fcos(m:) dz

4 —7 -n
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Posledni integrél je roven nule (kosinus je sudy a intervaly jsou symetricky kolem nuly, lze nahlédnout i tak ze
po integralu bych dostal sinus v hranatych zévorkach, ktery by se z dfive uvedenych divodi vynuloval), hranata
zévorka je (stejnym postupem jako diive) rovna [7221 cos(nz)]” = 202 (—1)™. Dohromady tak

1205 . 2407%, . 1440
n2 (71) - nA (71) +

1 (" 216
cozf/ x6dx:i.
T 7

Protoze funkce f(z) je C(R) (rozsifime-li ji tak aby byla periodickd, tj. f(z + 2kn) = f(z), € [-n,n]) a na
intervalech mé spojité prvni derivace, Fourierova fada k ni (bodové i stejnomérné) konverguje. Plati tedy

6 /127t 240m% 144
o8 =1 +Z< L. Of + 0) (—=1)" cos(nx) .

n? n nb

(="

Cp =
n6

Nakonec vypocitam nulty koeficient jako

n=1

Specidlné, dosadim-li x = w, prejde cos(nz) = (—1)", coz vyndsobeno druhym (—1)" dd 1. Mam tak

¢ MO imn‘* 24On2+1440

n? nt nb

’ Ve 2
Nyni vyuziju znalost Y 7, 5 =% a 3> 4 = & co# po dosazeni dd

7 6 90 " & nb
6 6 e
6 T g Om Zl
T —7+2TI _?+1440n:1$,

odkud jiz konecné
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