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Jméno a př́ıjmeńı:

Př́ıklad 1 2 3 Celkem bod̊u

Bod̊u 8 8 8 24

Źıskáno

1.[8] • Uved’te metrickou definici (=definici založenou na pojmu konvergence) kompaktńı množiny K ⊂ Rd.

• Dokažte, vycházeje z této definice a pojmu spojitosti funkce, že plat́ı: Obraz kompaktńı množiny při
spojitém zobrazeńı je kompaktńı množina.

• Jaké daľśı vlastnosti plat́ı pro spojité funkce na kompaktńıch množinách v Rd? Vlastnosti zadefi-
nujte, tvrzeńı nedokazujte.

• Zadefinujte prostor `2 a shrňte jeho základńı vlastnosti. Speciálně: zadefinujte jednotkovou kouli v
prostoru `2. Je uzávěr této koule kompaktńı v `2?
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2.[8] Matematickými symboly zapǐste objekt homogenńı skalárńı lineárńı obyčejná diferenciálńı rovnici 4-tého
řádu s konstantńımi reálnými koeficienty.

• Pro tuto rovnici zformulujte počátečńı úlohu.

• Převed’te tuto skalárńı rovnici (a tuto počátečńı úlohu) na systém rovnic prvńıho řádu y′ = f(y)
(a odpov́ıdaj́ıćı počátečńı úlohu). Uved’te explicitně tvar f(y).

• Zadefinujte pojem řešeńı pro takto zavedenou počátečńı úlohy systému obyčejných diferenciálńıch
rovnic prvńıho řádu.

• Zaved’te takto zavedenou počátečńı úlohu pro systém rovnic prvného řádu ekvivalentńı integrálńı
formulaci a ekvivalenci dokažte.

• Co lze ř́ıci o existenci a daľśıch kvalitativńıch vlastnostech (jako jsou jednoznačnost, hladkost) řešeńı
této úlohy?

• Ukažte, že f = f(y), uvedená v druhém punt́ıku, je lipschitzovsky spojitá (uved’te definici tohoto
pojmu).
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3.[8] (1) Uved’te definici Banachova prostoru, dále značeného symbolem X, včetně definic všech pojmů. které
k této definici potřebujete.

(2) Zadefinujte pojmy T je kontraktivńı zobrazeńı na X a T má v X pevný bod.

(3) Zformulujte Banachovu větu o pevném bodě a dokažte část týkaj́ıćı se jednoznačnosti.

(4) Pomoćı Banachovy věty ukažte, že existuje řešeńı rovnice 4x + 3 cosx = 15.


