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Jednotlivé kroky pii vypoctech struéné, ale co nejpresnéji oduvodnéte. Pokud pouzivate néjaké tvrzeni, nezapomeite ovérit
splnéni predpokladi.

Jméno a piijmeni:

Piiklad 1 2 3 4 Celkem bodu
Bodu 8 10 8 10 36
Ziskéno

[8] 1. Budiz ddna funkce

V bodé z5 = 0:

a) urcete typ singularity,
b) najdéte hlavni édst Laurentovy fady funkce f(z),

¢) spoc¢téte reziduum.

Déle zjistéte v jakych dalsich bodech z € C, pokud vubec, mé funkece f(z) singularity.

ResSeni:

Vime, ze v okoli nuly plati

+oo 2n41 3 5
o 1y ? _,_F L E
sinz =3 (VG m = g tg

n=0

1
(sin 2)®

aneb sin z & z, z ¢ehoZ je okamzité vidét, ze singularita funkce f(z) = v nule je pdl ndsobnosti t¥i. Laurentova

fada funkce f(z) v zp = 0 tudiz bude mit tvar

a—3
hlavni ¢ast
kvuli symetrii sin 2 = — sin (—z) dokonce vime, Ze v rozvoji budou pouze ¢leny s lichymi mocninami z. Jest tedy
f(z) = ’ + - +Za2 12274
2 2 nr

~—— n=0

hlavni ¢ast

pri¢emz nasim tkolem je urc¢it hodnoty parametru b a ¢. Vime, ze plati

1 b c
— 2n+1
7 = ,+7+§ agn+12"7,
23 25 23 z
(—5r+%+-) n=0

b c 23 2P 3
1=<23+Z+--~><z—3!+5!+---) . (1)

Budeme upravovat vyraz na pravé strané. Uvédomime si, ze plati

23 25 3 3 Z2 24 3 3 22 24

kde jsme pouzili zndmy rozvoj (1 + x)3 ~ 1 + 3z + 322 + - - -. Vratime se ke zkoumanému vyrazu a vidime, 7e

by 23+Z—5+ . LA 1+3 Z2+i +
23z 3! 5! T\ 2 3!

1 b
:(b+622+~~) (1222+...> b+(2+c>22+~~.

odkud plyne, ze

Vratime se k rovnici (1) a vidime, ze mé platit
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odkud plyne, ze

S
I
[t

N =

Zjistili jsme tedy, ze Laurentova fada hledané funkce v bodé zy = 0 ma tvar

1 1 11 _—
3 :74’5;“—;0‘2”4-12 )

(sin z) z3

odkud muzeme okamzité odecist hodnotu rezidua v bodé zy = 0 jako koeficient u mocniny % Jest tedy

1 1
res,, — = _.
0=0 (sinz)3 2

ﬁ je nutné vytesit rovnici

Pro nalezeni ostatnich singularit funkce
(sinz)® =0,

coZ je snadné nebot sin z = 0 pouze pro z = kn, k € Z. Tyto singularity jsou opét pély ndsobnosti tfi. (Ale na to
se nikdo neptal.)
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[10] 2. Pfipomente si Cauchyho vzorec
1

F(8) =t 5 [ (1= 2)7 7O

kde f je holomorfni funkce definovani na C a A je dand matice. S pouzitim Cauchyho vzorce spoctéte e®, kde A je
matice definovana jako
2 =2
A —def |:O _2:| .

Reseni:

Nejprve si spocteme vlastni ¢isla matice A. Jest

=A=-2)(A+2),

2—-A -2
det(A)\]I)det[ 0 _2_)\]

a vlastni éisla matice A jsou tedy A\ = 2 a Ay = —2. (To je samoztejmé vidét rovnou.) Pro vypocet podle Cauchyho
vzorce potfebujeme spocist inverzni matici k matici A\l — A, pfimocary vypocet dava

2-A -2 7' 1
0 —2-)\ T (-2

1 2
()\]I—A)*l _ [ —2-A 2 } _ [,\2 _(,\721)(>\+2)

()\+2)[ 0 2—-A S

Dosazenim do Cauchyho vzorce dostaneme

1 2
=2 (,\21)(>\+2)} 1 9
el 0 2o = —./()\]I—A)’lf()\) dr = i/ [” _“2‘1)(“2)] M da
mi o/, 2rmi J, [ 0O )
A A
_ [217” fA, ﬁ dA _ﬁ v (A-2i)%+2) d)‘]
0 g
kde ~y je néjaka kiivka v komplexni roviné volend tak, aby body A\; = 2 a Ay = —2 lezely uvniti této kiivky; muzeme

napiiklad volit kruznici se stiedem v pocatku a o poloméru 3; v = 3e'?, ¢ € (0,27). Jednotlivé integraly spocteme
pomoci reziduové véty. (Nijak nepouzivame Jordanovo lemma, polomér kruznice nejde k nekoneénu, polomeér je
pevny.) Integrand je vzdy holomorfni funkce kromé bodi A\; = 2 a Ay = —2 a v kazdém z téchto bodu méa pdl
néasobnosti jedna. Rezidua spocteme podle tvrzeni:

Bud'te f(z), g(z) holomorfni funkce na okoli bodu zy a necht m4 funkce g(z) v bodu zo kofen nasobnosti

jedna, pak
f(z) _ f(2)

€s,, = .
“9(2)  9(2)],—,

Piimocary vypocet vede na

et A 2
resy—o - =e ‘/\:2:e ,
A
. e _ 2
reS)y—=_»2 m =€ ‘)\:72 =e 7,
o 2er < 2e? ) e?
T — = = -,
22 (A +2) A+2)|, 2
2er 2e? e?
T — = _
=T+ -2/, 2
Celkem proto
1 2¢* 2¢* 2¢e* 1
- = —— 4\ = - g—————  _4Tesy g ———— | = —=(e2—e7?),
2WIA(A2)(A+2) (reS”(Am(Hz) Fem 2(>\2)(>\+2)> 5 (=)

a obdobné lze postupovat pro dalsi integraly. Jest tedy
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Pii vypoctu je také mozné vyuzit triku, ktery plyne z Cauchyho vzorce. Je-li f = g na spektru matice A, aneb je-li
YA €0 (A): f(A) = g(N), pak je také f (A) = g (A). Volme si vhodné funkeci g, kterd spliuje predchozi pozadavek

2 _ o2
g@) = T+ e,
(Funkce je polynomidlni v z, nemdme tedy potize s jejim vycislenim ani pro matice. Polynomy od matic umime
snadno spocist.) Pak zjevneé plati g(z)|,_,, = €[,_,, a muzeme tedy psat—pro nasi konkrétni matici—
L 22

ot = —F— (A +21) + e 21,

coz po dosazeni kupodivu vede ke stejnému vysledku jako vyse, to jest

[ @
0 e 2
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[8] 3. Zkoumejte posloupnost { fa,n}zg jejiz jednotlivé ¢leny jsou definovény jako
1, a2
fa,n(x) =def ﬁn e 4,
kde a € R je parametr. (Parametr « je stejny pro vSechny ¢leny posloupnosti.)
a) Zjistéte, pro které hodnoty parametru o € R ve smyslu konvergence distribuci plati

Tfa,n — 5,

kde 4 je Diracova distribuce v nule a T, , jsou reguldrni distribuce pfifazené lokalné integrovatenym funkcim fq .

b) Zjistéte, pro které hodnoty parametru o € R ve smyslu konvergence distribuci plat{

Tfa,n — 0.

Presné specifikujte v jaké smyslu je konvergence definovéna. Pripomindme, ze pro a > 0 plat{ [ oo gmae’ o \/? .

T=—00

ResSeni:

Chceme najit hodnotu parametru a € R, tak, aby pro kazdou testovaci funkci ¢ platilo
<Tfa,w‘P>D/(R),D(R) - <T5"p>73’(R),D(JR) ’

kde konvergence je nyni standardni kovergence posloupnosti redlnych ¢isel <T foc,n7<p>’D/ (®R),D(R) P kde Diracova

distribuce Ty je zavedena standardnim zpusobem jako <T5,<p>D,(R)$D(R) =det ©(0). Musime proto ukédzat, ze pro
kazdou testovaci funkci ¢ dostaneme

<Tfa,n7<p>D/(]R),D(R) - 4,0(0)
(Ve smyslu posloupnosti ¢fsel.) Dualita <Tfam,g0>p, (R),D(R) je reprezentovéna integrdlem, nebot f, , jsou lokdlné

integrovatelné funkce
+oo

<Tfa,n’90>D’(]R),D(R) = /a:=—oo fan(z)p(r) dz.

(Vyuzivdme standardniho ztotoznéni lokdlné integrovatelnych funkef s pislusnymi distribucemi.) Po prekladu definic
do primitivnich pojmu tedy chceme ukdazat, ze pro kazdou testovaci funkci ¢ dostaneme

+oo
/ fom(@) () da 25 o(0)

=—0
Obdobné v druhé otézce chceme najit hodnotu parametru o € R, tak, aby pro kazdou testovaci funkci ¢ platilo
(Tt ) oy pw) = 0

Nyni jiz musime pocitat. Jest

oo AR B y=xyn
[ e [ e Fpwan=| P 200

+o00 —1 2 +o0 1 2 _ _
:/ s Qe—w(y) dy 2t PO sme Tdy=9(0), a=
2/ Vvn 0 «

)

AN
N N

y=—00

Pii vypoctu jsme vyuzili skutecnost, ze y nabyva kvuli lziompaktnosti nosice funkce ¢ hodnot z néjakého omezeného
intervalu, a znalost tabulkového integralu szoj e~ W = \/g . Zdména limity a integralu je opravnénd, staci si

o0
uvédomit, ze testovaci funkce je spojitd funkce s kompaktnim nosicem.
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[10] 4. Pro z € R feste na prostoru reguldrnich distribuci rovnici

*f  df
@"‘5—6]0—@5,

kde & zna¢i Diracovu distribuci v bodé nula a a € RT je parametr, a kde vyzadujeme lim, .4 f(z) = 0. (Limitu
v tomto piipadé chdpeme jako limitu funkce generujici danou regulérni distribuci.)

Reseni:

Rovnici ptrepiseme jako systém rovnic prvniho fadu, je-li

_df
9= Az’
pak puvodni rovnice pieje na
d [f 0 1{|f 0
= )
i o] =[5 Gl
coz lze symbolicky zapsat jako
d
Y _ Ay + ob,
dx

kde

Y =def {ﬂ v A =def [2 11] , b= [g] :

Reseni tlohy budeme hledat ve tvaru
y=y+H+y-(1-H),

kde H znac¢i Heavisideovu distribuci, ktera je definovana jako regularni distribuce prifazena lokélné integrovatelné

funkci
I— 1 >0,
0 =<0,

a kde y+ jsou hladké funkce. Dosadime-li takto definovanou funkci do diferencialni rovnice % = Ay+6b, dostaneme
s pouzitim vztahu % a s pouzitim pravidel pro préci s distribucemi rovnici

dy- 4y _
(dx - y) (1—H)+<dx —Ay+)H+(—y+y+—b)5—0~

7 této rovnice vidime, ze musi platit

dy_
0: — =Ay_
r < Az y-,
d
z>0: ﬁszJr,
dz

a také
— 1 _ li —-b=0.
AR R

Resenim rovnic jsou funkce
dy+
dx
kde C4 je konstatni vektor. Maticovou exponencidlu nemusime explicitné pocitat, staci si uvédomit, ze diferencialni
rovnici prvniho fadu dg—z‘ = Ay _, lze zapsat jako diferencialni rovnici druhého radu
d2f.  df-

R

= eAICﬂ:v

kde

Rovnici pro f_ snadno vyfe$ime, vysledkem je

ff _ A,e_?’x—i—B,eQ’”,
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kde A_ a B_ jsou konstanty, které musime urcit z okrajovych podminek. Chceme aby platilo

g S =0
coz znamend, ze pozadujeme lim,_,_. f— = 0, odkud plyne, ze A_ = 0. Resenim je tedy funkce

f-=B_e¥,
COZ znamena, ze

y_ = B_e*® B} .
(Pfipomenme-si, ze druhd slozka vektoru y_ je definovdna jako %.) Obdobné postupujeme i pro funkci y,.
Diferencialni rovnici prvniho fadu ?—; = Ay, lze zapsat jako diferencidlni rovnici druhého #adu
2
ddgfc; + % ~6f+ =0,

kde ;

Y+ = [gj :

Rovnici pro f; snadno vyfesime, vysledkem je
f+ _ A+e73x +B+62m,
kde A, a By jsou konstanty, které musime urcit z okrajovych podminek. Chceme aby platilo

lim f=0,

z—+oo
coz znamend, ze pozadujeme lim,_, ;o f4 = 0, odkud plyne, ze B, = 0. Resenim je tedy funkce

fr=Ape™,
COZ znamena, ze

Yy =A e [_13] .
Doposud jsme zjistili, ze plati
y-=Ae* B] ; Y4 = Bye {13]

Zbyva urcit hodnotu konstant A_ a B, . K tomu pouzijeme skokovou podminku

— lim y_ +zgrg+y+ +b=0,

z—0—

kterd vede na soutavu rovnic

1 1 0 0
s KRS
pro A_ a B,. ReSenim je
A_=-2
5
a
B, = _2
+ 5’

a feSenim zadané rovnice je tudiz regularni distribuce ptifazena funkci

f 7%6217 <0
—%e*?”“, x> 0.

Ulohu Ize také vytesit s pouzitim Fourierovy transformace. Pouzijeme Fourierovu transfroamci definovanou vztahem

_ 1 x ixeg x
FINE) = [ 160t ax.
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kde d je dimenze prostoru, na kterém pracujeme. S pouzitim standardnich pravidel pro praci s Fourierovou trans-
formaci zjistime, ze Fourierova transformace rovnice je

FIf) (—€2 —ig — 6) = —,
(- —ie-0) = =
kde jsme také vyuzili znamého vztahu pro Fourierovu transformaci Diracovy distribuce. Plati tedy
a
Flfl = ,
N=Tme o
odkud
f=F" { : } :
V2 (—£2 — i€ — 6)

Zbyva tedy spocist inverzni Fourierovu transformaci. Vyraz (—5 R 6) rozlozime na parcialni zlomky a vysledkem
je

7 [J%(—@a_ 15—6)] -7 (Fl [5(5121)} - [5(£1+3I)D

Spocteme inverzni Fourierovu transformaci obou s¢itancu. Jest

b= =T
5E-20)]  Vor Jeon 5E—20)
a pro vypocet integralu pouzijeme néastroje z komplexni analyzy. Budeme zkoumat integral z komplexni funkce

ie—l.’I:Z

9(2) =def m7

podél kiivky -y, kterou je kruhovy oblouk o poloméru R v horni/dolni komplexni poloroviné. Parametrizace obloku

v hornf poloroviné je z = Rel¥, p € (0,7), parametrizace dsecky na realné ose je z = &, £ € (=R, R). Pro danou
parametrizaci tedy plati
[

Jelikoz je ¢ € (0,7) vidime, Ze vyraz

R je—iz€ ™ ie—ixRei‘P )
dz = —d ————iRe'Y dop.
o= [ stemag et | st e

R

. ip . S
e iz Re —e vacosgoe:cRsmcp

zustava pro R — 400 omezeny pro < 0. Pfes kruhovy oblouk v horni komplexni poloroviné lze tedy integrovat
pouze pro x < 0. Naopak, pro z > 0 musime zvolit integraci pfes kruhovy oblouk v dolni komplexni poloroviné.
Zabyvejeme se nyni pripadem z < 0. S pouzitim Jordanova lemmatu snadno ukazeme, ze

> ie~iz¢
li - 0 e
Refoc LR 9(2)dz /5_00 52 %

Podle reziduové véty ovsem plati, ze

RE»I-EOOL g(z)dz = 2mires. cinty, 9(2).

V horni poloroving mé funkce g(z) jednu singularitu, a sice v bodé z; = 2i, a tato singularita je jednondsobnym
polem. Residuum v bodé z; = 2i je

ie2:v
€S, cintyy — Ty
a proto pro x < 0 plati
oo iefia:g eQ:r
/ ——d{ = 21—.
§=—o0 5 (5 - 21) 5

Pro > 0 integrujeme pies kruhovy oblouk v dolni komplexn{ poloroving, kde vsak funkce g(z) nemd singularitu,

a je proto
> je—ixg
—d¢ =0.
/.;:_oo 5 (5 - 21)

L 1t et [ orel oz <,
d [5(521)}_\/5/52_005(521)(15_{0, x> 0.

Celkem tedy
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Obdobné postupujeme pii vypoctu inverzni Fourierovy transformace pro druhy ¢len, tedy pii vypoctu integrélu

4 i 1 too jeiag
d &@+w]‘wmé_w5@+wdé

Integral opét spocteme integraci funkce

sa—ixz

. 1€
—df 5z + 3i)

podél vhodné kiivky v komplexni roviné. Pro x < 0 volime jako integra¢ni kiivku -y p kruhovy oblouk v horni
komplexn{ poloroving, kde vsak funkce ¢g(z) nem4 singularitu. Okamzité tedy vidime, ze pro z < 0 plat{

+o0 ie—ixf
——dé=0
4=ﬂw5@+3o ¢

Naopak, pro z > 0 integrujeme pies kruhovy oblouk v dolni komplexni poloroving, kde ma funkce g(z) singularitu

9(2)

v bodé z, = —3i. Reziduova véta a Jordanovo lemma tak vede pro z > 0 k vysledku
+o0 sa—izé ia—iTz —3z
ie ie e
———d{ = —2mires, -3 ———~ = 21—
/gz_oo5(5+3i) &= —2mires,—si gy T 25

(Jedno znaménko minus je kvuli orientaci integraéni kiivky.) Celkem tedy

71 [ i } 1 /+°° ie~iz¢ dé = 0, x <0,
5(E+3)]  Vor Jemwo B(E+3D) | V2, x>0
Pro hledanou funkci f proto dostaneme

Ca (a0 ] e[ i\ [-gen a<o,
1= ) h@+mﬂ>{€w%,xza

coz je kupodivu tentyz vysledek, jakého jsme dosahli s pouzitim prvné studovaného postupu.




