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Jednotlivé kroky při výpočtech stručně, ale přesně od̊uvodněte. V př́ıpadě studia č́ıselných řad doslovně uved’te jaké kritérium
použ́ıváte při studiu konvergence. Ve výpočtech můžete bez daľśıho komentáře použ́ıvat známé výsledky ohledně konvergence

řad
∑+∞
n=1

1
nα a

∑+∞
n=1

(−1)n
nα , vlastnosti řad

∑N
n=1 sin (nx),

∑N
n=1 cos (nx), a dále Taylorovy rozvoje elementárńıch funkćı.

Jméno:

Př́ıklad 1 2 3 4 5 6 Celkem bod̊u

Bod̊u 6 6 6 6 6 6 36

Źıskáno

1.[6] Najděte pomoćı Taylorova polynomu

lim
x→0

arcsinx− arctanx

x3
.

Řešeńı:

Jelikož ve jmenovateli máme x3, stač́ı určit Taylorovy polynomy funkćı arcsin a arctan stupně 3 v bodě x = 0. Plat́ı

arcsin 0 = 0,

(arcsinx)′
∣∣
x=0

=
1√

1− x2

∣∣∣∣
x=0

= 1

(arcsinx)′′
∣∣
x=0

= −1

2

−2x

(1− x2)
3
2

∣∣∣∣
x=0

=
x

(1− x2)
3
2

∣∣∣∣
x=0

= 0

(arcsinx)′′′
∣∣
x=0

=
(1− x2)

3
2 − 3

2x(1− x2)
1
2 (−2x)

(1− x2)3

∣∣∣∣
x=0

=
(1− x2)− 3

2x(−2x)

(1− x2)
5
2

∣∣∣∣
x=0

=
1 + 2x2

(1− x2)
5
2

∣∣∣∣
x=0

= 1

a

arctan 0 = 0,

(arctanx)′
∣∣
x=0

=
1

1 + x2

∣∣∣∣
x=0

= 1,

(arctanx)′′
∣∣
x=0

= − 2x

(1 + x2)2

∣∣∣∣
x=0

= 0,

(arctanx)′′′
∣∣
x=0

= −2(1 + x2)2 − 8x2(1 + x2)

(1 + x2)4

∣∣∣∣
x=0

= −2(1 + x2)− 8x2

(1 + x2)3

∣∣∣∣
x=0

=
6x2 − 2

(1 + x2)3

∣∣∣∣
x=0

= −2.

Tud́ıž

arcsinx = x+
x3

3!
+ o(x3),

arctanx = x− 2x3

3!
+ o(x3),

arcsinx− arctanx =

(
1 + 2

6

)
x3 + o(x3) =

x3

2
+ o(x3), x→ 0.

To znamená, že

lim
x→0

arcsinx− arctanx

x3
= lim
x→0

x3

2 + o(x3)

x3
=

1

2
.
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2.[6] Najděte a ∈ R tak, aby existovala vlastńı limita

lim
(x,y)→(0,0)

ln cos(x+ y) + axy

x2 + y2

a tuto limitu určete.

Řešeńı:

Položme y = kx, pak limita přejde na

lim
x→0

ln cos(x(1 + k)) + akx2

(1 + k2)x2
= lim
x→0

ln
(
1− (1+k)2x2

2! + o(x2)
)

+ akx2

(1 + k2)x2

= lim
x→0

ln
(
1− (1+k)2x2

2! + o(x2)
)

+ akx2

(1 + k2)x2

= lim
x→0

− (1+k)2x2

2 + o(x2) + akx2

(1 + k2)x2

= lim
x→0

−(1 + 2k + k2)x2 + 2akx2 + o(x2)

2(1 + k2)x2

= −1

2
+
ak − k
1 + k2

.

Vid́ıme, že limita nezáviśı na k jen pro a = 1. Pro tuto hodnotu a poč́ıtejme dále

lim
(x,y)→(0,0)

ln cos(x+ y) + xy

x2 + y2
= lim
r→0+

ln cos(r(cosϕ+ sinϕ)) + r2 cosϕ sinϕ

r2

= lim
r→0+

ln
(
1− r2(cosϕ+sinϕ)2

2! + o(r2)
)

+ r2 cosϕ sinϕ

r2

= lim
r→0+

− r
2(1+2 cosϕ sinϕ)

2! + o(r2) + r2 cosϕ sinϕ

r2

= lim
r→0+

− r
2

2 + o(r2)

r2
= −1

2
.

Vid́ıme, že pro a = 1 limita skutečně existuje a rovná se − 1
2 .
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3.[6] Rozhodněte, pro která α ∈ R konverguje řada

+∞∑
n=1

(
1− cos

1

n

)
nα.

Řešeńı:

Pro n ≥ 1 plat́ı 0 < 1
n ≤ 1 < π

2 a tedy 0 < cos 1
n < 1. Plat́ı (1− cos 1

n ) ∼ 1
n2 pro n→ +∞ a tedy(

1− cos
1

n

)
nα ∼ nα−2, n→ +∞.

Z limitńıho srovnávaćıho kritéria pro řady s kladnými členy tedy plyne, že studovaná řada konverguje právě tehdy,
když α− 2 < −1⇔ α < 1.
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4.[6] Necht’ F : R2 → R je definována předpisem F (x, y) =
x6

2
+
y4

4
− x + y − 1 a necht’ ϕ : (0, 1) → R+ je spojitá funkce

splňuj́ıćı F (x, ϕ(x)) = 0, x ∈ (0, 1). Rozhodněte o platnosti následuj́ıćıch výrok̊u:

1. ϕ je C2 na nějakém okoĺı bodu 1
2 ,

2. ϕ je monotonńı na nějakém okoĺı bodu 1
2 ,

3. ϕ je konvexńı na na nějakém okoĺı bodu 1
2 .

Řešeńı:

Plat́ı, že F je C2 na R2. Pro použit́ı věty o implicitńı funkci potřebujeme ještě spoč́ıtat hodnotu ∂F
∂y ( 1

2 , ϕ( 1
2 )). Plat́ı

∂F

∂y
(x, y) = y3 + 1,

a tedy
∂F

∂y

(
1
2 , ϕ( 1

2 )
)

= (ϕ( 1
2 ))3 + 1 6= 0,

protože ϕ( 1
2 ) > 0 podle předpoklad̊u. Podle věty o implicitńı funkci tedy existuj́ı δ,∆ > 0 a C2 funkce ξ : ( 1

2−δ,
1
2 +δ)→

(ϕ( 1
2 )−∆, ϕ( 1

2 ) + ∆), že ξ( 1
2 ) = ϕ( 1

2 ) a

{(x, ξ(x)) ∈ R2 : x ∈ ( 1
2 − δ,

1
2 + δ))} = {(x, y) ∈ ( 1

2 − δ,
1
2 + δ)× (ϕ( 1

2 )−∆, ϕ( 1
2 ) + ∆) : F (x, y) = 0}.

Protože je ϕ spojitá, existuje U ⊆ ( 1
2 − δ,

1
2 + δ), okoĺı bodu 1

2 , že ϕ(x) ∈ (ϕ( 1
2 )−∆, ϕ( 1

2 ) + ∆) a tedy ϕ = ξ na U , což
dává, že ϕ je C2 na U . Výrok (1) je tedy pravdivý.

Protože plat́ı F (x, ϕ(x)) = 0, x ∈ (0, 1) a ϕ je C2 na (0, 1), plat́ı

3x5 + (ϕ(x))3ϕ′(x)− 1 + ϕ′(x) = 0 a 15x4 + 3(ϕ(x))2(ϕ′(x))2 + (ϕ(x))3ϕ′′(x) + ϕ′′(x) = 0

a tedy

ϕ′( 1
2 ) =

1− 3( 1
2 )5

(ϕ( 1
2 ))3 + 1

> 0 a ϕ′′( 1
2 ) = −

15( 1
2 )4 + 3(ϕ( 1

2 ))2(ϕ′( 1
2 ))2

(ϕ( 1
2 ))3 + 1

< 0

Prvńı rovnice a fakt, že ϕ je C2 (stač́ı C1), dává, že ϕ′ je kladná na nějakém okoĺı bodu 1
2 a tedy ϕ je rostoućı na okoĺı

bodu 1
2 a výrok (2) je pravdivý.

Druhá rovnice a fakt, že ϕ je C2, dává, že ϕ′′ je záporná na nějakém okoĺı bodu 1
2 a tedy ϕ je ryze konkávńı na okoĺı

bodu 1
2 a výrok (2) je nepravdivý.
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5.[6] Najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice y′ + 2xy = 4x
y . (Nápověda: Jde o Bernoulliho rovnici y′ + p(x)y = q(x)yα

pro p(x) = 2x, q(x) = 4x a α = −1. Zavedt’e substituci z = y2.)

Řešeńı:

Rovnici přenásob́ıme výrazem 2y, dostanete rovnici 2yy′+4xy2 = 8x. Jelikož z′ = 2yy′ a tedy rovnice má po substituci
tvar z′ + 4xz = 8x, což je lineárńı rovnice 1. řádu, tj. rovnice tvaru z′ + a(x)z = b(x) pro a(x) = 4x a b(x) = 8x.

Integraćı dostaneme A(x), primitivńı funkce a a(x) je např. 2x2 a B(x), primitivńı funkce k b(x)eA(x) = 8xe2x
2

je

např. 2e2x
2

.

Obecné řešeńı je tedy ve tvaru

z(x) = B(x)e−A(x) + Ce−A(x) = 2e2x
2

e−2x
2

+ Ce−2x
2

= 2 + Ce−2x
2

, x ∈ R, C ∈ R.

Pro obecné řešeńı p̊uvodńı rovńıce provedeme zpětnou substituci a dostaneme

y(x) = ±
√

2 + Ce−2x2 .

Je ale nutné, aby x splňovalo 2 + Ce−2x
2

> 0.

Pokud C > −2, je i Ce−2x
2

> −2, x ∈ R. Pro C ≤ −2 plat́ı

Ce−2x
2

> −2 ⇐⇒ |x| >

√
−1

2
log

(
− 2

C

)
.

Dostáváme tedy řešeńı

y(x) = ±
√

2 + Ce−2x2 ,

{
x ∈ R, C > −2,

x ∈
(
−∞,

√
− 1

2 log
(
− 2
C

))
,
(√
− 1

2 log
(
− 2
C

)
,∞
)

C ≤ −2.
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6.[6] Jaký nejmenš́ı a největš́ı obsah může mı́t trojúhelńık s vrcholy (0, 0), (1,−1) a (x, y), kde x2

4 + y2 = 1 a x, y ≤ 0.

Připomeňme, že obsah trojúhelńıku s vrcholy (xA, yA), (xB , yB) a (xC , yC) je dán

1

2

∣∣∣∣∣∣det

 1 1 1
xA xB xC
yA yB yC

∣∣∣∣∣∣ .

Řešeńı:

Položme

M1 =

{
(x, y) ∈ (−∞, 0)× (−∞, 0) :

x2

4
+ y2 = 1

}
, M2 = {(−2, 0), (0,−1)}, .

a

M = M1 ∪M2 =

{
(x, y) ∈ R2 :

x2

4
+ y2 = 1, x, y ≤ 0

}
.

Obsah trojúhelńıku s vrcholy (0, 0), (1,−1) a (x, y) je roven 1
2

∣∣∣∣det

(
1 −1
x y

)∣∣∣∣ = 1
2 |x + y|. Protože pro všechny body

(x, y) ∈M plat́ı x+ y < 0, zaj́ımaj́ı nás globálńı extrémy funkce f(x, y) = − 1
2 (x+ y) vzhledem k množině M . Ty jistě

existuj́ı protože M je uzavřená a omezená (a neprázdná) a f spojitá vzhledem k M .

Pokud má být bod (x, y) bodem globálńıho extrému f vzhledem k M , muśı být bodem lokálńıho extrému f vzhledem
k M1, nebo M2. Body lokálńıho extrému f vzhledem k M2 jsou zjevně body (−2, 0) a (0,−1).

Položme g(x, y) = x2

4 + y2− 1. Pro bod (x, y), který je bodem lokálńıho extrému f vzhledem k M1 muśı platit alespoň
jedna z podmı́nek

• ∇g(x, y) = 0.

• existuje λ ∈ R, že ∇f(x, y) = λ∇g(x, y).

Máme ∇f(x, y) = (− 1
2 ,−

1
2 ) a ∇g(x, y) = (x2 , 2y). Prvńı podmı́nka neńı splněna v žádném bodě M2 a druhá podmı́nka

dává soustavu

−1

2
=
λx

2
,

−1

2
= 2λy,

x2

4
+ y2 = 1.

Prvńı dvě rovnice dávaj́ı podmı́nku x = 4y a jej́ım dosazeńım do třet́ı rovnice dostáváme 5y2 = 1. Tedy y = − 1√
5

(chceme y < 0) a tedy dostáváme bod (− 4√
5
,− 1√

5
). Dosazeńım dostaneme

f(−2, 0) = 1, f(0,−1) = 1
2 , a f(− 4√

5
,− 1√

5
) =

√
5
2 .

Nejmenš́ı mozný obsah je tedy 1
2 a největš́ı

√
5
2 .
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