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Uvod a zdkladné informéacie

Harmonogram vyuky

]
N

14x prednaska / 11x cviCenie | 6 tématickych okruhov;

Korekvizita: NMFM301 - Statistika pro finanéni matematiky;
(NMFM301 musi byt alespori zapsan soucasné s pfedmétem NMFM310)

Deterministické modely

1 Vyrovnavani dat, klouzavé priméry;
1 Diferenciélni rovnice a modely ristu;
[d Linearni regulace a linearni soustavy;

Stochastické modely

1 Markovovy fetézce s diskrétnim ¢asem a stavovym prostorem;
1 Casové fady, ARMA procesy;
[ Poissondv proces a ptibuzné modely;

Dalsie podrobnosti: http://www.karlin.mff.cuni.cz/~maciak
Outline NMFM332: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~maciak/NMFM332/nmfm332-outline2023.pdf
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https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~maciak/nmfm310_2021.php
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~maciak/NMFM332/nmfm332-outline2023.pdf

!VO! a za! a!ne Informacie

Dopliujica/doporucena literatira

4 Mandl, P.: Pravdépodobnostni dynamické modely.
Academia Praha, 1985.

[ Praskova, Z., Lachout, P.: Zaklady nahodnych procesu I.
Matfyzpress, Praha, 2012.

1 Praskova, Z.: Zaklady nahodnych procesii Il.
Karolinum, Praha, 2004.
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Uvod a zdkladné informéacie

Dopliujica/doporucena literatira

4 Mandl, P.: Pravdépodobnostni dynamické modely.
Academia Praha, 1985.

[ Praskova, Z., Lachout, P.: Zaklady nahodnych procesu I.
Matfyzpress, Praha, 2012.

1 Praskova, Z.: Zaklady nahodnych procesii Il.
Karolinum, Praha, 2004.

—+ doplriujdce bibliografické odkazy a referencie uvedené v priebehu prednasky;

(Samotny PDF sibor so slidami z prednsky neni postaéujiicim materidlom pre
ispesné zloZenie skisky; Sti¢astou skisky st aj teoretické odvodenia a dbkazy,
ktoré nie si explicitne uvedené v slidoch, ale budii odvodené vramci prednsky)
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Kapitola 1

Vyrovnavani dat
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Co st to data? Co je to model? Big data?
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(Anglické) slovo "data” prvykrat pouZité v roce 1640;

V zmysle "transmittable and storable computer information” v roku 1946;
V zmysle “data processing” bolo prvykrat pouzité v roku 1954;

Data — konkrétne hodnoty kvalitativnych a kvantitativnych premennych;

Merané, zbierané, analyzované, reportované a interpretované hodnoty;

[ Sy S Wy

Big data - objemné, réznorodé, ale strukturované informace (offline/online);
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Pfedndska 1 || Vyrovnavani dat 16.02.2023

Data v matematike, stochastike a sStatistike

0 Data (informécie) mdZeme kategorizovat podla réznych kritérii,
ale z hladiska matematiky /$tatistiky je podstatne rozli$ovat
deterministicky a stochasticky charakter dat;

[V statistike sa Casto vyuziva pojem nahodny vybér;
(nezavisle, stejné rozdélené nidhodné veli¢iny — i.i.d. z anglického
"Independent and Identically Distributed random variables™)

[d V praxi Casto ¢asovo zavisla Struktiira pozorovani — napr. ¢asové rady;
(vyvoj hodnot v ase — resp. v diskrétnych &asovych okamzikoch)

[ napr. hodnota kurzu x(t) pro t € {t1,..., ta};
[ alebo vzdjomne porovnanie, napr. x(t) vs. y(t);
1 alebo data (xl,yl)T, A (xn,yn)T, pro uspofddané indexy;

[ ZAvislé a Casto nestejné rozdelené nahodné velic¢iny — n.i.n.i.d;
(jak takéto data analyzovat a jaké (vhodné) metdédy/modely pouzivat?)
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Vyrovnavani dat

Jednd sa o preloZenie dat vhodnou (hladkou) kfivkou, kterd v uréitom
zmysle vystihuje nejakd zakladnt vlastnost dat, ale neberie v potaz
drobné chyby, nepresnosti, alebo fluktuace (charakterizace dat).
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!re!na!!a l !yrovnavanl !al !!l!!l!!

Vyrovnavani dat

Jednd sa o preloZenie dat vhodnou (hladkou) kfivkou, kterd v uréitom
zmysle vystihuje nejakd zakladnt vlastnost dat, ale neberie v potaz
drobné chyby, nepresnosti, alebo fluktuace (charakterizace dat).
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Jak volit "hladku k¥ivku”? A musi byt vzdy hladka?
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Jak volit "hladku k¥ivku”? A musi byt vzdy hladka?
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Prednaska 1 || Vyrovnavani dat 16.02.2023

Od parametrickych az po neparametrické postupy

V zasade rozliSujeme tri zakladné pristupy pri modelovani dat, resp. pri
prekladani dat (ne nutné hladkou) kfivkou. Zakladny rozdil je v celkové
mife flexibility /adaptivity a zlozitosti/komplexity vysledného modelu.

1 Parametricky postup

1 jednoduchost
(jednoduchy model, vypolet, aj interpreticia, priamociaré vlastnosti)
3 malo flexibilny
(prilis trividlny model, ktory &asto nedostateéné vystihuje podstatu dat)
1 Neparametricky postup
1 vyborna flexibilita
(bez nutnych predpokladov na konkrétny parametricky tvar kfivky)
3 prilis zlozity
(pomerne ndroény na vypocet, zloZité vlastnosti a tieZ interpretécia)
1 Semiparametricky postup

[ dostatecne flexibilny, akceptovatelna zlozitost

(bez predpokladov na konkrétny tvar, ale pomocou (skrytych) parametrov)
[ malo intuitivny

(kombinacia dobrych, ale aj zlych vlastnosti predchadzajicich postupov)
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Prednaska 1 || Vyrovnavani dat 16.02.2023

Kde, kedy a ako to zacalo?

1y

o Roger Cotes (1682 - 1716) 0 Tobias Mayer (1723 - 1762) o Pierre-Simon Laplace (1749-1827) 0 Roger Joseph Boscovich (1711 - 1787)
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Prednaska 1 || Vyrovnavani dat 16.02.2023

Kde, kedy a ako to zacalo?

o Roger Cotes (1682 - 1716) 0 Tobias Mayer (1723 - 1762) o Pierre-Simon Laplace (1749-1827) 0 Roger Joseph Boscovich (1711 - 1787)

]

]

1722 — kombinacia viacerych rdéznych pozorovani uskutoénenych za stejnych podminek,
namiesto presnej replikicie experimentu (method of averages);

1750 — $tadium pohybu Mesiaca kolem zemé v roce 1750 (Tobias Mayer) a sledovanie
vzijomného pohybu Jupitera a Saturnu (Laplace);

1757 — kombinacia viacerych rdéznych pozorovani uskutoénenych za rdéznych
(kontrolovanych) podmienok pri $tidiu tvaru Zeme Boscovichom (least absolute deviations);

1799 — chyba aproximécie meran4 ako absulttna vzdialenost vs. kvadrat vzdialenosti vs.
metdda veddca k jej minimalizacii (Laplace vs. Gauss);
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rednaska yrovnavani dat

Kalibracia metédou najmensich Stvorcov

Adrien-Marie Legendre (1752 — 1833)

Johann Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855)

1 Legendre vyuzil metédu najmensich Stvorcov na fitovanie linedrnych
rovnic na rovnaké data, ktoré vyuzil Laplace na meranie velkosti a tvaru
Zeme. Metdda je popisana ako algebraicka procediira;

[J Gauss tvrdil, Ze metdda je mu zndma uz od roku 1795. Prepojil metédu
najmensich Stvorcov least s principmi teérie pravdepodobnosti a definoval
metdédu odhadovania, ktord minimalizuje chybu — normélne rozdelenie;
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!re!na!!a l !yrovnavanl !al !!l!!l!!

Metdéda nejmensich ctverci

[d metdda sa postupne vyvinula v stvislosti
s astronémiou a geodéziou pri rieSeni
problémov s navigaciou lodi;

(1 P.Laplace a T. Mayer vyuzili tzv. metodu
priemerov pre vysvetlenie pohybov
nebeskych telies jiz v roce 1750;

0 prvykrat publikovana (Legendre, 1805)
ako algebraicky nastroj na fitovanie
linedrnych rovnic na data;

1 C.F. Gauss v 1809 publikuje pracu o
metode najmensich $tvorcov a déava ju
stvislosti s teériou pravdepodobnosti a

Charles Friedrich Gauss (1777 — 1855) nOrmé|nym rozdelenim;
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Prednaska 1 || Vyrovnavani dat 16.02.2023

Dokaz fungovania metddy: Znovuobjavenie Ceres

[ Taliansky astronom Giuseppe Piazzi objavil asteroid Ceres 1. Januara 1801 a
sledoval ho 40 dni az kym sa asteroid nestratil za Ziarou Slnka — posledné
pozorovanie (z celkovych 24) urobil 11. Februara, 1801.

[ Na zaklade tychto dat sa astronomovia rozhodli uréit polohu Ceresu po
naslednom vystupe zpoza Slnka, ale bez nutnosti riesit zlozité Keplerové
nelinearne rovnice planetarnych pohybov.

1 Na zaklade ¢lanku a dat publikovanych v ¢asopise Monatliche Correspondenz
v Septemberi 1801, J.C.F.Gauss (v tom &ase 24 roény) bol jediny, kto tispSene
predikoval polohu pri znovuobjaveni Ceresu.

1 Mad arsky astronén Heinrich W. M. Olbers nasledne nasiel Ceres na odhadnutej
polohe 31. Decembera, 1801.

Eccentricity: 0.080 Perihelion (q): 2.544 a.u.
Orbital Period: 4.599 years Aphelion (©): 2.987 a.u.

Distance from Sun: 2.983 a.u.
Distance from Earth: 2.135 a.u. Orbital inclination: 10.6°




!re!na!!a l !yrovnavanl !a! !!l!!l!!

Parametrické vyrovnavanie dat

KF¥ivka jednoznaéne uréena niekolkymi parametrami

[0 ptedem zvolime tvar hladké k¥ivky napr. parabola x — a + bx 4+ ¢cx?;
neznama kfivka definovand pomocou neznamych parametrov a, b, c € R;
parametre majui konkrétnu a ¢asto priamociaru interpretaciu;
odhady parametrov minimalizaciou st¢tu Stvorcov odchylek;

volba poétu parametri = konkrétny tvar a flexibilita k¥ivky;

O 00 oo

rozhodnuti mezi celkovym poctem parametr( a velikosti souctu Ctvercd;

NMFM332 | Statistika pro finanéni matematiky 2
14

N
N}
©




Prednaska 1 || Vyrovnavani dat 16.02.2023

Parametrické vyrovnavanie dat

KF¥ivka jednoznaéne uréena niekolkymi parametrami

[0 ptedem zvolime tvar hladké k¥ivky napr. parabola x — a + bx 4+ ¢cx?;
nezndma kfivka definovand pomocou nezndmych parametrov a, b, ¢ € R;
parametre maji konkrétnu a ¢asto priamociaru interpretaciu;
odhady parametrov minimalizaciou st¢tu Stvorcov odchylek;

volba poétu parametri = konkrétny tvar a flexibilita k¥ivky;

O 00 oo

rozhodnuti mezi celkovym poctem parametr( a velikosti souctu Ctvercd;

There is no free lunch!
[ pro dostatecne velky pocet parametrov —> interpolace dat;
[ interpolace = nulovy soucet Ctvercii = zadne vyhlazeni dat;

[ tzv. Bias-variance Trade-off (vychylenie vs. variabilita);
(rozhodnutie vzhladom k celkovej flexibilite a komplexite finalneho modelu)
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!re!na!!a l !yrovnavanl !al !!l!!l!!

Metdéda nejmensich ctvercl — algebraicky

O predpokladame jednoduché data {(xi,y;) € R%; i=1,...,n};
[ obecné ptedpokladame tvar néjaké (hladké) k¥ivky

x — ath(x) + af(x) + - + apfp(x),

pro néjaké nezname parametry ag,...a, € R;
[d ozna¢me odhadnuté hodnoty parametrov jako ai,...3, € R;

[ pak vyrovnand hodnotu v datech {(x;,yi); i =1,..., n} |ze zapsat jako
Vi=aA0x5)+ 2h(x)+ -+ 3pfh(x),

kde y; znadi vyrovnani hodnotu prislusni hodnoté y;;
[ pro skrateny zapis pomocou vektorov pouZivame (bold) znageni
)" )"

y:(y1v~--,}/n , J/\/:(}?Iyn-y},}n
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!re!na!!a l !yrovnavanl !a! !!l!!l!!

Metdéda nejmensich ¢tvercii — maticovo

(1 explicitne po zlozkach dostaneme vyrovnané hodnoty jako

- fi(x fa(x oo f(x R
. - fiEng fzgx;g . fzgx;g a
A N : S : :

¥ A(xn) Fa(xn) ... fp(xn) 3

[ struény/alternativny zapis v maticovom tvare jako
y=TF- 3,
kde @ = (31,...,3,)" je vektor odhadnutych parametrov a IF je prislu$na
matica (niekedy aj tzv. matica modelu);

4 odhady nezndmych parametrov ai, ..., a, € R jsou definované tak,
Ze minimalizuji nejmensi &tverce (soudet étvercii odchylek)

n

S0 =3 (5= D ah00) =D 0n - 502 =y - 913

i=1 j=1 i—1

= (y —Fa)' (y — Fa) = SSe;
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Prednaska 1 || Vyrovnavani dat 16.02.2023

Metoda nejmensich ¢tvercii — formalné

d formalné zapsané, odhady parametrov ai, ..., ap jsou definované jako
rieSenie minimaliza¢ného problému
n

= Argmin Z (yi - i ajﬂ'(Xi))2 (1)

i=1 j=1

L
[
o
[
<
-
4|

2.
21

= Argmin ||y —Fa|
RP

[ Ide o konvexny problém (minimalizicia konvexnej funkcie, cez konvexnt
mnozinu) a teda existuje globalne minimum, které je rieSenim normalnych
rovnic. Ak ma IF pInti hodnost, tak existuje jednozna&né riedenie;

Samostatny kol

[ Ukazte, Ze problém (1) je naozaj konvexny problém. Za akych
podmienok ma matica F € R"*P pIni hodnost?

1 Dokéazte, ze dosazené Feseni je skutecné globalnim minimem.

1 Jaké je fedeni dlohy (1), ak by F neméla plnou hodnost?
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Prednaska 1 || Vyrovnavani dat 16.02.2023

Metéda nejmensich ctverci — priklad

)T

Uvazujte data (yi,x1 ,...,(xn,yn)T, které chceme prelozit jednoduchou
pfimkou, t.j. x — a1 + axx, pro dva nezndme parametre a, a> € R.

N4ajdéte explicitné FeSeni pro rovnicu vyhlazovaci pfimky (t.j., odhady a1 a a/E)




Prednaska 1 || Vyrovnavani dat 16.02.2023

Metéda nejmensich ctverci — priklad

T

Uvazujte data (yi,x1)'...., (xn,yn)T, které chceme prelozit jednoduchou
pfimkou, t.j. x — a1 + axx, pro dva nezndme parametre a, a> € R.

N4ajdéte explicitné FeSeni pro rovnicu vyhlazovaci pfimky (t.j., odhady a1 a a/E)

Pravdépodobnostni/stochasticka interpretace:
[0 nahodny vektor Y = (Yi,..., Y,)" ajeho realizace y = (y1,...,yn) ' ;
1 predpoklddame, zZe plati model Y = Fa + ¢;
O vektor ndhodnych chyb € = (e1,...,&,)" ~ (0, o°I);
[d z vlastnosti stfedni hodnoty a rozptylu Ize prepsat jako

EY = Fa VarY = o7,

pro jednotkovou matici I = Diag{1,...,1}, typu n X n;




Prednaska 1 || Vyrovnavani dat 16.02.2023

Regresni model — teoretické vlastnosti odhadu

Véta: Sttedni hodnota a rozptyl odhadu parametru v linedrni regrese

Méjme linedrny regresny model Y = TFa + &, pro vektor
nadhodnych chyb se slozkami s nulovou stfedni hodnotou Ee =
(Ee1,...,Eep)T =(0,...,0)" a rozptylovou matici Var & = L.

Pak plati, ze

[ odhad parametru a € R? metédou nejmensich &tverca je
nestranny a jeho rozptyl je o?(F'F)~;

0 jsou-li navic (yi,e/)7, pro i =1,..., n nezévislé a stejné rozdelené
(i.i.d.), pak je a (silne) konzistentni odhad vektoru a;

[ plati-li navic g; ~ N(O, 02) pak odhady parametri ai, ..., ap maji
také normalné rozdéleni a plati, ze & ~ N,(a, o>(F'F)™%);

Gauss-Markova véta fika, ze odhad a je nejlepsi, nestranny, linearni odhad vektoru
parametrov a € RP (tzv. BLUE — Best Linear Unbiased Estimate)




Prednaska 1 || Vyrovnavani dat 16.02.2023

Parametricky = Semiparametricky postup

Parametre, ktoré sa nachadzaji v modeli nemaji priamy vztah na tvar
neznamej krivky a taktiez nemaji intuitivnu interpretaciu, jako tomu bylo
v ptipadé parametrickych modelov.

0 SPLINY - po &astech (lokalne) parametrické vyhlazovani;
(nezndma kfivka je pofad definovand pomoci parametri, ale
parametre nedefinuji pfimo tvar dané kfivky)

(4 Vhlazovani je proto mnohem flexibilnejSi a adaptivnejsi;
(kromé& samotnych nezndmych parametri jsou ale potfebné
dodatecné parametry — tzv. uzly a tieZ mnoZina tzv. bazickych
funkcii—resp. splinovd baze)

(1 uzly definuji podintervaly definicného oboru kfivky;
(diilezitd je pak otdzka, jak uzly spravné volit; v podintervalech jsou
Casti krivky definované riizne, ale celkova kfivka ma hezké, predem
dané vlastnosti)
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Prednaska 1 || Vyrovnavani dat 16.02.2023

Lokalni vyhlazovani pomoci Splint

Definice: Spline

Necht & < & < .-+ < & je poslouplnost vnitinich uzli (bodi)
z defini¢niho oboru D = [&y, £k+1]. Pak splinem ¥adu ¢ € N U {0}
nazveme nazveme libovolnou funkci f takovou, kterd je v kazdém
intervalu [¢;, {41], proj =0, ..., k polynomem stupné ¢ a ktera ma
v celém defini¢nim oboru D = ujkzo[gj,gjﬂ] spojité derivace (jed-
nostranné derivace v krajnich bodech) az do ¥adu (¢ — 1) (v&etné).
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Lokalni vyhlazovani pomoci Splint

Definice: Spline

Necht & < & < .-+ < & je poslouplnost vnitinich uzli (bodi)
z defini¢niho oboru D = [&y, £k+1]. Pak splinem ¥adu ¢ € N U {0}
nazveme nazveme libovolnou funkci f takovou, kterd je v kazdém
intervalu [¢;, {41], proj =0, ..., k polynomem stupné ¢ a ktera ma
v celém defini¢nim oboru D = U}‘:O[fj,gjﬂ] spojité derivace (jed-
nostranné derivace v krajnich bodech) az do ¥adu (¢ — 1) (v&etné).

Uvazujte interval (0, 1) jako defini¢ny obor D. Definujte posloupnost uzli 0 <
&1 < & < 1 a navrhnéte spline ttetiho fadu (£ = 3) na D tak, aby spliioval
definici.




Riizne splinové bazy

Existuje celad Fada riznych zplsobi, jak definovat splinovu bazu a sestrojit spline.
Nektéré metody jsou intuitivné a jednoduché, ale vypocetné naro¢né pro velké n € N.
Jiné jsou pomerné zlozite a hodné Spatné interpretovatelné, ale zase vypocetné

stabilngjsi.

1 Truncated Splines
A jednoduché, intuitivne, jednoduché na odvodenie;
[ vypoletne nestabilné hlavne pre velké n € N (alebo/a velké p € N);

1 B-Splines
[ vypocetné stabilné a jednoduché pro invertovani F;
1 obecné pro ¢ € N nelze explicitné vyjad¥it (napr. De Boor rekurze);

[ Ortogonalne spliny
[ vypoletne velmi jednoduché, okamzita invertibilita, numericka stabilita;
A netrividlne na vytvorenie, naro¢né na interpretaciu;
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redn yrovnavani

Riizne splinové bazy

Existuje celad Fada riznych zplsobi, jak definovat splinovu bazu a sestrojit spline.
Nektéré metody jsou intuitivné a jednoduché, ale vypocetné naro¢né pro velké n € N.
Jiné jsou pomerné zlozite a hodné Spatné interpretovatelné, ale zase vypocetné

stabilngjsi.

1 Truncated Splines
A jednoduché, intuitivne, jednoduché na odvodenie;
[ vypoletne nestabilné hlavne pre velké n € N (alebo/a velké p € N);

1 B-Splines
[ vypocetné stabilné a jednoduché pro invertovani F;
1 obecné pro ¢ € N nelze explicitné vyjad¥it (napr. De Boor rekurze);

[ Ortogonalne spliny
[ vypoletne velmi jednoduché, okamzita invertibilita, numericka stabilita;
A netrividlne na vytvorenie, naro¢né na interpretaciu;

1 Mnoho jinych ...
d Box spliny, M-Spliny, T-Spliny;
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Porovnani: T-spliny, B-spliny, O-spliny

1 Uzly: & = 0.3,& = 0.7; Stupeni ¢ = 1 (linedrne spliny (baze));

Basis Functions Basis Functions

00 02 04 06 08 10
L

00 02 04 06 08 10
L
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Porovnani: T-spliny, B-spliny, O-spliny

1 Uzly: & = 0.3,& = 0.7; Stupeni ¢ = 1 (linedrne spliny (baze));

00 02 04 06 08 10
L

Basis Functions

Basis Functions

00 02 04 06 08 10

1 Uzly: & = 0.3,& = 0.7; Stupen ¢ = 3 (kubické spliny (baze));

00 02 04 06 08 10

Basis Functions

Basis Functions

00 02 04 06 08 10
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Prednaska 2 || Vyrovnavani dat 23.02.2023

Truncated splines — "zkosené” spliny

Priklad

0 mé&jme uzly & < & < & uvnité D, a necht ¢ = 1 (linearni spliny);
Pak pfisluéné funkce fi(x), ..., fo(x) maji nasledujici tvar:

i) =1, hAlkx)=x  f(x)=(x—&)

[ pro stejné uzly & < & < &3 uvniti D, a ¥ad £ = 3 (kubické spliny);
Pfislusné funkce fi(x), ..., fo(x) maji tvar:

Ax) =1, Hx)=x  fx)=(x—&),
) =2 B =%, fix)=(x— &)}

Pro splinové bazy obecné plati, ze p = £+ k + 1, kde £ € N je stupen splinové
bazy,resp. ¥ad splinu a k € NU {0} je polet vnitfnich uzld & < --- < & € D.




Pfednédska 2 || Vyrovnavani dat 23.02.2023

Semiparametricky = Neparametricky postup

Bez parametrov - zadny konkrétny tvar nezndme krivky, ani zapis
neznamej kfivky pomoci lineadrnej kombinace funkci bazy.
1 Klouzavé praiméry (KP) — lokélny neparametricky postup vyhlazovani;
(schopny zachytit trend — t.j. smér a miru pohybu pozorovanych hodnot)

[ nevystupuji tady zadne nezndme parametre, které bychom odhadovali;
(vyslednd vyhlazovaci kfivka je pouze funkci pozorovanych dat)

[ jedna se o tzv. lokalni vyrovnavani pozorovanych dat;
(v daném bodé x € D zévisi vyrovnani pouze od nékolika sousedii)

1 formalné zapsano, pro pozorovani y; ziskame hodnotu y; jako

r
)A/,-:Zvvjy,urj proi=r+1,...,n—r,
j=—r

¢o je vlastne vazeny priemer niekolko predchadzajiicich pozorovani a
rovnakého poctu nasledujlcich pozorovani;

z 47 M r

[ pro vahy w; plati, Ze Zj:,, w; = 1;

(¢islo r € N se nazyva délka klouzavého priméru)
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Obycejné (aritmetické) klouzavé priméry (KP)

[ vyhlazené hodnoty jsou definovany jako y; = Z,":_,
ale pouze pro data y; kdei=r+1,...,n—r;
d pro vahy w; plati, ze w; = Tirl a tiez E;:_r w; =1;

4 pro r = 1 dostaneme y; pomoci y; a dvou vedlejSich sousedd;

W Yitj,

o -
o
o
— - o
[u] o
o
o
> o o
o o
- | o
|
(I\l -
I I I I I I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Obycejné (aritmetické) klouzavé priméry (KP)

[ vyhlazené hodnoty jsou definovany jako y; = Z,":_,
ale pouze pro data y; kdei=r+1,...,n—r;

[ pro vahy w; plati, ze w; = Tirl a tiez E;:_r w =1;

4 pro r = 1 dostaneme y; pomoci y; a dvou vedlejSich sousedd;
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redn

yrovnavani

Obycejné (aritmetické) klouzavé priméry (KP)

4

a
a

vyhlazené hodnoty jsou definovany jako y; = Z,":_, W, Yitj,
ale pouze pro data y; kdei=r+1,...,n—r;

pro vahy w; plati, ze w; = Tirl a tiez Z;:_r w; =1;

pro r = 1 dostaneme y; pomoci y; a dvou vedlejSich sousedil;
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redn yrovnavani

Obycejné (aritmetické) klouzavé priméry (KP)

(0 vyhlazené hodnoty jsou definovény jako yi = >

r
j=—r WiYitis

ale pouze pro data y; kdei=r+1,...,n—r;

, ) - 1 . v r 1.
O pro vahy w; plati, ze w; = 55 a tieZ Zj:_r w; =1,

4 pro r = 1 dostaneme y; pomoci y; a dvou vedlejSich sousedd;

~ -
[m]
— [m]
o [m]
> o 8
[m]
]
o
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|
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redn yrovnavani

Obycejné (aritmetické) klouzavé priméry (KP)
[ vyhlazené hodnoty jsou definovany jako y; = Z'.

j=—r WiYitis
ale pouze pro data y; kdei=r+1,...,n—r;

; /v 1 Y .
L pro vahy w; plati, Ze w; = 55 a tiez Z;:_r w =1;
4 pro r = 1 dostaneme y; pomoci y; a dvou vedlejSich sousedd;

o~ -
o
[m]
— o
o [m]
]
> o e
o
o | [m]
- _| o
|
(I\l _ 5
I I I I I I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X NMFM332 | Statistika pro finanéni matematiky 2

26 / 229




redn yrovnavani

Obycejné (aritmetické) klouzavé priméry (KP)
[ vyhlazené hodnoty jsou definovany jako y; = Z'.

j=—r WiYitis
ale pouze pro data y; kdei=r+1,...,n—r;

; /v 1 Y .
L pro vahy w; plati, Ze w; = 55 a tiez Z;:_r w =1;
4 pro r = 1 dostaneme y; pomoci y; a dvou vedlejSich sousedd;
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redn yrovnavani

Obycejné (aritmetické) klouzavé priméry (KP)
[ vyhlazené hodnoty jsou definovany jako y; = Z'.

j=—r WiYitis
ale pouze pro data y; kdei=r+1,...,n—r;

; /v 1 Y .
L pro vahy w; plati, Ze w; = 55 a tiez Z;:_r w =1;
4 pro r = 1 dostaneme y; pomoci y; a dvou vedlejSich sousedd;
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redn yrovnavani

Obycejné (aritmetické) klouzavé priméry (KP)

(0 vyhlazené hodnoty jsou definovény jako yi = >

r
j=—r WiYitis

ale pouze pro data y; kdei=r+1,...,n—r;

, ) - 1 . v r 1.
O pro vahy w; plati, ze w; = 55 a tieZ Zj:_r w; =1,

4 pro r = 1 dostaneme y; pomoci y; a dvou vedlejSich sousedd;
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redn yrovnavani

Obycejné (aritmetické) klouzavé priméry (KP)

(0 vyhlazené hodnoty jsou definovény jako yi = >

r
j=—r WiYitis

ale pouze pro data y; kdei=r+1,...,n—r;

, ) - 1 . v r 1.
O pro vahy w; plati, ze w; = 55 a tieZ Zj:_r w; =1,

4 pro r = 1 dostaneme y; pomoci y; a dvou vedlejSich sousedd;
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redn yrovnavani

Obycejné (aritmetické) klouzavé priméry (KP)

[ vyhlazené hodnoty jsou definovany jako y; = Z,":_,
ale pouze pro data y; kdei=r+1,...,n—r;

[ pro vahy w; plati, ze w; = Tirl a tiez Z;:_r w =1;

4 pro r = 1 dostaneme y; pomoci y; a dvou vedlejSich sousedd;
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Obycejné (aritmetické) klouzavé priméry (KP)

1 vyhlazené hodnoty jsou definovany jako y; = Z,":_, W, Yitj,
ale pouze pro data y; kdei=r+1,...,n—r;
[ pro vahy w; plati, ze w; = Tirl a tiez E;:_r w =1;

4 pro r = 1 dostaneme y; pomoci y; a dvou vedlejSich sousedd;
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Jak definovat vahy w; pro KP?

1 Stejné vahy pro vSechny j = —r,...,r;

[ jednoduchost, w; = ﬁ a vyrovnana hodnota y; je pouze obycejny
aritmeticky primer z 2r 4+ 1 okolnich hodnot, navic nezaporne vahy;

[ neni vyrovnan poéateni a koncovy Gsek dat (potfebna data nejsou k
dispozicii) a obecné se nejedni o hladkou kfivku v D;
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Jak definovat vahy w; pro KP?

1 Stejné vahy pro vsechny j = —r, ..
[ jednoduchost, w; =

a

ﬁ a vyrovnana hodnota y; je pouze obyéejny
aritmeticky primer z 2r + 1 okolnich hodnot, navic nezdporne véhy;

1 neni vyrovnan polateéni a koncovy Gsek dat (potfebna data nejsou k
dispozicii) a obecné se nejednd o hladkou kfivku v D;
[d Obecné rizne vahy pro w;, j = —r,...,r;

[ pri spravne volbé Ize dosdhnout hladkou kfivku v celém defini¢nim oboru D
a Ize vyrovnat aj pocatecné a koncové hodnoty;

[ nutnost dodateénych vypoctov, pripadné zavedenie n&jakych dalich
(rusivych/ladiacich) parametrd;
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Obycejné aritmetické klouzavé priiméry

[ Pri uréitém zobecnéni pro libovolné x € D nedostaneme nutné hladkou

kfivku, ale pouze po Castech konstantné "vyhlazeni”.
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Obycejné aritmetické klouzavé priiméry
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Obycejné aritmetické klouzavé priiméry
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Obycejné aritmetické klouzavé priiméry
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Obycejné aritmetické klouzavé priiméry
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Obycejné aritmetické klouzavé priiméry
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Vazené klouzavé priméry

[ Avsak pro vhodni volbu vyhlazovacich vah je mozné ziskat uréitym
zobecnénim hladki kfivku v celém defini¢nim oboru D.
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zobecnénim hladki k¥ivku v celém definié¢nim oboru D.
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Vazené klouzavé priméry

[ Avsak pro vhodni volbu vyhlazovacich vah je mozné ziskat uréitym
zobecnénim hladki kfivku v celém defini¢nim oboru D.
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redn yrovnavani

Vazené klouzavé priméry

4 Avsak pro vhodnt volbu vyhlazovacich vah je mozné ziskat urcitym
zobecnénim hladki k¥ivku v celém definié¢nim oboru D.
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redn yrovnavani

Vazené klouzavé priméry

4 Avsak pro vhodnt volbu vyhlazovacich vah je mozné ziskat urcitym
zobecnénim hladki k¥ivku v celém definié¢nim oboru D.
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redn yrovnavani

Vazené klouzavé priméry

4 Avsak pro vhodnt volbu vyhlazovacich vah je mozné ziskat urcitym
zobecnénim hladki k¥ivku v celém definié¢nim oboru D.
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redn yrovnavani

Vazené klouzavé priméry

4 Avsak pro vhodnt volbu vyhlazovacich vah je mozné ziskat urcitym
zobecnénim hladki k¥ivku v celém definié¢nim oboru D.
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redn yrovnavani

Vazené klouzavé priméry

4 Avsak pro vhodnt volbu vyhlazovacich vah je mozné ziskat urcitym
zobecnénim hladki k¥ivku v celém definié¢nim oboru D.
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redn yrovnavani

Vazené klouzavé priméry

4 Avsak pro vhodnt volbu vyhlazovacich vah je mozné ziskat urcitym
zobecnénim hladki k¥ivku v celém definié¢nim oboru D.
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redn yrovnavani

Vazené klouzavé priméry

4 Avsak pro vhodnt volbu vyhlazovacich vah je mozné ziskat urcitym
zobecnénim hladki k¥ivku v celém definié¢nim oboru D.
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!re!na!!a ! !yrovnavanl !a! !!l!!l!!

Vazené klouzavé priméry

4 Avsak pro vhodnt volbu vyhlazovacich vah je mozné ziskat urcitym
zobecnénim hladkd k¥ivku v celém definiénim oboru D.
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1 Vysledna kfivka nevypada tplné hladce, ale to je z divodu pfFilis hrubého
gridu bodd z D) v kterych potitame vazeny priimér.
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!re!na!!a ! !yrovnavanl !at !!l!!l!!

Konstrukce KP vyrovnanim uasekii polynomy

J IDEA: vahy w; pro vyrovnani hodnot y; volime tak, Ze 2r + 1 ¢leni fady,
t.j. hodnoty yi—r,...,¥i, ..., Yitr, aproximujeme vhodnym polynomem
stupné p € N; Vyrovnana hodnota §; je pak hodnota polynomu, ktora
odpovida pozorovani y;.

1 hodnota p € N se nazyva rad klouzavého primeéru;

1 formalné zapsano, pro pozorovani yi_,, ..., yi+, uvazujeme polynom

y,-+uzc0+c1u+czu2+--~+cpup prou=—r,...,r; (2)

[ resp. zapsano v maticovem tvafe y(;..) ~ Fc, kde

Vier 1 (=r) (=r)*> ... (=r) <
Yir) = ~ : : : :
Yitr 1 r r e rP G

[ vyrovnanou hodnotu §; pro y; pak dostaneme dosazenim u = 0 do (2);
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!re!na!!a ! !yrovnavanl !al !!I!!l!!

Vahy pomoci projekéni matice

[ pro Cast pozorovani y(.ry = (Vi—r, - - - ,Yitr)| méame pro vyrovnani vztah
y(i:r) =F-¢
O pro odhadnuté parametry & = (&,...,¢,)" zase plati

&= F"F) 'Fygn;

[ pro vyrovnané hodnoty y.r) = (Ji—r, - .. ,9ier) T proto dostaneme

.;'(i:r) = ]F(]FT]F)il]FTy(i:r) = Hy(i:r);

O matice H = F(FTF)~'F" se nazyva projekéni matice;
[0 projekéni matice definuje linarne zobrazeni z R**1 do p + 1 rozmérného
podprostoru (projekce z R**! do RP™) v R¥+2;

[ projekéni matice H je typu (2r + 1) X (p+ 1) a v prostfednim Fadku
obsahuje vahy pro vyrovnani hodnoty y;;
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!re!na!!a ! !yrovnavanl !at !!l!!l!!

Vahy w; vs. parametre cy,...c,

d pro vyhladené hodnoty y;, pro i =r+1,...,n—r, mame obecné

P
A~ T A
Yi = E W;Yi+j = hr+1y(i:r) =,

j=—r
kde h,41 = (h(,+1)1, R h(,+1)(2,+1))T = (Wfr, . Wr)T, je (r + 1)-n|'
fadek projekéni matice H = (hy, .. ., h2,+1)T;

[ maticové mizeme taktiez pouzit vyjadreni ve tvaru
y(i:r) = Hy(i:r) - F(FTF)_IFTy(i:r) - F&x

pricemz vyhlazena hodnota §;, ktera nas zajima, je (r + 1)-ni element
vektoru ¥y = (Yier, - .- ,j/,-+,)T;

[ je dalezité si uvédomit, ze vdhy w_,, ..., w, nezavisi na indexu
i=r+1,...,n—r apro kazdou vyhlazeni hodnotu y; jsou stejné;
(vahy w_,, ..., w, zavisi pouze na matici F, kterd je pofad stejnd)

(3 naproti tomu odhadnuté parametre & = (&,...,&)" na indexu
i=r+1,...,n—r zavisi, a pro kazdé y; jsou parametry obecné riizne;
(odhady ¢, ..., ¢, totiZ zavisia na matici F, ale tieZ na vektore y;.;))
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Prednaska 2 || Vyrovnavani dat 23.02.2023

Odhad parametrii ¢y, .. ., ¢,

4 odhad parametrov ¢, ..., ¢, pomocou metdédy nejmensich Ctvercl;

Samostatny tkol

Jak vypada v tomhle pfipadé matice F a jak se meni v zavislosti na pozadovanej
hodnote y;, pro i = —r, ..., r, kteri chceme vyhlazovat?

Jak vypada soustava normalnych rovnic a prislusna projekéni matice?

Priklad

Uvazujte kubicky polynom pro p = 3 a r = 2. Polynom pro urceni vah je
ve tvaru yit, & cg + cu+ cu? + c3ud, kde cg,...,c3 € R jsou nezname
parametry.

[ sestavte prislusnou matici IF;

O néjdéte projekénou matici H = F(F'F)~'F';

[ najdéte vahy w;, pro j = —2,1,0, 1,2 a spoctéte §;, pro
i=3,...,n—2;




Prednaska 2 || Vyrovnavani dat 23.02.2023

Vyrovnané hodnoty a predikce

1 na rozdil od klasickych aritmetickych klouzavych priméri je mozné vyuzit
vazené klouzavé priméry aj k vyrovnani pocatecnych a koncovych hodnot;

[ pro vyhlazeni napr. koncového tseku staéi v (2) vhodne dosadit za u;
Napr.pror=1ap=1, mame yi;, ~ co+ ciu, prou=—-1,0,1ai=2,..., n—1;
Pro vylazeni y, dosadime: i<~ n—1lau<+ 1=y, =yn 111~ c+c ay,=2C +

[ analogicky lze pouZit vyraz (2) i pro budouci predikce;

Napr.pror:2ap:2,mémey;+.,mco+c1u+£:2u2,prou:—2 ..... 2ai=3,..., n—2;

Predikce ypi1: i <= n—2a u <3 = ypi1 = Yn-243~ 0+ 3¢ +9¢ a Ypi1 = & + 38 + 9&;

Uvazujte kubicky polynom pro p = 3 a r = 2. Polynom pro urceni vah je
ve tvaru yjy, & ¢ + ciu + cu? + cz3ud, kde ¢, ..., c3 € R jsou neznime
parametry.
[ spoctéte predikci o jeden krok dopredu a explicitné vyjadfite vahy
pro vazeny primeér;




Vychyleni vs. variabilita

1 Jak zvolit/vybrat vhodnou miru vyhlazeni?
[ Lze aplikovat néjaké optimalne kritérum pomoci kterého se rozhodnout?
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Vychyleni vs. variabilita
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!re!na!!a ! !yrovnavanl !a! !!l!!l!!

Whitttacker-Hendersonova metoda

Zakladnou dlohou vyhlazovani dat je odhadnout hladky, pomalu se
ménici trend. Zaroven cheme dosidhnout co nejlepsi zhodu mezi
plvodnimi daty a vylazenymi daty (zhodu mezi daty a modelem);
1 Dokonalé vyhlazeni
= prilis velky soulet Ctvercl odchylek, a mald zhoda s pivodnimi daty;
(1 Dokonala zhoda s daty
= nulovy soucet ctvercil odchylek, prili$ velka variabilita, interpolace;

NMFM332 | Statistika pro finanéni matematiky 2

36

N
N}
©



Pfednédska 2 || Vyrovnavani dat 23.02.2023

Whitttacker-Hendersonova metoda

Zakladnou dlohou vyhlazovani dat je odhadnout hladky, pomalu se
ménici trend. Zaroven cheme dosidhnout co nejlepsi zhodu mezi
plvodnimi daty a vylazenymi daty (zhodu mezi daty a modelem);
1 Dokonalé vyhlazeni
= prili$ velky soucet ¢tvercl odchylek, a mala zhoda s pivodnimi daty;
(1 Dokonala zhoda s daty
= nulovy soucet ctvercil odchylek, prili$ velka variabilita, interpolace;

Whittacker/Hendersonova metoda

Metoda, kterd umoznuje hledat kompromis mezi témeto dvéma
pozadavky tim, Ze jim pridéluje rozdilnou vahu. Vyrovnané hodnoty
minimalizuji kritérium

n n
ME) =D (v =92 +X > (AT9:)2,
i=1 i=r+1
soucet ctverci penalta

kde A > 0 je néjaky vhodné zvoleny ladici parametr.
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Whitttacker-Hendersonova metoda

W-H metoda nepredpoklada zadny konkrétny tvar prokladané krivky;
symbol A"§; oznaluje rekuzivnou r-tou zpétnou diferenci posloupnosti ¥;;
obecné plati, ze A%, =9 a A9 = Ay =9 — Pi1;

pro r-tou zpétnou diferenci plati A’ §; = A" 1), — AT g,

| T W |

obecné Ize také zapsat pomoci binomické formule

A%y = ( 0 )ﬁ-( 1 >%—1+~~+(1)f< ; )ﬁ-_n
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rednaska yrovnavani dat

Whitttacker-Hendersonova metoda

W-H metoda nepredpoklada zadny konkrétny tvar prokladané krivky;
symbol A"§; oznaluje rekuzivnou r-tou zpétnou diferenci posloupnosti ¥;;
obecné plati, ze A%, =9 a A9 = Ay =9 — Pi1;

pro r-tou zpétnou diferenci plati A’ §; = A" 1), — AT g,

| T W |

obecné Ize také zapsat pomoci binomické formule
rA, —_— r A. — r A- e —_ r r A‘
Ayl—<0>yl <1)y:—1+ +( 1)<r>yl—r1
IDEA:

Rekurzivni zpétna diference je diskrétné zobecnéni pojmu derivace. Zakladnou
myslienkou je penalizovat prili§ velké rozdiely v danej r-tej diferencii. Napr. pro r = 1
penalizujeme prili$ velké rozdiely v prvni diferenci, t.j. pro A — oo dostaneme
vyhlazeni ve tvaru primky.
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Whitttacker-Hendersonova metoda
[ kritérium M(¥) lze zapsat aj v maticovém tvaru jako
ME)=(y—9)"(y—y) +x y KKy

(1 matice K je typu (n—r) x n a ma tvar

(—1)" —(;) 1 0

K — (—1)" 7({)

AV AN

[ derivovanim podle y dostaneme soustavu normaélnich rovnic

OM(y OM(y . .
VyM(y) = ( W(ly),..., a;f"y)> =2y -2y + 20K Ky

[ rieSime soustavu rovnic VyM(y) = 0 = YeSeni ve tvaru
y=1+ K'K)y;
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Pfednédska 2 || Vyrovnavani dat 23.02.2023

Zhrnuti

(1 Data jako posloupnost deterministickych nebo stochastickych velicin;
[d Razne metody vyhlazovani dat — prokladani vhodnou (hladkou) kfivkou;

1 Parametrické metody
(jednoduché, ale milo flexibilné)
[J Semiparametrické metody

(vyrovnani jako linedrni kombinace fukci baze, pomerné dobra flexibilita)
1 Neparametrické metody
(bez omezeni na tvar prokladané kfivky, nelze ale vyjadfit explicitné)

[V nékterych pripadech Ize dokonce konstruovat predikci do budoucnosti;
(neni vhodné pouZivat na predikci o moc krokii dopredu...)

4 Zakladnym rozhodovacim kritériom pre dobry model je jeho vyuZzitie;
(flexibilita/adaptivita modelu vs. jeho zloZitost /komplexita)

1 P¥i vyhlazovani dat pamatovat na vztah medzi vychylenim a variabilitou;

(prilisné vyhlazeni = mal3 variabilita a pfFilis velké odchylky | vice versa)

[ Whitttacker-Henderson - regularizaéni neparametricky postup;
(vhodnou volbou A >0 a r € NU {0} Ize dosdhnout poZadovany tvar)
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Kapitola 2

Diferencialni rovnice
a modely rustu
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Prednaska 3 || Modely riistu 09.03.2023

Modely riistu — motivace

Modely velikosti populace, kde velikost zmény (ristu/poklesu) zavisi na
aktudlnem stavu (velikosti) populace.
(obecné Feceno, jedns se o model dynamiky néjaké populace)

Siroké uplatnéni tychto modeli v ...
J mikrolégii, virolégii, ¢i bioldgii
(pandemicky vyvoj, napr. Covid-19 ...)

1 fyzika, chémia, alebo mechanika
(8tiepenie, nuklearne reakcie, laviny, ...)

1 mikro/makro ekonémia a finance
(pyramidové schémy, modely kapitalu, ...)

1 IT, informatika, technika

0 min 5 Jm (vypocetna sila a zlozitost, singularity, ...)




!re!na!!a ! !o!ey rustu !!!!!!!!

Modely rastu — formalné

[ jedna se viceparametricky deterministicky (nelinedrni) model pro
modelovani rlstu (stavu) néjaké populace (podet obyvatelstva, zasoby
n&jakého statku, objem komodity, atd') v zavislosti na velikosti;

[ zauzivané znaceni: y(t) > 0 jako stav (velikost) populace v ¢ase t € R;

1 model uréen pomoci deferencialni rovnice, ¢o umoziiuje vyjadFit zavislost
rychlosti ristu na velikosti populace v ¢ase t € R;

1 IDEA: otekavame, ze populace by méla rist rychleji, kdyz je velka,
naopak vyrazne pomalejsie, ked je mal3;

[ diferencilni rovnice ¢asto v tvaru, ktery v uréitem zmyslu modeluje
linedrni zavislost ristu na velikosti:

dy _ . Z)
dt_ayg(k

kde y = y(t) je funkce t € R a a, k > 0 jsou nezndme parametry;
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!re!na!!a ! !o!ey rustu !!!!!!!!

Korekce linearni zavislosti riastu na velikosti
Funkce g(+) v zapisu diferencialni rovnice se pouziva ke korekci linedrni
zavislosti rlistu na velikosti populace — bez tehle korekce je totiz vétsSina
modell prakticky nesmysinych;

[d Volba g(x) = 1: Klasicky model exponencialniho ristu

d
d_}; =a-y = ieleni y(t)= be™;
— pro néjaké parametry a, b > 0;

1 Volba g(x) =1 — x: Model logistického ristu

dy _ y) ‘o s ___k
i ( p = TeSeni y(t) = Ty
— pro néjaké parametry a, b, k > 0;
[ Volba g(x) = — log x: Model Gomertzovej kf¥ivky

% =—a-y-log (%) = feleni y(t) = k- exp{—be *};

— pro néjaké parametry a, b, k > 0;
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Prednaska 3 || Modely riistu 09.03.2023

Modely riistu

Priklad

Uvazujte jednoduchy model exponencialniho rastu. Ukazte, ze funkce
y(t) = be™*

je skuteéné fesenim diferencialni rovnice dy/dt = ay.

Priklad

Uvazujte model logistického riistu pro néjaké obecné k > 0.
[ ukézte, Ze funkce y(t) = je feSenim diferencidlni rovnice

dy/dt = ay(1 — y/k)
[d najdéte inflexni bod a dokazte, ze kfivka logistického ristu je
symetrickd kolem tohto bodu;

__k
1+be—2at




Modely exponencialniho riistu

[ rizne hodnoty a >0, b =1,

] — a=1
— 8 ] — a=2
\; 8 ] a=4
— —
© T T T T
-10 -5 5 10
[ rizne hodnoty b >0, a =1,
==
— o | — b=2
:i § | | — b=4
— —
© T T T T
-10 -5 5 10
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Modely logistického riistu
O k=1]a>0 b>0;

[e] ] — a=1|b=1
S 7| | — a=2|b=1
— — — a=4|b=1
s <« --- a=1|b=5
o | --- a=1|b=10
o
o T T I
-10 -5 10
a k:10|a>0,b>0;
—— a=1|b=1
®© T | — a=2|b=1
= — — a=4|b=1
< --- a=1|b=5
> S A | --- a=1jb=10
o -
T T T T I
-10 -5 0 5 10
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Modely Gompertzové krivky
O k=1]a>0 b>0;

o _| — a=1|b=1
1=} —— a=2|b=1
= — — a=4|b=1
S < || a=1jp=s
1=} --- a=1|b=10
S ]
© I I I
-10 -5 10
0 k=10]|a>0,b>0;
] —— a=1|b=1
@ —— a=2|b=1
= — — a=4|b=1
= -~ a=1|b=5
> S A | --- a=1jb=10
o
I I I
-10 -5 10
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Prednaska 3 || Modely riistu 09.03.2023

Modely ristu — praktické aplikace

1 Model exponencialniho ristu

A
a
A

model neomezeného riistu p¥i neomezenych zdrojich;
aplikovatelny pouze v kratkodobem ¢asovem horizontu;
v praxi vétSinou nedostupnost zdrojd pFi uréitem stavu populace;

1 Model logistického ritistu

o

a
A
a

model s korekci pro saturovanou hodnotu — parametr k > 0;
In

inflexni bod pro to = "2 kde y(ty) = k/2 (symetrie vzhledem k tp);

a
pro celkovy stav populace vidy plati, 2e 0 < y(t) < k pro t € R;
hodnota (1 — y/k) omezuje nové pfiriistky pro velkou populaci (méalo
zdrojii) — jednd se o tzv. sigmoidalni kfivku (sigmoid function);

1 Gompertzova krivka

a
4
a

zbecnéna sigmoidalni kiivka (prudky narlist, pomaleji saturace);
inflexni bod pro t € R, kde y(t) = k/e (ale neni symetricka;)

Castd aplikace napf. pro tabulky dmrtnosti, rist nadorl, poéet mobilnich
telefénl v populaci, a pod.;
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Mre naska odely riistu .03.

Odhady parametrii v nelinearnich modelech riistu

Zakladny problém spociva v tom, Ze funkce, kterou chceme prolozit daty,
neni linedrn{ funkci hledanych (nezndmych) parametri — koeficienti.
Nelze proto pfimo aplikovat metodu nejmensich ¢tvercl a stejné tak
nelze ziskat explicitni reseni.

Co lze vyuzit?
[ preparametrizovani modelu do linedrniho tvaru;
[ aproximace modelu a aplikace iterativnich postupii;

[d numerické (aproximativni) feSeni pomoci potitald;
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Odhady parametrii v nelinearnich modelech riistu

Zakladny problém spociva v tom, Ze funkce, kterou chceme prolozit daty,
neni linedrn{ funkci hledanych (nezndmych) parametri — koeficienti.
Nelze proto pfimo aplikovat metodu nejmensich ¢tvercl a stejné tak
nelze ziskat explicitni reseni.

Co lze vyuzit?
[ preparametrizovani modelu do linedrniho tvaru;
[ aproximace modelu a aplikace iterativnich postupii;

[d numerické (aproximativni) feSeni pomoci potitald;

Aplikace na data
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Pfednaska 3 || Modely ristu 09.03.2023

Odhad parametri pro exponencialni rast

[ zakladni diferencialni rovnice a pFislusné Feseni:

%:a'y a  y(t) = be™,

pro né&jaké nezname parametry a, b > 0;

[ rovnici Ize logaritmovat a vyjadfit ve tvaru

log(y(t)) = log(b) + at;

[ nasledné Ize metodu nejmensich ¢tverci aplikovat na data

(t1,log(y(t1)) - -, (tn, log(y(ta))) T
a odhadnout nezname parametry a, b € R, pro b = log(b)

Samostatny tkol

Uvazujte jednoduchy exponenciélni rist a najdéte feseni pro odhad parametri
log(b) € R a a > 0. Vyjadfete ptislusni matici F a spoététe také projekéni
matici H. N4jdéte vhodné odhady pro a, b > 0.
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Odhad parametria pro logisticky rist

[ zakladni diferencialni rovnice a pFislusné Feseni:

dy y) k

2 — 3. (1 — = t)y = ——
a7 ( k) Y= e
pro né&jaké nezname parametry a, b > 0;

[ diferencidlni rovnici Ize aproximovat pomoci diferenéni rovnice
At i k

[d nasledné Ize metodu nejmensich ¢tverch aplikovat na data

o) oo (v )
) , . ; 3
<Ytz Atoy,, Ytn Atoye, (3)

pro parametre a a a/k. Parametr b > 0 pak vyjadfit z rovnice pro fedeni.

Samostatny tkol

Uvazujte jednoduchy logisticky rist a najdéte ¥feSeni pro odhad parametri
a, k > 0. Najdéte také vhodny odhad pro parametr b > 0.
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Mre naska odely riistu .03.

Vylepseni odhadii pro logisticky riist

Odhady parametril a, b, k > 0 ziskané v predchozim kroku jsou hodné hrubé jelikoz
jsme diferencialni rovnici diskretizovali — t.j. aproximovali pomoci diferenéni rovnice.
Ziskané odhady ale Ize vylepsit — opét pomoci metody nejmensich &tverci.

[ FeSeni diferencidlni rovnice Ize také parametrizovat jako

(t) = k . d
y - 1+ be—at - c+ e—(arte)t’

proa=23 +¢ b= % ak= % (kde ;1 je odhad z predchoziho kroku).

[d pro hodnoty et hodné malé, Ize pouzit Taylorov rozvoj

e "l —et;

[J nasledné dostaneme aproximaci pro y; ve tvaru

~ d i=1 n;
Yy =~ C+e_élt’,(1_eti)v — Ly e

[ metodu nejmensich ¢tverch nasledné aplikovat na model

—at;

yee M xd — cyr, + etiyre i=1,....m
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Prednaska 3 || Modely riistu 09.03.2023

Vylepseni odhadii pro logisticky riist

Samostatny kol

Uvazujte logisticky model ristu a navrhnéte, jak by méla vypadat matice F pro
vylepSeni odhadu parametri a, b, k > 0 pomoci nové parametrizace

d
T 14 bemt T c4e(nte)t’

y(t)

proa=2 +¢ b= Lak= %, kde 31 je odhad ziskany metodou nejmensich
&tevrd, aplikovanych na data v (3). Najdéte soustavu linedrnich rovnic pro
odhad nezndmych parametril d, c a €.

(I dosazenim odhadov d, & a ¢ do vyjadieni plvodnich parametri a, b a k
dostaneme vylepsené odhady 3, b a k;

[ tenhle postup lze iterativne opakovat a ziskat jesté presnéjSi odhady;
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Odhad parametri pre Gomertzov model

1 zakladni diferencialni rovnice a pFislusné Feseni:

d —a
B0y togly/k) a y(t) = k- exp{—be ),

pro néjaké nezndme parametry a, b, k > 0;
[ nelze efektivné vyuzit ani logaritmovani, ani aproximaci pomoci differenci;

[ rieSenie Ize ziskat rieSenim problému nelinernych najmensich Stvorcov a
to pomocou pocitatov a numerickych—iterativnych postupov;

[ v praxi sa vyuzivaji numerické postupy zalozené na rozli¢nych modeloch a
réznych teoretickych predpokladoch...
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Odhad parametri pre Gomertzov model

1 zakladni diferencialni rovnice a pFislusné Feseni:

d —a
B0y togly/k) a y(t) = k- exp{—be ),

pro néjaké nezndme parametry a, b, k > 0;

[ nelze efektivné vyuzit ani logaritmovani, ani aproximaci pomoci differenci;

[ rieSenie Ize ziskat rieSenim problému nelinernych najmensich Stvorcov a
to pomocou pocitatov a numerickych—iterativnych postupov;

[ v praxi sa vyuzivaji numerické postupy zalozené na rozli¢nych modeloch a
réznych teoretickych predpokladoch...

nelinedrne najmensie Stvorce

metéda maximalnej vierohodnosti
Kalmanov filter

kombinacie predchadzajicich metéd
riizne algoritmické (iterativne) postupy

opoood

Numerické porovnanie réznych postupov napr. v &lédnku Patmanidis et al.(2017): Comparing Methods for Parameter Estimation of the
Gompertz Tumor Growth Model. 20th IFAC World Congress, Jul 2017, Toulouse, France. pp.12203 - 12209.
DOI:10.1016/j.ifacol.2017.08.2289
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Newton-Raphson: Algoritmus

IDEA: Odhad nezndmych parametrii pomoci minimalizace souctu
¢tverci—hledame ale argument minima nelinearni funkce (ne nutné
konvexni). Napr. pro logistickou kfivku fesime

n 2
S(a, b, k) = Argmin Z (}/t,- — k> ,

abk>0 1+ be—ati
b, P

kde pfredpoklddame, ze mdme pozorovani yy,,...,y:, v Casech ti, ..., ty;

1 predpoklddame, ze existuji néjaké pocate¢né hodnoty ag, bo, ko > 0, které
jsou dostateéne blizko skute¢nym (nezndmym) hodnotam, pro které je
dosazeno minimum;

[J Newton-Raphsonovd metoda pak spotiva v aproximaci S(a, b, k) pomoci
Taylorovej Fady v okoli bodu (ao, bo, ko) ';

[ opakovanym postupom — iteracemi — ziskame finalné feseni;
(findlné Feseni je pouze aproximace skute¢ného Feseni... dokonalost
aproximace zavisi od volby pocatecnych hodnot ag, bo, ko > 0 a také od
celkového poétii uskutecnénych iteraci)
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Newton-Raphson: Teoretické odvozeni

[ Taylorov rozvoj pro S(a, b, k) v bodé (ao, b, ko):
S(a, b, k) = S(ao, bo, ko) + V'S(a0, bo, ko) " (a — a0, b — bo, k — ko) "

1
+5(a—a0,b—bo k- ko)V>S(ao, bo, ko)(a — a0, b — bo, k — ko) "
+ R(3, b, IN<)
1 Hleddme bod, pro ktery VS(a, b, k) = 0 = obe strany derivujeme a
polozime rovné hodnote (0,0,0)";

1 Po uprave dostaneme rovnicu
VS(ao, bo, ko) = (—1) - V*S(a0, bo, ko)(a — a0, b — bo, k — ko) "

a feSime jako soustavu rovnic pro nezndme parametry a, b, k € R;

1 Pro iterovany postup definujeme obecné krok ¢ € N nasledovné:
VS(ar_1, be1, ke—1) = —=V>S(ar_1, be_1, ke—1y(ar — ae—1, be — be—1, k¢ — ke1) "

1 postup opakujeme, az kym nedosdhneme pozadovanou presnost, t.j.
lac — ap—1| < € |be — be—1| < € a |ke — ke—1| < €, pro né&jaké malé € > 0;
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fedn y ristu

Obecné modely riistu populace

(1 Dynamika populace linedrne zavisla na velikosti populace:
dy y)
- =a- . z
gt~ V8 (k

[d Dynamika populace v obecnom modelu:

dy

Funkcia f(y, t) moZze obecné& predstavovat [ubovolnii zndmu/neznadmu,
parametrick(i/neparametrickd, lineadrnu/nelinedrnu funkciu, ktord vyjadruje rychlost
rastu populacie v &ase t, v zavislosti na aktualnej velkosti populacie y.
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Priklad: Covid-19 pandémia v USA

d Data: analyza na zaklade dennych prirastkov novo-nakazenych
v Spojenych Statoch (US) v ¢ase od 22.Januéra 2020 do 6.Aprila 2020;

[ Logisticky (viac-parametricky) model rastu populcie infikovanych:

Ymax — Ymin

Y(t) = Ymin + T e R tnal)a

O y(t) celkové potty nakazenych obyvatelov v jednotlivych dioch;

' Ymin, Ymax minimalny a maximalny poéet nakazenych v US poéas pandémie;
[ R miera denného exponencidlneho narastu (&islo R);

[ tpmig odhadnuty vrchol pandémie (stabilné denné prirastky);

d « parameter asymetrie vzhladom k vrcholu pandémie tpg;

[ Denny néarast novych pripadov—prvé derivacia y'(t);
(vyjadrenim prvej derivicie dostaneme rovnicu pre dynamiku)

Chen et al. (2020). Reconstructing and forecasting the COVID-19 epidemic in the United States using a 5-parameter logistic growth

model, Global Health Research and Policy, 5:25. DOI: 10.1186/s41256-020-00152-5
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Covid-19 pandémia — celkova predikcia

Data Usage Days Date Reported Cases Predicted Under-
Total Daily Daily Total reported
Reconstruction 54 3/15/2020 3487 1253 3108 19,781 16,294
55 3/16/2020 4226 739 3623 23,141 18915
56 3/17/2020 7038 2812 4218 27,054 20,016
57 3/18/2020 10,442 3404 4902 31,606 21,164
58 3/19/2020 15219 4777 5687 36,892 21673
59 3/20/2020 18,747 3528 6584 43,019 24,272
Fitting 60 3/21/2020 24,583 5836 7603 50,102 25,519
61 3/22/2020 33,404 8821 8755 58,269 24,865
62 3/23/2020 44,183 10,779 10,047 67,658 23,475
63 3/24/2020 54,453 10,270 11,485 78411 23,958
64 3/25/2020 68,440 13,987 13,070 90,676 22,236
65 3/26/2020 85,356 16,916 14,797 104,598 19,242
66 3/27/2020 103,321 17,965 16,656 120,315 16,994
67 3/28/2020 122,653 19,332 18,624 137,947 15,294
68 3/29/2020 140,904 18,251 20,670 157,589 16,685
69 3/30/2020 163,539 22,635 22,750 179,298 15,759
70 3/31/2020 186,101 22,562 24,810 203,082 16,981
71 4/1/2020 213,144 27,043 26,784 228,889 15,745
72 4/2/2020 239,279 26,135 28,600 256,597 17,318
73 4/3/2020 277,205 37,926 30,180 286,010 8805
74 4/4/2020 304,826 27,621 31,453 316,855 12,029
Forecast 75 4/5/2020 330,891 26,065 32352 348,791 17,900
76 4/6/2020 374,329 43438 32,830 381,419 7090
77 4/7/2020 395,011 20,682 32,860 414,302 19,291
78 4/8/2020 427,460 32,449 32436 446,987 19,527
79 4/9/2020 459,165 31,705 31,582 479,030 19,865
80 4/10/2020 492416 33,251 30,340 510,021 17,605
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Covid-19 pandémia — celkova predikcia
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Fig. 2 Observed vs. model-estimated and forecasted daily cumulative COVID-19 cases, January 22-May 30, USA

[J Celkovy predikovany pocet Covid-19 pripadov v US v priebehu celej pandémie: 792 548;
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Covid-19 pandémia — celkova predikcia

850000
800000
750000
700000
650000
600000
550000
500000
450000
400000
350000
300000
250000
200000
150000
100000

50000

Observed cumulative cases

Predicted cumulative cases

o
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Fig. 2 Observed vs. model-estimated and forecasted daily cumulative COVID-19 cases, January 22-May 30, USA

[J Celkovy predikovany pocet Covid-19 pripadov v US v priebehu celej pandémie: 792 548;
[ Pocet Covid-19 pripadov v US: 103 mil. a cez 1.1 milién damrti (Unor 2023);
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To conclude...

(1 Diferencialni modely a modely riistu jako vhodné a uzite¢né nastroje pro
modelovani ristu populaci v zavislosti na jejich velikosti.

1 Jedna sa o nelinedrné parametrické modely, pfi¢emz na odhad neznamych
parametr( nelze pfimo aplikovat metodu nejmensich Ctvercd.
[ Model exponencialniho ristu — jednoduchy model ale aplikovatelny pouze
v kratkodobem &asovem horizontu (pfedpoklad neomezeného (linedrniho)
riistd pfi neomezenych zdrojich);
1 Model logistického ristu — modifikace pfedchoziho modelu pomoci
dodatecného parametru — tzv. saturaénej hladiny pro maximalni droven

modelované populace;

1 Model Gompertzovej kiivky — rozsiteni modelu logistického ristu pro
pfipady s nesymetickym pocateénym narlstem a konecnou saturaci —
model asymetricky kolem inflexniho bodu;

[d Odhady neznamych parametrl v téchto modelech pomoci iterativnych
postupov, aproximaci, nebo preparametrizovani plivodnich rovnic, tak aby
bylo mozné aplikovat metodu nejmensich Ctverci;

[J Nutné pouZivat premyslene a velmi opatrne hlavne vzhladom k predikciam.
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Kapitola 3

Systémy Linearni Regulace
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redn ystemy Linearni gu

Co to je?

[d matematicky model pre dynamiku rdéznych systémov/procesov;
(sdstavy rovnic, diferencidlne alebo diferenéné rovnice)

[d matematickd tedria systémov s dérazom na ich kontrolu (regulaciu);
(predikcia reakcie systému na ziklade jeho stavu a danych vstupov)

[ interny/externy popis (charakterizacia) dynamickych procesov;
(teoretické aj empirické vlastnosti systému, stabilita procesu)

[ konecne rozmerné, linedrne, diskrétne a ¢asovo invariantné systémy;
(linedrizacia nelinedrnych systémov, approximacia)
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rednaska ystéemy Linearni Regulace

Co to je?

[d matematicky model pre dynamiku rdéznych systémov/procesov;
(sdstavy rovnic, diferencidlne alebo diferenéné rovnice)

1 matematicka tedria systémov s dérazom na ich kontrolu (reguliciu);
(predikcia reakcie systému na ziklade jeho stavu a danych vstupov)

[ interny/externy popis (charakterizacia) dynamickych procesov;
(teoretické aj empirické vlastnosti systému, stabilita procesu)

[ konecne rozmerné, linedrne, diskrétne a ¢asovo invariantné systémy;
(linedrizacia nelinedrnych systémov, approximacia)

Matematicky model pre fyzikalne zakonitosti, chemické reakcie, biolégiu a chovanie
jedincov (sociolégia), ekonomické procesy a finan¢né trhy... vyvoj urcitej
charakteristiky v éase (dynamika) na zéklad& znalosti uréujicich premennych...

Antsaklis P. and Michel A. (2007). A Linear System Primer. Birkhiuser Boston.
ISBN-13: 978-0-8176-4460-4
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rednaska 4 ystémy Linearni Regulace

Model linearni regulace

4
]

budeme uvaZovat deterministické data (posloupnost) {y:, u:}£;

definujeme model linearni regulace, ktory vstupné data — t.j. posloupnost
up, U1, Uz, . .., prevadi na vystupne data — posloupnost yo, y1, y2,..., a to
pomoci specifické linearni transformace — tzv. linearni regulace;

matematicky Ize model linedrni regulace zapisat formalne jako

t [ee)
ye = E hjue—; = E hjue—j,
j=0 j=0

pre as t e NU {0}, alebot € Z ak y_j=u_;=0pre j € N;
(t.j. hodnoty pre zaporné indexy sii dodefinované nulou)

nezname parametre h; pro j = 0,1, ..., uréuji konkrétni tvar vysledného
modelu linedrni regulace (kontrola/regulace systému);

vliv posloupnosti wo, u1, U2, ... na yo, y1, y2, ... nemusi byt pfimy, ale
napr. prostfednictvim dalSich stavov systému — tzv. linearni soustavy;
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Pfednaska 4 || Systémy Linedrni Regulace 16.03.2023

Priklad 1: Model jednotkového impulzu

Definice: Model jednotkového impulzu (unit pulse)

Vstupni posloupnost ve tvaru up = 1,14 = 0, up = 0,...,
nazyvame jednotkovy impulz. Odezvou systému linedrni regulace
na jednotkovy impulz (vstup) je pak posloupnost hg, hy, ha, ...
(vystup), kterd se nazyva impulzni charakteristika soustavy
linearni regulace.

v
Samostatny kol

Z definice modelu linearni regulace lze okamzite ovérit, ze plati:

d pro t =0: yo = houg = ho;

W] prot:l:y1:h0u1+h1uo:h1;
d pro t =2: y» = houo + hiur + haug = ho;
d proteN:y, = hour + -+ + heug = hy;
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Priklad 2: Model jednotkového skoku

Definice: Model jednotkového skoku (unit step )

Vstupni posloupnost ve tvaru u; =1 pro t =0,1,2,... nazyvame
jednotkovy skok ﬁt.j. v ase t = 0 se hodnoty u; zméni z 0 na 1).
Odezvou systému linearni regulace na jednotkovy skok je pak po-
sloupnost, kterd se nazyva prechodova charakteristika soustavy
linearni regulace. Navic plati, ze

(e} t t
Yt = E hju;_j = E hjus—j = E h;.
Jj=0 Jj=0 Jj=0

K analyze linarnich soustav se obecné hodi pouzivat tzv. vytvorujici
funkce pro Ciselné posloupnosti a specidlné tzv. z-transformace.
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Z-transformace

Z-transformace se obecné pouziva pro vyjadreni signalu s diskrétnim
¢asem (t.j. posloupnosti redlnich, nebo komplexnich &isel) pomoci
reprezentacie vramci komplexnej frekvenénej domény. Jedna se o
diskrétni verzi Laplacovej transformace.

Definice: Z-transformace (jednostrannd)

Pro libovolnou posloupnost redlnych &isel {ax; k € NU {0}} defi-
nujeme jeji z-transformaci jako funkci

[o o]

A(z) = ajz~4, obecné pro libovolné z € C.

-
Il
S)

[ V tedrii se také pouZiva tzv. bilaterdlni (oboustrannd) z-transformace;

Pro oboustrann(i z-transformaci plati A(z) = Z;.:ioo ajz4, proz € C;
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Definice znaceni pro z-transformaci

Samostatny kol (opakovani)

0 Nekonetna fada A(z) = =) 2z~ konverguje pro |z| > z a
diverguje pro |z| < zp, pro n&jaké z € [0, o¢];

[ Mnozina {z € C; |A(z)| < oo} se Casto v literatiife znadi jako
ROC oblast (tzn. "Region Of Convergence");

[ na kruZnici |z| = z se fada muZe chovat libovolné (konvergovat
pro nékteré body a divergovat pro jiné);

[ pro posloupnost vstupti {u;; t € NU{0}} budeme znatit pfislusni

z-transformaci jako funkci U(z) (t.j. U(z) = Z;:O uiz™0y;

[ pro posloupnost vystupi {y:; t € NU{0}} budeme znatit pfislusni
z-transformaci jako funkci Y(2) (tj. Y(z) = >_7 viz™);

[ pro impulzni charakteristiku {h¢; t € NU{0}} budeme znatit p¥islusni

z-transformaci jako funkei H(z) (t.j. H(z) =3 7=, hiz™);

NMFM332 | Statistika pro finanéni matemati
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Impulzni prenosova funkce soustavy

Definice: Impulzni pfenosova funkce (transfer function)

Funkce
o0

H(Z) = Z hjZij, proz e C
j=0

se nazyva (impulzni) pfenosova funkce (linearni) soustavy.

Samostatny kol

Ukéazte, Ze pro impulzni pfenosovou funkci soustavy plati, ze

Y(z) = H(z) - U(z2),

pro takovd z € C, Zze H(z) a U(z) konverguji.
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Impulzni prenosova funkce soustavy

Definice: Impulzni pfenosova funkce (transfer function)

Funkce -

H(Z) = Z hjZ_j, pro z € C
j=0

se nazyva (impulzni) pfenosova funkce (linearni) soustavy.

v
Samostatny kol

Ukazte, Ze pro impulzni pfenosovou funkci soustavy plati, ze

Y(z) = iyjzfj Z Z heuj_y | z = Z hez™t i uj_ngufe)
j=0 Jj=0 \¢£=0 j=0
= i hez=t . i vz = i hez™t- i wizd = H(z) - U(2),
=0 j=—t £=0 j=0

pro takovd z € C, ze H(z) a U(z) konverguiji.

A
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Priklad: Bakalari na australské univerzite

Priklad

Chceme modelovat zavislost po¢tu bakalafskych promoci na poétu studentt
zapsanych v predchozich letech do prvniho ro¢nika.

[ pocet studentl zapsanych do studia v roce t je u; (vstup);
(do prvniho ro¢niku teda nastoupi v roce t + 1)

[ pocet studentd, ktery v roce t ukoné&i studium je y; (vystup);
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Priklad: Bakalari na australské univerzite

Priklad

Chceme modelovat zavislost po¢tu bakalafskych promoci na poétu studentt
zapsanych v predchozich letech do prvniho ro¢nika.

[ pocet studentl zapsanych do studia v roce t je u; (vstup);
(do prvniho ro¢niku teda nastoupi v roce t + 1)

[ pocet studentd, ktery v roce t ukoné&i studium je y; (vystup);

[ celkovy system stidia je ale omnoho komplikovanejsi a mezi
po¢tom zapisanych Studentov (hodnotou u:) a poétom
promovanych Studentov (hodnota y;) existuje niekolko d algich
"medzistavov systému” (t.j. jednotlivé ro¢niky Stidia);

[d po prvom ro¢niku student bud pokraluje ve stidiu v druhom
ro¢niku, pripadne prvy roénik opakuje (analogicky aj u
nasledujicich roénikov);

[ jak tieto stavy zahrnat do celkového systému?
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Aplikace: Bakalari na univerzité v Australii

Priklad

[ bakala¥sky titul |ze na australskej univerzité ziskat ve tretim roce
studia (tzv. Pass Degree), nebo pokralovat ve &tvrtem roce a
ziskat vyssi, tzv. Honours Degree;

[ necht polet studentl v i-tém ro¢niku v roce t je xt(i) pro
i=1,...,4;

[ necht podil studentil, ktefi prejdou z i-tého do j-tého roénika v
nasledujicim Skolnim roce je p; a podil studentd, ktefi skonci v
i-tém ro¢niku: ¢g; (odsledované/odhadnuté z historickych dat);

[ zfejme plati, Ze pii + Pi(i+1) + qi = 1 pro véechny i =1,2,3,4;
(niektoré pravdepodobnosti vhodne dodefinujeme nulou)
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Priklad: Bakalafi na australskych univerzitach

Priklad

[0 vzhladom k systému bakalafského sttidia v Australii |ze psat, Ze

Yt = C3x§3) + c4xt(4),

pro c3, ¢4 € (0, 1) proporce studentu, ktefi v tfetim a &tvrtém
roce promuji (odsledované z historickych dat).

[ zfejme také plati nasledujici:

x& = we + pux; (4)
x5 = iy + purnx Y, proi=1,2,3;  (5)

[ proporce odhadnuté pomoci historickych statistik na univerzitach:
P12 = 0.61; P23 = 0.71; P34 = 0.16; C3 = 0.81; Cyp = 091,
p11 = 0.15; p2» = 0.11; p33 = 0.10; pas = 0.05;
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Jak teda zavisi {y;} na posloupnosti {u;}?

Priklad

[ Obecné mizZeme pro xt(i) psat, ze

i’j ut—j, (6)

kde fj-(i) je podil t&ch, co se zapsali pred j lety a ted jsou v i-tém
rocniku a plati, ze )‘()(i) = 0 pro vSechny i =1, 2,3, 4;

[d P¥mym dosazenim do (4) dostaneme

ifl Uti1 J—Ut+Pllzf us—j;

j=0 j=0

| P?rovnéni(rP koefici((elr;tu dostaﬂeme: a @
7=11 )=P11f1 =pu, f5 )=P11f2 )=P%1, 2000 Uy —P11
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Priklad: Bakalafi na australskych univerzitach

Priklad

(1 celkovy pocet studentil v prvnim rocniku v roce t lze vyjadFit jako
soucet nové zapsanych a recyklovanych studenti:

Xt(l) =u1+ Z(pll)jilutfj;
j=2

[d Nasledné dosadime (6) do vyrazu (5):

o0 oo
(I
Ut+1 —j = Pi(i+1) Ut—j + P(i+1)(i+1) Ut =0

Jj=0 j=0 j=0

3

[ ZjednodusSeni: obecné predpokladame, ze 6.(") =0, proj<i;
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Priklad: Bakalafi na australskych univerzitach

Priklad

[ Postupné dostaneme:

f2(2) = P12f1(1) + p2 f1(2) = p12

£ = poaf® + psfy? = psf? = prapas
a obecné:

i+1 i i+1
ﬁ(;{ f = Pf(f+1)§-( ) 4 p(i+1)(i+1)ﬂ-( i

[ Celkové pro y; teda mame:

Jj=0

= 0.3508u;—3 + 0.1901w;—4 + 0.0567w;:—5 + 0.0131up 6 + ...




rednaska ystémy Linearni Regulace

Maticovy zapis | Stavovy model

(1 Pt¥iklad o bakalafich na australskych univerzitach lze také zapsat i pomoci
alternativného maticového zapisu (vice kompaktné);

[d Necht x; = (xt(l), e ,xt(“))T jsou stavy systému. Pak cely problém lze
zapsat jako

puu O 0 0 1

o pr2 p2 O 0 0 )

Xt+1 — 0 P23 P33 0 Xt + 0 Ut,
0 0 p3s  pas 0
A b

Yt = (0,0, C3,C4)'Xt+ 0 “Ut.

c d

1 Uvedény zapis definuje linearni stavovou soustavu v obecnem tvaru;
(vstupni posloupnost u;, stavy systému X, vystupna posloupnost y:)
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rednaska ystémy Linearni Regulace

Stavovy model — obecné

[ uvazujeme systém, jehoz stav lze popsat vektorem x € R";
1 vyvoj systému pak definujeme pomoci posloupnosti {x;; t € NU{0}};
[ predpoklddame, Ze stav systému v ¢ase t =0 je xo = 0 € R";

[ nasledujici stavy systému v Case t + 1 jsou popsdny pomoci modelu
Xt+1 = Ax¢ + bu,

pre vstupni hodnotu u;, n&jakou &tvercovou matici A € R™*" a vektor
b eR";

1 nepozorujeme ale pfimo stavy systému, ale pouze vystup y: ve tvaru
T
Ye =€ Xt + du,

opét pro vstup u:, néjaky vektor ¢ € R" a skalar d € R;

NMFM332 | Statistika pro finanéni matematiky 2

7

N
N}
©




rednaska ystéemy Linearni Regulace

Stavovy model — obecné

]
N
N
4

uvazujeme systém, jehoz stav lze popsat vektorem x € R";

vyvoj systému pak definujeme pomoci posloupnosti {x;; t € NU{0}};
pfedpokladame, ze stav systému v ¢ase t =0 je xo = 0 € R';
nasledujici stavy systému v ¢ase t + 1 jsou popsadny pomoci modelu

Xt+1 = Ax¢ + bu,

pre vstupni hodnotu u;, n&jakou &tvercovou matici A € R™*" a vektor
beR
nepozorujeme ale pfimo stavy systému, ale pouze vystup y; ve tvaru

Ye = ¢’ x; + du,

opét pro vstup u:, néjaky vektor ¢ € R" a skalar d € R;
(Ize samozfejme zobecnit i pro vicerozmérny vystup systému y: € R9)
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rednaska 4 ystémy Linearni Regulace

Stavovy model — obecné

]
N
N
4

uvazujeme systém, jehoz stav lze popsat vektorem x € R";
vyvoj systému pak definujeme pomoci posloupnosti {x;; t € NU{0}};
pfedpokladame, ze stav systému v ¢ase t =0 je xo = 0 € R';

nasledujici stavy systému v ¢ase t + 1 jsou popsadny pomoci modelu
Xt+1 = Ax¢ + bu,

pre vstupnii hodnotu u;, néjakou &tvercovou matici A € R™*" a vektor

beR

nepozorujeme ale pfimo stavy systému, ale pouze vystup y; ve tvaru
Ye = ¢’ x; + du,

opét pro vstup u:, néjaky vektor ¢ € R" a skalar d € R;

(Ize samozfejme zobecnit i pro vicerozmérny vystup systému y: € R9)

Jak ziskat z tohto modelu pfimou zavislost vystupni posloupnosti y: na

vstupnich datech u; ve tvaru yr = > oo hjui—;?

j=0

NMFM332 | Statistika pro finanéni matematiky 2

77 / 229




rednaska ystéemy Linearni Regulace

Obecny model systému linearni regulace

[ namisto plvodniho systemu rovnic stali uvaZovat obecny zapis ve tvaru

Xe11 = Ax; + bu;

Ye = CTXt + dut

o pro posloupnost vstupov {u:}3°, a vystupov {y:}2°,;

o pro (skryté/nepozorované) stavy systému — t.j. posloupnost {x:}2°;

o pro obecnou matici A typu r X r kterd modeluje vztahy (zavislosti) medzi
jednotlivymi stavmi systému;

o vektor b € R" (ktory modeluje zavislost stavov systému na vstupnej
posloupnosti) a vektor ¢ (ktory modeluje zavislost vystupu na jednotlivych
stavoch systemu);

o konstana d € R, ktord modeluje priamu zavislost vystupu na vstupnych
hodnotach;
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redn ystemy Linearni gu

Stavovy model a stavové rovnice

[d namisto pdvodniho systemu rovnic mdme obecny tvar
Xe41 = Axe + buy

Yyt = CTXt + dUt

[ budeme uvazovat systém rovnic ve tvaru

oo oo

—t —t —t
g Xt41Z :Ag x:z  +b E urz
t=0 t=0

t=0°°
—_——  ——
X(2) u(z)

o0 oo (oo}
Zytz_t =c' Z xz " —&—dz uz”t
t=0 t=0 t=0
—— ——

Y(2) X(2) u(z)

<+ kde jsme piivodni rovnice postupn& vynasobili faktorem z~* a pak
secetli prez vSechny mozné hodnoty pro t =0,1,2,...;
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redn ystemy Linearni gu

Stavovy model a stavové rovnice

[d namisto pdvodniho systemu rovnic mdme obecny tvar
Xe41 = Axe + buy

Yyt = CTXt + dUt

[ budeme uvazovat systém rovnic ve tvaru

o0 oo
—t—1 —t —t
zE Xt41Z :AE x:z  +b E urz
t=0 t=0

t=0°°
—_—  —
X(2) U(z)

oo oo oo
Zytz_t =c' thz_t +d Z uz”t
t=0 t=0 t=0
—— — S——

Y(2) X(2) u(z)

<+ kde jsme piivodni rovnice postupn& vynasobili faktorem z~* a pak
secetli prez vSechny mozné hodnoty pro t =0,1,2,...;
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redn ystemy Linearni gu

Stavovy model a stavové rovnice

[d namisto pdvodniho systemu rovnic mdme obecny tvar

Xer1 = Ax: + bu
Yyt = CTXt + dUt

[ budeme uvazovat systém rovnic ve tvaru

o0 o0
—t—1 —t —t
zE Xt41Z :AE x:z " +b E urz
t=0

t=—1 t=0°°
—_——  —
X(z) U(z)

oo oo oo
Zytz_t =c' Z xz ' +d Z uz” "
t=0 t=0 t=0
~—~— — ——

Y(2) X(2) u(z)

<+ kde jsme piivodni rovnice postupn& vynasobili faktorem z~* a pak
secetli prez vSechny mozné hodnoty pro t =0,1,2,...;
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redn ystemy Linearni gu

Stavovy model a stavové rovnice

[ namisto pavodniho systemu rovnic
Xey1 = Axe + buy

= CTXt + du;

[ budeme uvazovat systém rovnic ve tvaru

oo oo
—t—1 —t —t
zE Xt41Z :AE XtZ —i—bE utz
=0

t=—1 t=0°°
—— ——

X(z) X(z) U(z)

o0 oo oo
Zytz_t =c' Z xz "+d Z uz”*
t=0 t=0 t=0
N—_——

Y(2)

— kde jsme piivodni rovnice postupné vynasobili faktorem z~* a pak
seletli prez vSechny hodnoty prot =0,1,2,...;
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Stavovy model — feSeni

[d systém rovnic v maticovem zapisu:
zX(z) = AX(z) + bU(z)
Y(z) = ¢ X(z) + dU(z)

O pokud existuje inverze (zI — A)™}, Ize Fedeni pro X(z) ziskat jako:
zX(z) — AX(z) = bU(z2)
(zI = A)X(z) = bU(z)
X(z) = (zI — A)" - bU(2)

[ nasledné pak pro Y(z) ziskame FeSeni ve tvaru:
Y(z) = ¢ X(z) + dU(z)
=[c" (zZI-A)""b+d] U(2)
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Prenosova funkce soustavy

Definice: Pfenosova funkce soustavy (transfer function)

Funkce H(z) = [c' - (zl—A)~'b+d] se nazyva pFenosova
funkce soustavy a plati, ze

pro kazdé z € C, pro které funkce Y(z) a U(z) konverguji.

Samostatny tkol

Ovette, Ze pro libovolnou matici A € R"*", vektory b,c € R’ a redlni &islo
d € R, takové, Ze inverzni matice (zI — A)~! existuje, je funkce H(z) funkci z
R do R, pro z € R (tzn., ovéfte pfisluiné rozméry v zépisu funkce H).
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Pfrenosova funkce soustavy — vyjadreni

Samostatny tkol

Pf¥enosovou funkci soustavy Ize také vyjadfit jako podil dvou polynomi stupné

nejvyse r. Plati, ze

c¢TAdj(zI — A)b + d - det(zl — A)
det(zI — A)

N(z) noz"+---+n  no+---+nz "

T D(z)  doz'+---+dr  do+---+dzr

H(z)=[eT - (21— A)T'b+d] =

kde N(z) a D(z) jsou p¥islusné polynémy ng+---+nz="ady+---+drz™"
(resp. prvnich r prvki pfisludnych z-transformaci).
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Priklad: Bakalafi na australskych univerzitach

Priklad

[ pro model s bakalafi na australskych univerzitach mame

pii O 0 0
pr2 pn O 0 T
A= , b=1(1,0,0,0)",
0 p3 p33 O ( )
0 0  p3s pas

c=(0,0,c3,c)", d =0;

[ pro matici (zI — A) dostaneme vyjadfeni ve tvaru

z— p11 0 0 0
—P12 z— px 0 0
I—A)= :
(z ) 0 —p23  Z—p33 0
0 0 —P34 Z — P44

[ a pro determinant matice (zI — A) dostaneme

det(zl — A) = (z — p11)(z — p22)(z — p33)(z — paa);
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Priklad: Bakalafi na australskych univerzitach

Priklad

1 vzhledem k tvaru vektorti b, c € R" staéi pro adjungovanou matici
spo&ist prvky na pozici [3,1] a [4,1];
[ pro pfenosovou funkci soustavy pak pfimo dostaneme

c3p12p23(Zz — pas) + capr2p23p3a
H(z) =
(z = p11)(z — P22)(z — P33)(z — Paa)

[d pomoci pfenosové funkce soustavy H(z) dostaneme pfime vyjadfeni po&tu
promujicich bakala¥d v zavislosti na potte zapsanych studentd (vyjadrenie
prostrednictvom spektralni domény) — bez explicitnej pritomnosti

jednotlivych (skrytych) stavov systému;
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Zhrnuti predchozi prednasky/opakovani

41 Modely linearni regulace
< posloupnost vystupnych dat je vyjadfena jako specificka linearni funkce
vstupnych dat, t.j. y: = hour + - - - + heuo, pro t € NU {0}
a vhodné zvolené parametry hg, ..., h:, - - €R;

1 Z-transformace a impulzni pfenosova funkce;
— impulzni pfenosové funkee Y (z) = H(z)U(z) jako nastroj pro
reprezentaci vystupnej posloupnosti {y:} vo frekvenénej doméné pomoci
z-transformace vstupu {u:} a parametru {h;}:

U(z) = Zj:o U_,‘Zij aH(z) = ZJCZO hiz ™,

d Linearni soustavy;
— komplexny systém linearni regulace, kde mezi vstupni a vystupni
posloupnosti existuje navic mnozina stavov x; = (xt(l), . ,xt('))T;
[d Obecny zapis linearni soustavy
X1 = Axt + bUt;
Yr=cC-xt+d- u,
pro matici A € R™*", vektory b, c € R" a skaldr d € R;
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rednaska ystémy Linearni Regulace

Obecny model

[ v praxi je vyhodné&jsi uvazovat obecnou situaci, kdy vystup v Case t zavisi

také na predchozich vystupech, t.j., uvazujeme rovnici

doye + -+ + drye—r = nous + -+ + nrup—r, (7)
pro dy # 0;
[ co lze také ekvivalentné prepsat jako
__dl _ _dr +n0u+ +nru
Yt = dO}/t—l ce. dO)/t—r o t d t—r,
autoregresni ¢ast soustavy regresni ¢ast soustavy
pro do # 0;
[ délky pro autoregresni a regresni &ast mohou byt obecné riizne (k # /);
— nékteré koeficienty di, ..., dk, no, ..., nf mohou byt nulové;

U IDEA: Opét chceme najit vyjadFeni ve tvaru ye = %, Arye—«;

NMFM332 | Statistika pro finanéni matematiky 2

87

N
N}
©



redn ystemy Linearni gu

Obecny model

[0 analogickym postupem (vynasobime &lenem z~* a seteme pres viechny
hodnoty t) dostaneme vyjadreni (7) ve tvaru

o]

(dozfoytzft 4+ ...+ d,zf'yt,rzf(tfr))
t=0

= Z (nOZOUtzit N nrzirut_,zf(tf’))

t=0

1 diky zavedenému znaceni u_ = y_; = 0 pro t € N miZeme psat

(doz ®+- - +dz7") Zy:z_t =(nz %+ +nz ")y wmzh
t=0 t=0

[ co lze také prepsat do obecného tvaru linedrniho modelu jako
d(z )Y (2) = n(z"")U(2)
prod(x) =do+ dix+---+dx" an(x)=ng+ mx+---+ nx";
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rednaska ystémy Linearni Regulace

Obecny model — nékteré vlastnosti

4

4

obecné i zde plati, Ze Y(z) = H(z)U(z), pro takové z € C,
Ze H(z) a U(z) konverguiji;
dostazenim tedy dostaneme, zZe

d(z7 )Y (2) = d(z )H(2)U(z) = n(z ") U(2),
pro takové z € C, Ze prava strana konverguje;
pro prenosovou funkci soustavy mame

n(z') no+---+nz "
H = = N
@ =9 " dr Trd

rovnice (7) se nékdy zapisuje ve tvaru
(do+--+dz yr=(no+--+nz "u

nebo zjednodusene d(z7!)y: = n(z7")u:, kde z se interpretuje jako
operator posunuti, t.j., zx; = xt11 @ z * jako operétor zpé&tného posunuti,
tj., 27 % = xe—1;
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Obecny model — priklad

Predpoklddame jednoduchy model lineadrniho systému ve tvaru

Yer1 —aye = ugp1 resp. (1—az l)ye = ue.

[ pro prenosovou funkci soustavy dostaneme

H(z):#:i;

1—az1 z—a

[ Ize jednoduse rozvinout jako

oo

H(z) = Z CE

k=0

[ pro impulzni charakteristiku soustavy teda mame y; = h; = a';

(1 pro prechodovou charakteristiku soustavy mame y; = ZZ:O hi;
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Stabilita linearni soustavy

(1 Stabilita soustavy
Jedna se o zakladni vlastnost, ktera se u linearnich soustav zkouma.

Definice: Stabilita linearni soustavy

Rekneme, Ze linearni soustava je stabilni, pokud plati, ze

lim h; = 0. (8)

t—o0

[ Alternativné lIze ¥ict, Ze odezva soustavy na jednotkovy impuls se
postupné vytraci, pokud je soustava stabilni;

[ (8) je zaroveri nutna podminka k tomu, aby pfechodova charakteristika
soustavy, teda fada Zzio hk, byla konvergentni (ale ne postaujici);
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Stabilita linearni soustavy

Véta: Stabilita linedrni soutavy

Soustava odpovidajici obecnému modelu s prenosovou funkci ve

tvaru
n(z7h)  N(z)

H(z) = ——F = —,
®)= 4" ~ o)
kde N(z) = noz" +---+n,z% a D(z) = dpz" +- - - + d,z° jsou ne-
soudélné polynomy, je stabilni pravé tehdy, kdyz se vsechny koreny
polynomu D(z) nachézeji uvnit¥ jednotkového kruhu v komplexni
roviné.

Jeli hy = a¥, pak je soustava stabilni pravé tehdy, kdy? je |a| < 1.
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Stabilita stavového modelu
[ pro stavovy model obecné plati: D(z) = det(zIl — A);

[ kofeny D(z) jsou pravé vSechnd vlastni &isla matice A a jsou v absolitni
hodnoté mensi nez hodnota 1;

Priklad

Uvazujme néjakou stabilni soustavu a jednotkovy skok 1 = up = u; = ...,
jako vstup. Pak pro prechodovou charakteristiku soustavy, posloupnost y; do-
staneme

t t [e'e}
lim y: = lim E heyr—kx = lim E h, = E he = Yoo
t—o0 t—o0 t—o0
k=0 k=0 k=0

a soustava se tedy v nekone¢ném horizontu ustéli na nové trovni. Obecné
tedy predpoklad hy — 0 neni postadujici k tomu, aby Fada Z:io h, byla
konvergentni.

(1 Pokud jsou ale kofeny D(z) v jednotkovém kruhu (podminka stability),
pak také rada Ezo hi konverguje absoldtné.
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23.03.2023
Priklad: Bakalari na australské univerzite

Priklad

[ kofeny polynomu D(z) = det(zI — A) jsou jednoduché;
(s nasobnosti jedna): pravdépodobnosti pi1, p22, P33, pas;
[ stabilitu teda dostaneme pro pi < 1 pro Vi € {1,2,3,4};
(teda postup do vyssiho roéniku, resp. ukonéeni studia v

poslednom ro¢niku, je mozny s kladnou pravdépobnosti)




Pfednaska 5 || Systémy Linedrni Regulace 23.03.2023

Zhrnuti a opakovani

1 Modely linearni regulace & linearni soustavy
< modely, které posloupnost vystupnych dat {y:} modeluji jako linarni
funkci vstupnych dat {u:}, t.j. y+ = hour + - - - + heuo, pro t € NU {0};
[0 Obecny maticovy zapis systému se stavy x: = (xe1, ..., Xer)
Xe41 = Axe + buy;
ye=c-xt+d-u,
pro n&jakou matici A € R™*", vektory b, c € R" a skalar d € R;

0 ReSeni pomoci pienosové funkce soustavy
< cilem je najit vyjad¥eni zavislosti vystupné posloupnosti na vstupnich
datech prosttednictvim tzv. pfenosové funkce soustavy: Y(z) = H(z)U(z);

H(z) = Z hez ™  =[c" - (21 — A) b + d] = N(z)/D(2)
k=0

1 Zakladni vlastnosti/charakteristiky linearni soustavy
[ impulzni charakteristika: y; = h; (stabilita pro hy — 0);
[d prechodové charakteristika: y: = Zti:o hi (ustéleni pro Z:O hy < 00);
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Kapitola 4

Markovské retezce

NMFM332 | Statistika pro finanéni matematiky 2




!re!na!!a ! ! ar!ovs!e re!!zce !!l!!l!!

Deterministické data — Stochastické data

[ v deterministickych modelech je vystup (reakce) jednozna&né definovany
pomoci vstupu (akce) — napr. model linedrni soustavy;

[d v stochastickych modelech je pfitomen nahodny element, ktery pfinasi do
vystupu jistou miru neurcitosti — napr. ndhodna prochazka;

2 ACNT'S ACTIONS 7 <ore RANDSMNESS
UNIQUELY DETERMINE INOLES
THe aUTCoME &
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rKoV! retez

Nahodna prochazka na primce

(1 hazime symetrickou minci (pravdépodobnost, Ze padne hlava je 1/2);

[ za¢iname v pocatku, t.j. potatetny stav je v bodé nula;

1 kdyz padne hlava, posuneme se na ose napravo, kdyz lice, tak nalevo;

Stav s

(po kazdom potte hodov sledujeme aktudlnu poziciu/polohu)
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rKoV! retez

Nahodna prochazka na primce

(1 hazime symetrickou minci (pravdépodobnost, Ze padne hlava je 1/2);

[ za¢iname v pocatku, t.j. potatetny stav je v bodé nula;

1 kdyz padne hlava, posuneme se na ose napravo, kdyz lice, tak nalevo;

Stav s

(po kazdom potte hodov sledujeme aktudlnu poziciu/polohu)
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Nahodna prochazka na primce

(1 hazime symetrickou minci (pravdépodobnost, Ze padne hlava je 1/2);

[ za¢iname v pocatku, t.j. potatetny stav je v bodé nula;

1 kdyz padne hlava, posuneme se na ose napravo, kdyz lice, tak nalevo;
(po kazdom potte hodov sledujeme aktudlnu poziciu/polohu)

Stav s
2
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Nahodna prochazka na primce

(1 hazime symetrickou minci (pravdépodobnost, Ze padne hlava je 1/2);

[ za¢iname v pocatku, t.j. potatetny stav je v bodé nula;

1 kdyz padne hlava, posuneme se na ose napravo, kdyz lice, tak nalevo;
(po kazdom potte hodov sledujeme aktudlnu poziciu/polohu)

Stav s
2
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Nahodna prochazka na primce

(1 hazime symetrickou minci (pravdépodobnost, Ze padne hlava je 1/2);

[ za¢iname v pocatku, t.j. potatetny stav je v bodé nula;

1 kdyz padne hlava, posuneme se na ose napravo, kdyz lice, tak nalevo;
(po kazdom potte hodov sledujeme aktudlnu poziciu/polohu)

Stav s
2
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Nahodna prochazka na primce

(1 hazime symetrickou minci (pravdépodobnost, Ze padne hlava je 1/2);

[ za¢iname v pocatku, t.j. potatetny stav je v bodé nula;

1 kdyz padne hlava, posuneme se na ose napravo, kdyz lice, tak nalevo;
(po kazdom potte hodov sledujeme aktudlnu poziciu/polohu)

2
|

Stav s
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Stochastické celociselné posloupnosti

4

4

uvazujme néjakou posloupnost {X,; n € N}, kterd nabyva pouze
celoéiselné hodnoty (konelne, nebo spoetne mnoho);

hodnoty n € N interpretujeme jako Casové okamziky, ve kterych
posloupnost {X,} nabyva své hodnoty;

mnozina S C Z vSech moznych stavii posloupnosti {X,}, které maze
posloupnost hypoteticky nabyvat, se nazyva stavovy prostor;

hodnoty s € S, které miiZe posloupnost {X,} hypoteticky (ale ne nutng)
nabyvat, nazyvame stavy;

budeme uvazovat pouze diskrétni ¢asové okamziky a posloupnosti,
kde S je nejvyse spocetnd mnozina;

stav poslopnosti {X,} v néjakem konkrétnim Ease n € N zavisi na
predchozich stavech, ale zavislost neni deterministicka;

stav posloupnosti {X,} v &ase n € N je vyjadfen prostfednictvim
pravdépodobnostniho modelu (zahrnuje v sob& miru neuréitosti);
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Markovsky retézec a markovska vlastnost

Definice: Markovilv fetézec

Rekneme, Ze posloupnost celoéiselnych ndhodnych veli¢in {X,}52,
se nazyva Markoviv Fetézec (markovsky fetézec), jestlize plati, ze

P[Xn+1 = j|Xn = iny ... Xo = io] = P[Xos1 = j| Xa = in),
pro kazdé n > 0 a kazdé iy, ..., i, € Z takové, ze
P[X,,:in,...,XOZfo] > 0.

Mnozina vSech stavii je v tomto pfipadé mnozina Z, t.j., S = Z.

Markovskou vlastnosti nazyvame fakt, ze vysledek v ¢ase n+ 1 zavisi
pouze na stavu daného Fetézce v ase n (tudiz na stave v predchozim
kroku, neboli v pfitomnosti), nikoli na minulosti, t.j. na posloupnosti
realizovanych stavi pred ¢asem n.

A
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Markovsky retézec a markovska vlastnost

BABE, MY/LIFE IS A
MARKOV CHAIN

L]

GIVEN THE PRESENT, THE
FUTURE DOES NOT
DEPEND ON THE PAST
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Priklady aplikace Markovskych retézcii

[ Prvni aplikace: Andrei A. Markov pouzil Markovsky fetézec na analyzu
20.000 listd z Pushkinovej basne Eugeny Onegin a studoval
pravdépodobnosti vyskytu samohlasek a souhlasek na zakladé predchoziho
vyskytu (samohlasek a souhlasek);

(1 Tedria informaci: striktné povedané, kazdy proces pri ktorom zdroj
prenasa néjaké informace, je markovsky fetézec (Shannonova teérie);

O Informatika (1T): aplikicia pre vyhladavacie algoritmy (napr. Google),
hodnotenie web stranok (PageRank), computer performance evaluation;

1 Marketing: systémy hromadné obsluhy, modelovani spravania
zakaznikov/klientov a modelovani zmén ich preferenct;

1 Finance a business: modelovani riznych finanénych trhov, zmény
riiznych stavdl, jejich chovani a pod.

1 Matematika: simulaéné metédy, rozhodovaci algoritmy, analyza a
spracovani dat, atd'.;
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Markovsky fetézec a Eugeny Onegin

Everrici (Gorsocses

113y 567500
swoiine «—

1011 510 844
424640444315

prvnich 800 pismen z celkovych 20.000
listd v Pushkinovom Eugeny Oneginovi;

vyskyt jednotlivych pismen zapsan
pomoci 40 Etvercovych matic typu
10x10;

spodni matice typu 6 X 6 zobrazuje
frekvenény vyskyt nékterych pismen v
500 pripadech;

na zakladé této analyzy sa ukazalo,

Ze neni zadny matematicky rozdil mezi
kostkou, kterou hodime 1000 krat a
1000 kostkami, které hodime pouze
jednou, ale vSechny naraz;

Hilgers, P. and Langville, A. (2006). The Five Greatest Applications of Markov Chains.
MAM 2006: Markov Anniversary Meeting . Raleigh 2006.
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Markovsky fetézec a Eugeny Onegin

vil

He was too young to have been blighted
by the cold world's corrupt finesse;

his soul still blossomed out, and lighted
at a friend’s word, a girl’s caress.

In heart’s affairs, a sweet beginner,
he fed on hope’s deceptive dinner;
the world's éclat, its thunder-roll,
still captivated his young soul.

He sweetened up with fancy’s icing
the uncertainties within his heart;
for him, the objective on life's chart
was still mysterious and enticing —
something to rack his brains about,
suspecting wonders would come out.

probability

20,000 random independent letiers

v
c 1

v C
¥ 0.175 0.625

(-] 0.526
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Pravdépodobnosti prechodu

Definice: Pravdépodobnost pfrechodu

Pravdépodobnost p;(n,n+ 1) € [0,1], pro i,j € S, definovanou
jako
pi(n, n+1) = P[Xo11 = j| X, =],

nazyvame pravdépodobnost prechodu ze stavu i v ¢ase n do stavu
jviéase n+1;

[ je intuitivné zfejmé, Ze pro néjaky konkrétny stav i€ S acas ne€ N
dostaneme posloupnost {pis(n, n + 1)}scs, kterd definuje rozdéleni
pravdépodobnosti na mnozine stavi S;

1 vyjadfeno matematicky:

Voen Vies Z pis(n,n+1)=1

seS
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Homogenita Markovského retézce

Definice: Homogenni Markovsky fetézec

Markovsky fetézec se nazyva homogenni, jestlize plati, ze

pij = pi(n. n+1),

pro viechny i,j € &, tudiz pravdépodobnosti prechodl zo stavu i
do stavu j nezavisi na Case n.

[ pro konkrétny stav i € S dostaneme opét rozdéleni pravdépodobnosti
{pis }ses na mnoZine stavi S;
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Pocatecni rozdéleni retézce

Definice: Pocateéni rozdéleni

Pravdépodobnosti p; € [0, 1], pro i € S, které jsou definovany jako

Pi = P[Xo = f],

pro i € S, nazyvame pocatecni rozdéleni fetézce.

1 v pfipadé homogénnich Markovych fetézcii se obvykle prechodové
pravdépodobnosti zapisuji v maticovem tvaru — tzv. matici prechodovych
pravdépodobnosti (resp. pfechodova matice): P = (pj)ijes;

(1 matice pfechodovych pravdépodobnosti se také (obecné) nazyva aj
stochastickd matice, protoze soulet prvkd v kazdem fadku je roven

hodnoté jedna (kazdy Fadek definuje rozdéleni pravdépodobnosti na S);

[ pocateéné rozdéleni {pi}ics Markovského Fetézce se zapisuje pomoci
vektoru pravdépodobnosti potite¢ného rozdéleni: p = (p1, ..., p|5|)T;




!re!na!!a ! !ar!ovs!e retézce !!!!!!!!

Matice prechodovych pravdépodobnosti

1]

[ matice pfechodovych pravdépodobnosti je definovéna jako P = (p;); L;;

(pro nejvyse spocetny stavovy prostor S a stavy i,j € S)

[ matice prechodovych pravdépodobnosti miize byt obecné nekoneéni;
(pro nekoneénou, ale nejvyse spoetnou mnoZinu stavii S)

[d matice pfechodovych pravdépodobnosti je stochasticka matice;
(z kaZdého stavu se nékam musime v dalsim kroku dostat, nebo ziistat)

[ vektor pocate¢ného rozdéleni fetezce ma soucet jedna;
(v néjakom stave s € S musi fetézec zacit)

[ obecné fadky pfechodové matice P = (p,,),“jg‘=l zna&i vychozi stav i € S
a v sloupcich matice se uvadéji koncové stavy j € S;
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Priklad: Dosazené maximum na hraci kostce

[ obecné v n-tém tahu sledujeme dosazené maximum v n hodech;

[d minimdlni hodnota (stav) je jedna, maximalni (stav) je hodnota 6;
(resp. v &ase nula miZeme zaéinat ve stavu 0 — nebylo maximum dosazeno)

Stav s
3
|

0 5 10 15
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Priklad: Dosazené maximum na hraci kostce

Priklad

Hézime spravodlivou hraci kostkou a sledujeme dosazené maximum v n €
N hodech. Mnozina stavi je S = {1,...,6} a matici pfechodovych
pravdépodobnosti pak mizZeme zapsat jako

=
I

: 9

o o o o o ol
o o o O oINv ol
o o O olw o= ol
o O old ol ol ol
= ok ok ok o= ok

O ool ol olk Ol Ok

kde pj; znadi pravdépodobnost pfechodu ze stavu i (fadek) do stavu j (sloupec),
pro libovolné i, j € S.
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Existence cesty v Markovském retézci

1 v souvislosti s Markovskymi fetézcemi je nékdy dileZité vySetfit existenci
cesty z néjakého stavu i € S do néjakého jiného stavu j € S;

Véta: Existence cesty v Markovském rétézci

Necht {X,}>2, je homogénni Markovsky fetézec s nejvyse
spodetnou mnozinou stavli S, poc¢atetnym rozdélenim (p;; i € S)
a maticou prechodovych pravdépodobnosti P = (pj); jes-

Pak plati, ze

P[Xo =0, X1 = i1, ..., Xo = In] = PiPigir - - - Pin_1ins

pro libovolné stavy iy, ..., i, € S.
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Pravdépodobnosti prechodii vyssich radi

[ existence cesty ze stavu i € S do stavu j € S v n krocich souvisi s

prechodovymi pravdépodobnostmi vyssich ¥add — pravdépodobnostmi p(")

i

Definice: Pravdépodobnost prechodu v n krocich

Necht pfjo) =1Ii—jy a pfjl) = p;j. Pak pravdépodobnost

1
P =37 o by
keS

se nazyva pravdépodobnost pfechodu ze stavu i do stavu j po
(n+ 1) krocich (resp. pfk") je pravdépodobnost prechodu n-tého

fadu ze stavu i do stavu k).

[ pro matici prechodovych pravdépodobnosti n-tého fadu pak pouzivame
znateni P(" = (P,—S—n))i,jes;
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Pravdépodobnost prechodu n-tého radu

23.03.2023

Véta: Pravdépodobnost pfechodu v n-tém kroku
Necht m e NU {0} a /,j € S. Pak plati, ze
P[Xnn = j|Xm = i] = p,'(jn)-
Pro matici prechodovych pravdépodobnosti n-tého radu zaroven

plati, ze
P = pn.

[ stejné jako matice [P aj matice prechodovych pravdépodobnosti vyssich
fada PO, jsou stochastické matice, t.j. soucet prvki v kazdém ¥adku je
roven hodnoté jedna;
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Priklad: Dosazené maximum na hraci kostce

Priklad

Hazime spravodlivou hraci kostkou a sledujeme dosazené maximum v n €
N hodech. MnoZina stavi je S = {1,...,6} a matici prechodovych
pravdépodobnosti pak mizeme zapsat jako v (9).

Pro prechodové pravdépodobnosti vyssich Fadi mame

0 pro i > 0;
AN
pfjn) _ (%) pro i = j;

AN . n
(=) oo

Samostatny tkol

Spoctéte matici prechodovych pravdépodobnosti pro dosazené maximum na
hraci kostce po n =2 a n = 3 hodech.
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Chapman-Kolmogorova véta

Véta: Chapman-Kolmogorov

Necht {X,}2°, je homogénni Markovsky fetézec. Pak pro libovolna
n,m € N plati, ze

P =" Pl pl
keS

1 IDEA:
Pro pravdépodobnost cesty zo stavu i € S do stavu j € S v n+ m krocich,
se staéi podivat na vSéechny mozné dosazitelné stavy k € S po n krocich a
pak vSechny mozné cesty zo stavu k € S do stavu j € S v m krocich.




Chapman-Kolmogorova véta

NMFM332 | Statistika pro finanéni matematiky 2
117 / 229




!re!na!!a ! !ar!ovs!e ret!zce !!!!!!!!

Zhrnuti predchozi prednasky/opakovani

[ Markovské retézce

(1 Posloupnosti celo&iselnych ndhodnych veliéin: {X,; n € N};
(uvazujeme pouze diskrétni ¢as a diskrétne stavy);

1 Mnozina stavil S je nejvySe spoéetnd (napt. S = Z);

[ Plati Markovska vlastnost: P[Xnt1 = j|Xn, ..., X1] = P[ X1 = j| Xa];

1 Homogenita: nezavislost prechodov mezi stavy na ¢ase n € N;

1 Pravdépodobnosti prechodov a pocatecné rozdéleni

1 Pravdépodobnost pfechodu ze stavu i do stavu j (v jednom kroku):
pij = P[Xay1 = j|Xa =]
[d Pravdépodobnost ptechodu ze stavu i do j n-tého ¥add (v n krokoch):
Py = PXimin = j| X = 1]
1 Pocatecné rozdéleni Markovského fetézce pro stavy i € S:
pi = P[Xo = 1]
[ Pro kazdé i € S se jedna o rozdéleni pravdepodobnosti na S;

(tdo D pes Pk =D pes P:(:) =D kesPk=1pro¥neN)
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Reprezentace Markovského retézce

I. Stravinsky "The Fire-bird"” suite melody
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[ pomoci matice
prechodovych
pravdépodobnosti
P = (py)ijes:

[ ptipadné matice
prechodovych
pravdepodobnosti
vy&gich vada P();

[ orientovany graf s
vrcholy pro stavy a
vahami pro jednotlivé
hrany;

[ obrazek ilustrujici matici
prechodovych
pravdépodobnosti;
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Klasifikace stavii Markovského retézce

Definice: Dosazitelnost stavu v Markovském fetézci

Rekneme, Ze néjaky stav j € S je dosazitelny ze stavu j € S, pokud

existuje &islo n € N takové, Ze p,-(j") > 0.

[ pro vyjad¥eni faktu, Ze stav j je dosazitelny ze stavu i (ne nutné v jednom
kroku), pouZivame znaleni i — j;

Definice: Nerozlozitelnost Markovského retézce

Rekneme, Ze Markovsky fetézec je nerozlozitelny, pokud kazdy stav
je dosazitelny z kazdého stavu.

1 dosazZitelnost stavli v Markovském Fetézci a nerozlozitelnost fetézce
nemusi byt patrna pouze z pohledu na samotnou matici P;
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Rozlozitelnost a nerozlozitelnost retézce

Priklad

Uvazujme Markovsky fetézec se Ctyfprvkovou mnozinou stavii S a maticou
prechodovych pravdépodobnosti

[eNeN )
o OO

[ jedna se o rozlozitelny Markovsky retézec protoze stav 1 nelze
dosahnout ze zadneho jiného stavu 2,3 a 4;

[d pro nerozlozitelnost fetézce by stacilo napfiklad umoznit prechod
ze stavu 2 do stavu 1, t.j., definovat p2; > 0;

Samostatny tkol

Reprezentujte Markovsky fetézec z p¥ikladu pomoci vhodného grafu.
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Uzavfena mnozina stavu

Definice: Mnozna uzavrenych stavi

Rekneme, Ze neprazdna mnozina stavii C C S je uzaviena mnozina,
pokud kazdy stav vné mnoziny C neni dosazitelny z zadneho stavu
mnoziny C.

1 IDEA:
Jakmile Fetézec jednou vejde do néjakého stavu s € C, pak jiz nemiize
fetézec nabyt zadneho jiného stavu, kromé stavii v mnozine C.

[ uzavrenost ve zmyslu nemiZeme ven, ale porad miZeme dovnitr;

Véta: Nerozlozitelnost retézce |

Markovsky tetézec je nerozlozitelny pravé tehdy, kdyz neexistuje
zadna uzaviend mnozina C C S, takova, ze C # S.
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Rozlozitelnost a nerozlozitelnost retézce

Véta: Uzaviend mnozina stavi

Mnozina stavii C C S, takovd, ze C # S je uzavénd pravé tehdy,
kdyz plati, ze

pik=0 pro VjeC a Vké¢C.

Véta: Nerozlozitelnost retézce Il

Retézec je rozlozitelny pravé tehdy, kdyz po vhodném precislovani
stavl fetézce (a teda pfislusnou permutaci ¥adkd a sloupcii matice
IP) je matice pfechodovych pravdépodobnosti ve tvaru

P; 0
(4 =),

kde P; a R jsou Ctvercové matice a P; je navic stochasticka.
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Doba prvniho vstupu (navratu) do stavu

Definice: Doba prvniho vstupu

Pro libovolny stav i € S definujeme
vi=inf{neN; X, =i}

jako ¢&as prvniho vstupu (resp. doba prvniho ndvratu fetézce
{Xn; n€ N} dostavu i € S, t.j., zaleZi na polatetném rozdélent).

[ analogicky lze definovat i obecny &as k-tého vstupu (navratu) fetézce do
stavu i € S jako

vi(k) = inf{n > vi(k — 1); X, =i},

kde definujeme v;(1) = v;, proi € S;
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Doba mezi navraty do stavu

Pro doby, které Markovsky fetézec stravi mezi jednotlivymi navraty do
daného stavu i € S se obecné zavadi znaceni

1 Ti(1) = vi = vi(1): doba do prvniho navratu/vstupu do stavu j € S;
1 Ti(2) = vi(2) — vi(1): doba mezi prvnim a druhym navratem/vstupem;
vi(k

a Ti(k) = ) — vi(k — 1): doba mezi k-tym a (k — 1)-vym névratem;

1 Samozrejme plati, ze

vi(k) = Ti(1) + Ti(2) + - - - + Ti(k);

Poznamka:

Je vhodné rozliSovat navrat do stavu i € S (pokud jiz fetézec v tomto stavu v
minulosti byl) a vstup do stavu i € S (pokud Fetézec v daném stavu jesté nebyl).

V praxi (oviem ne nutné vzdy a vSude) se obecné pouziva vyjadfeni o prvnim vstupu
do stavu i € S ("nulty” navrat) a pak o k-tém navratu (t.j., (k + 1)-ni vstup).
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Trvaly a prechodny stav v Markovském retézci

Definice: Trvaly stav

Stav i € S takovy, Ze plati
Pi[vi < o0] = Plvi < 00| Xo = i] =1,

se nazyva trvaly stav rétézce {X,; n € N}.

Definice: Prechodny stav

Stav i € S takovy, ze plati
Pi[vi = o0] = Py = 00| Xp = i] > 0,

se nazyva prechodny (transcientny) stav rétézce {X,; n € N},
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Prechodny a trvaly nulovy a nenulovy stav

[ Trvaly stav je teda takovy, Ze fetézec, ktery vychazi ze stavu i € S (proto

podminka, ze Xp = i), se v kone¢ne mnoha krocich do tohto stavu vrati s
pravdépodobnosti 1;

1 V opagnem ptipadé (t.j., existuje kladnd pravdépodobnost, Ze fetézec,

ktery zalal ve stavu i € S, se jiz nikdy do tohto stavu nevréati) fekneme, Ze
stav je prechodny.

Definice: Trvaly nulovy a nenulovy stav

[ Trvaly stav i € S takovy, ze Ejv; = oo, se nazyva nulovy stav;

4 Trvaly stav i € S takovy, ze Ejv; < oo, se nazyva nenulovy stav;

Stredni hodnoty v definici jsou definované vzhledem k pravdépodobnostni
mite P;[-] = P[-|Xo = i] (t.j., z&leZi na potatecném rozdéleni);




rednaska asitikace stavu v IViarkovskem retezci

Klasifikace stavii v Markovském tetézci
4 Do trvalého stavu se Markovsky fetézec vrati nekone¢ne mnoho krat

s pravdépodobnosti 1.

[ Do pfehodného stavu se Markovsky fetézec vrati nekoneé¢ne mnoho krat
s pravdépodobnosti nula.

O Necht £ = P;[v; = n] (prvni névrat v &ase n) a necht £”) = 0. Pak je
zfejmé, ze stav i € S je trvaly, pravé tehdy, kdyz plati, ze

Z =1

n=0

0 Pro stfedni hodnotu Ejv; plati: Evj = nPj[v; =n] =", PIARE

n=1

0 Obecné pro n > 1 plati, ze p” = Pi[X, = i] = Y}, f, p”" K,

(1 Obecné pro n >0 a i #j plati pu = Pi[X,=]j] = Zk:l i plg."_k),

kde fu( = Pi[vj = n] = P[y; = n|Xo = i] (prvni vstup v &ase n);
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Periodicky a neperiodicky stav

Definice: Periodicky stav

Stav i € § v homogénnim Markovském fetézci {X,; n € N} se
nazyva periodicky s periodou d € N, pokud plati, ze

d=NSD(n>0; pi" >0)>1,

ii

teda nejvétsi spolecny délitel pro ¢as navratu do stavu i je vétsi
jako jedna.

1 Pokud plati, ze NSD = 1, pak fekneme, ze stav i € N je aperiodicky
neboli neperiodicky.
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Stavy stejného typu

Definice: Stavy stejného typu

Rekneme, ¥e dva stavy jsou stejného typu, pokud plati, ze oba stavy
jsou trvalé/pfechodné, nulové/nenulové a periodické/neperiodické,
so stejnou periodou d > 1.

Priklad

[ Ovéfte, ze v Markovském Fetézci s prechodovou matici

~
=Nl NeNe)
HOOOH
[eNoNoke. )
(=R NeNeNe)

jsou vSechny stavy periodické, s periodou d = 3 pro p € (0,1).
1 Co se stane, kdyz do procesu pfiddme jednu smycku typu p;i > 07




L
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Klasifikace stavi v Markovském retézci |

Véta: Trvaly a trvaly nulovy stav

0 Stav i€ S jetrvaly & > Op” = 00;
0 Stav i € S je prechodny < > > p,-,- < 00;

4 Trvaly stav i € S je nulovy & Pf;n)

Véta: Trvalé vs. predchodné stavy

V nerozlozZitelnem Markovském fetézci s S = {0,1,2,...} jsou
vSechny stavy trvalé tehdy a jen tehdy, kdyz jediné feSeni soustavy

— 0 pro n — o0;

oo

xi=Y ppg, =12, (10)

v intervalu [0, 1] je trividlni, t.j. x; = 0 pro v8echny i =1,2,....
V&echny stavy jsou pfechodné < existuje netrividlni YeSeni (10).

A
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Klasifikace stavi v Markovském retézci Il

Véta: Retézec s konec¢né mnoho stavy

[V Markovskom Fetézci s kone¢nou mnozinou stavii S nemohou
byt vSechy stavy prechodné.

1V Markovskom Fetézci s kone¢nou mnozinou stavii S neexistuji
stavy trvalé nulové.

Véta: Stavy stejného typu

Uvazujme Markovsky Fetézec s mnoZinou stavi S.

1 Kdyz pro libovolné dva stavy i,j € S existuje cesta i — j — i,
pak jsou oba stavy i a j stejného typu.

4 Pokud i — j /4 i, pak stav i je prechodny.

1V nerozlozitelném Fetézci jsou vSechny stavy stejného typu.




Prednaska 7 || Klasifikace stavii v Markovském Fetézci 30.03.2023

Absorbcné a ergodické stavy

stav a ergodicky stav procesu.

Definice: Absorbéni stav

Stav, ze kterého neni dosazitelny zadny jiny stav, se nazyva ab-
sorbcny.

Definice: Ergodicky stav

Stav, ktery je trvaly, nenulovy a neperiodicky, se nazyva ergodicky.
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Priklad: Dosazené maximum na hraci kostce

Priklad

O stavieSjetrvaly & ) > pff") =00, proi=1,...,6;

[ v nadem p¥ipadé plati: p(.") = (é)"

"

4 proi=1,...,n je fada konvergentni;
[ pro i = 6 je suma divergentni;
[ stav i = 6 je proto trvaly, stavy i =1,...,5 jsou prechodné;

[ je stav i = 6 nulovy nebo nenulovy?

podle definice: Ejvj=1-1=1< oo;

stav i = 6 je proto trvaly nenulovy;

stfedni doba névratu do stavu i =6 je 1 (15 = 1);
mnozina stavil {6} je uzavfena, a stav je absorbénf;

ooood
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Priklad: Nahodna prochazka

Priklad

()

ii

[ otazka zni, jak se chovaji pravdépodobnosti p

d z povahy fetézce je zfejmé, ze p,.(,") =0 pro n € N liché;
(2n

[d pro pravdépodobnosti p;; ) pak dostaneme:

(2n) 2n _on (2n)12727 (2n)27e=2"\/4xn2—2" 1
S = 2 = = = — 0,
" n (n")2 n2ne=2n2mp V/nm

n

kde jsme vyuzili Stirlingovou approximaci n! ~ n"e™"\/2mn;

(n
ii

)—>0, pro n — o0;

zaroven plati, Ze E:il p(.”) = o0;

[ tudiz plati, ze p

(]

il

[ vsechny stavy jsou proto trvalé nulové;




Pfednaska 7 || Klasifikace stavii v Markovském Fetézci 30.03.2023

Priklad: Clovece nezlob se!

Samostatny tkol

UvaZzujte hru Clovete nezlob se, kde hraci plocha ma pouze 15 stanoviét. Hra¢
se posune o tolik krok( doptedu, kolik hodil bodd na kostke. Kdyz hodi hodnotu
Sest, haze opét a posune se o polet krokid dany soué¢tem bodi v jednotlivych
hodech. Hra kondi, kdyz se hra¢ vrati spatky na Startovaci pozici — t.j. policko
¢. 15.

Jak vypadad matice prechodovych pravdépodobnosti? Klasifikujte stavy Mar-
kovského procesu.

5
‘.

"\ o
\ ¢
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Zhrnuti/opakovani

1 Homogénni Markovské fetézce s diskrétnym ¢asem n € N a nejvyse
spoéetnou mnozinou stavu S;

1 Kilasifikace stavii v Markovském fetézci:

[ Trvalé nulové a nenulové stavy;
1 Ptfechodné stavy;
[ Neperiodické a periodické stavy s periodou d > 1;
[ Absorbéni a ergodické stavy;
1 RozlozZitelnost a nerozlozitelnost fetézce:

1 Dosazitelnost stavi (existence cesty i — j — i);
1 Existence uzaviené podmnoziny stavii = rozlozitelnost fetézce;
1 Zavedené veli¢iny a znaceni:

[J Pocatecni a prechodové pravdépodobnosti: p;, pjj, plg.") proi,j€S;

0 Cas prvniho (obecn& k-tého) navratu/vstupu do stavu i € S: vi(k);
0 Cas mezi k-tym a (k — 1)-nim vstupem do stavu i € S: Ti(k);

1 Podminéna pravdépodobnost pocateénym stavem: Pi[-] = P[-|Xp = i];

O Pravdépodobnost névratu/vstupu do stavu i € S v ¢ase n € N: f

()¢,
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Chovani Markovskych fetézcl pro n — oo

1 Homogénni Markovsky fetézec {X,; n € N} s diskrétnim &asem
a nejvyse spoetnou mnozinou stavi S;

[ Zajima nas dlouhodobé chovani Markovskych Fetézcd, t.j., pro n — oo;
[ Jaké je marginalni rozdéleni ndhodnej veli¢iny X,, pro n — oo;

[ Obecné, ndhodné veli¢iny X, maji riizne rozdéleni pro riizna n € N;
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Chovani Markovskych fetézcl pro n — oo

1 Homogénni Markovsky fetézec {X,; n € N} s diskrétnim &asem
a nejvyse spoetnou mnozinou stavi S;

[ Zajima nas dlouhodobé chovani Markovskych Fetézcd, t.j., pro n — oo;
[ Jaké je marginalni rozdéleni ndhodnej veli¢iny X,, pro n — oo;

[ Obecné, ndhodné veli¢iny X, maji riizne rozdéleni pro riizna n € N;

[d Otazka: Lze néco obecné fict o rozdéleni X,, pro n — co?

[d napf., rozdéleni je stejné pro vSechny n > ng,
pro néjaké vhodné zvolené ny € N;

[d nebo rozdéleni ndhodne veli¢iny X, konverguje k néjakému
limitnimu rozdéleni pro n — oo;

1 nebo existuje néjaké rozdéleni Markovského Fetézce, které zaruCuje néjaky
jednoduchy princip fungovania — "stabilitu” Markovského Fetézce;
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Stacionarni rozdéleni Markovského retézce

Definice: Stacionarni rozdéleni Markovského fetézce

Rekneme, Ze pravdépodobnostné rozdéleni w = (m;; i € S) na
mnozine stavil S je stacionarni rozdéleni Markovského Yetézce, po-

kud plati, ze
5= e

icS
pro viechny j € §. Maticové Ize také zapsat jako
= ﬂTIP’,

pro matici pfechodovych pravdépodobnosti P = (pj;)i jes-

Samostatny kol

Vysvétlete, co znamend, ze w = (m;; i € S) je pravdépodobnostné rozdéleni na
mnoZine stavid S. V8imnéte si, ze m = (7, ..., 7r|5‘)T nezdvisi na ¢ase n € N.
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Limitni rozdéleni Markovského retézce

Definice: Limitni rozdéleni Markovského fetézce

Rekneme, e pravd&podobnostné rozd&leni P = (p;; i € S) na
mnozine stavil S je limitni rozdéleni Markovského fetézce, pokud
plati, ze

pi = lim pi(n),

n—oo

kde pi(n) = P[X, =], proi € S.

Samostatny tkol

Ukazte, ze pro Markovsky fetézec s maticou prechodovych pravdépodobnosti

/2 1/2 0 0
]P’—( /2 1/2 0 0 )
= 0 0 12 1/2

0 0 /2 1/2

neexistuje limitni rozdéleni.
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Limitni vs. stacionarni rozdéleni

[ Stacionarni rozdéleni Markovského Fetézce se vztahuje pouze k
pravdépodobnostem prechodu pj;, pro i, j € S. Nezavisi teda na
pocatecném rozdéleni Markovského fetézce.

4 Limitni rozdéleni se vztahuje k rozdéleni celého Markovského fetézce.
Je tedy ovplivnéno i pocateénim rozdélenim Markovského fetézce.

1 Snadno Ize nahlédnout, ze pokud je poéatecni rozdéleni fetézce rovno
stacionarnimu rozdéleni 7, pak je i rozdéleni fetézce ve vSech dalsich
Casech n € N, t.j. rozdéleni (pi(n); i € S), rovné rozdéleni .

Véta: Stritné stacionarni proces

V pripadg, ze pocCateCni rozdéleni fetezce je stejné jako stacionarni
rozdéleni, pak pro vSechny k € N, pro libovolnt posloupnost stavi
ig,---,ix €8S alibovolny ¢as n € N plati

P[XOZ iOr”'vXk:ik] = P[Xn:i01'~~xXn+k == ’k]

Takovy fetézec se nazyva striktné stacionarni.
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Limitni rozdéleni = stacionarni rozdéleni

Véta: Limitni rozdéleni a stacionarni rozdéleni

Necht existuje limitni rozdéleni P = (p;; i € S) Markovského
fetézce {X,; n € N}. Pak je toto rozdéleni zarovenr stacionirnim
rozdélenim Markovského Fetézce a tudiz plati, ze

P=m.

(1 Opaéna implikace samoziejme obecné neplati: neni pravda, ze existence
stacionarniho rozdéleni by byla postacujici podminka pro existenci
limitniho rozdéleni Markovského fetézce;
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Nerozlozitelnost a existence stacionarniho rozdéleni

Véta: Nerozlozitelnost a existence stacionarniho rozdéleni

Necht {X,; n € N} je nerozloZitelny Markovsky Fetézec s
mnozinou stavll S. Pak stacionarni rozdeleni existuje pravé kdyz
vSechny stavy jsou trvalé nenulové. Existence je navic jednoznacna.

[ Jsou-li navic vSechny stavy neperiodické, je stacionarni rozdéleni i
limitnim rozdélenim a plati

1 1
lim pi(n) = lim p" =7 = Ev

4 Jsou-li vSechny stavy periodické, pak

lim = k) = lir [
i 3000 15250

J
Bez diikazu
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Nerozlozitelnost a neexistence stacionarniho rozdéleni

Véta: Neexistence stacionarniho rozdéleni v nerozlozitelném MR

Necht {X,; n € N} je nerozlozitelny Markovsky Fetézec s
mnozinou stavll S. Pak plati, ze

[ jsou-li vSechny stavy Markovského fetézce prechodné, nebo
vSechny jsou trvalé nulové, pak stacionrni rozdéleni neexistuje.

[ stadi si uvédomit, ze jsou-li vechny stavy MR pFechodné, nebo trvalé
nulové, pak musi platit, ze

pfj")—>0, pren—ooaVvi,jes

[ z definicie stacionarného rozdelenia ale dostaneme spor s faktom, Ze sa
ma jednat o pravdepodobnostné rozdéleni, tudiz ze plati

Zﬂ',‘:l

ieS
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Priklad: Nehodové pojisteni s bonusem

1V kone¢ném nerozlozitelném fetézci stacionarni rozdéleni vzdy existuje.
(vSechny stavy jsou totiZ trvalé nenulové)

[ Stacionarni rozdéleni nerozlozitelného fetézce nepopisuje pouze limity
absolutnich pravdépodobnosti jednotlivych stavil, ale popisuje také
Cetnosti navratu do jednotlivych stavi, Cas ktery dany Markovsky fetézec
v jednotlivych stavech stravi.

Priklad

Uvazujeme nehodové pojisténi se tfemi rliznymi Grovnémi:
[ zakladni sazba (stav 1);

[ sazba s bonusem 30 % (stav 2);
[ sazba s bonusem 50 % (stav 3);

Rok bez pojistni udélosti znamena postup do lepsi pojistni kategdrie pro pfisti
rok (kdyz takovd moznost existuje). Jednd pojistni udélost v pribéhu roka
znamend posun o jednu kategérii niz (pokud to Ize) pro dalsi rok. V p¥ipadé
vétsiho poctl udalosti posun do zakladni kategérie.
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Priklad: Nehodové pojisteni s bonusem

Priklad

[ situaci chceme modelovat pomoci Markovského fetézce;

[ pocet pojistnich udalosti Y, v danem roce n € N ma Poissonovo
rozdéleni s parametrem A > 0;

[ nahodna veli¢ina X411 je definovana nasledovné:
min(X, +1,2) pro Y, =0
Xn+1 —

max(X, —1,0) pro Y,=1
0 pro Y, >1

[ ukazte, ze {Xa; n € N} je Markovsky Fetézec;

(]

najdéte matici prechodovych pravdépodobnosti PP;

[ najdéte soustavu rovnic pro nalezeni stacionarniho rozdélent;
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Pocet prechodii stavem j € S

Definice: Pocet prechodii danym stavem

Nahodna veli¢ina .
Ni(n) = Tix—j.
k=1

se nazyva pocet prechodl stavem j € S v prvnich n € N krocich
(resp. pocet navratl do stavu j € S).

[ pocet navratil do stavu j (ndhodn veli¢ina N;j(n)) Gzce souvisi s &asmi
navratu do stavu j € S;
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Pocet prechodii, ¢asy navrati a klasifikace
1 Limitnim prechodem ziskame celkovy pocet navratu do stavu j € S jako
Np= lim Nj(n) = lim > Txy = D Lixe-
k=1 k=1

[ Snadno se nahlédne, ze plati nasledujici:

O N; > k< vj(k) < oo;
0 N =k < vj(k) < oo Avj(k+1) =oc;

Véta: 0 — 1 zakon

1 ak je stav j € S prechodny, pak P;[N; = co] =0 (nula)
[ ak je stav j € S trvaly, pak Pj[N; = co] =1 (jedna)

Bez diikazu
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Pocet prechodii N;(n) a stacionarni rozdéleni

Véta: Stacionarni rozdéleni v fetézci s trvalymi nenulovymi stavy

V nerozlozitelnem Markovském fetézci s trvalymi nenulovymi a neperiodickymi
stavy plati, ze
- Nj(n) ; .
lim —— =m;, s pravdépodobnosti 1
n—o0 n

pro vechny stavy j € S.

J

Véta: Asymptotickd normalita

V nerozlozitelném MR s trvalymi nenulovymi stavy a konecnymi rozptyly dob
navratu, t.j., O'j2 = Var[vj] < oo navic plati, ze

, Nj(n) = &
lim P | ———| = ®(x), Vx € R

/i f1n®
n— oo "Ui /Mi
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Priklad: Stacionarni rozdéleni

Priklad

Uvazujme Markovsky fetézec s mnozinou stavi S = {0,1,2,...,} a maticou
prechodovych pravdépodobnosti

oo Q
oOQ OT
Q OT O
oOT OO

pro néjake vhodné zvolené p > 0 a g > 0, takové, ze p+ g = 1.

[ N3&jdéte stacionarni rozdéleni pro dany Markovsky fetézec.

1 Vyuzijte existenci stacionarniho rozdeleni ke klasifikaci stavi MR.




rednaska tacionarni a limitni rozdéleni .04.

Zhrnuti/opakovani

1 Homogégnni Markovské fetézce s diskrétnym Casem n € N a nejvyse
spocetnou mnozinou stavov S;

[ RozloZitelnost a nerozloZitelnost retézce:

1 Koneéné vs. nekone¢na mnozina stavov;

[J Existence cesty: dosazitelnost stavil (stavy stejného typu);
4 Uzavfené podmnoziny stavil = rozloZitelnost fetézce;

1 Pocty a ¢asy prechodu, navratu a vstupu do daného stavu;

1 Kilasifikace stavii v Markovském fetézci:

[ Ptechodné stavy;

[ Trvalé nulové a trvalé nenulové stavy;

1 Neperiodické/periodické stavy (s periodou d > 1);
[ Absorbéni stavy a ergodické stavy;

[ Limitni a stacionarni rozdéleni Markovského retézce

d Limitni rozdéleni - popisuje chovani celého Markovského Fetézce véetne
pocate¢ného rozdélent;

[d Stacionarni rozdéleni - vyjadruje uritou stabilitu fetézce vzhledem k
pravdepodobnostem pfechodu;
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Kapitola 5

Casové rady
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Nadodné procesy vs. casové rady

[d Stochasticky/nahodny proces
< posloupnost (redlnych) nadhodnych veli¢in {X;; t € T} definovanych
na stejném pravdépodobnostnim prostoru (€2, A, P);

0 Casova ¥ada (proces)
< stochasticky proces indexovany celo&iselnou mnozinou T (T =N,
nebo T = Z) (resp. stochasticky proces s diskrétnym &asom);

[ v niektorych literarnych zdrojoch sa pod pojmom Casové fada rozumi jiz
né&jaka konkrétni realizace nahodného procesu {X:; t € T}, t.j.,
posloupnost konkrétnich hodnot Xi, X, ..., neboli xi,x2,...;
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Bily $um

Definice: Bily Sum

Posloupnost centrovanych a nekorelovanych nahodnych velic¢in
{X;; t € T} s kladnym koneénym rozptylom se nazyva bily Sum.

Definice: Striktni bily Sum

Posloupnost nezavislych, stejné rozdelenych, nedegenerovanych
a centrovanych nahodnych veli¢in {X;; t € T} se nazyva striktni
bily sum.

1 vpodstaté je bily Sum ndhodny signal s rovnomérnou spektralni hustotou;
(analdgie s bilym svélem, které obsahuje vsechny ostatné frekvence)
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Priklad: Bily Sum a striktni bily Sum

Priklad

[ posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in z rozdéleni N(0, 1) je
bily $um a zéroven aj striktni bily sum (obecn& N(0, 0?));

[ posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in z rozdéleni C(0, 1) je
striktni bily Sum, ale neni to bily Sum — neexistuje totiz ani stfedni
hodnota, ani kone¢ny rozptyl;

[d posloupnost nekorelovanych ndhodnych veli¢in z néjakého
obecného rozdéleni F je bily Sum, pokud jsou veli¢iny centrované
(t.j- s nulovou stfedni hodnotou) a s koneénym rozptylem; Pokud
navic je rozdéleni F normalni, pak se jedna o striktni bily Sum;

[ Striktni bily Sum a bily Sum jsou obecné Casové fady s nejjednodussi
zavislostni struktirou — nekorelované, neboli dokonce nezavislé.
Zaroven v sobé nenesou zadnou informaci, jedna se pouze o ndhodné
chyby, stochastické fluktuace.
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Silna stacionarita

Definice: Silna stacionarita

Rekneme, e posloupnost ndhodnych veli¢in {X;; t € T} je striktné
staciondrni (resp. silné stacionarni), pokud pro ¢ € N, libovolné
ki,..., ke € T a kazdé h > 0 takové, ze ky + h,.... ke +he T
plati, ze

L( Xy, Xiy) = L(Xighy -0 Xkgth)-

[d Silna stacionarita znamena, Ze libovolna ¢-tice ndhodnych velidich je
stejné rozdélena v libovolnem ¢asovém okamziku;

[ Z definice samoziejme plyne, Ze pro silné stacionarni posloupnost
{X:; t € T} jsou ndhodné veli¢iny X; stejné rozdelené pro viechny t € T;
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Slaba stacionarita

Definice: Slab3 stacionarita

Rekneme, e posloupnost ndhodnych veli¢in {X;; t € T} je slabé
stacionarni, pokud plati:

[ EX; = p pro v8echna t € T (t.j., nezavisi na t);

Q R(K) = E|(Xesk — 1)(Xe — u)} (t, nezévisi na t € T);

[ funkce R(k) se nazyva autokovarianéni funkce posloupnosti;

3 hodnota R(0) = E(X — p1)? je rozptyl posloupnosti (konstantni v &ase);
[ funkce r(k) = R(k)/R(0) se nazyva autokorelaéni funkce posloupnosti;
[ samoziejme plati, ze R(k) = R(—k) pro libovolné k € N;
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Priklad: Bily Sum a striktni bily Sum

Priklad

[ pokud ma silné stacionarni posloupnost kone¢né druhé momenty,
pak je zfejmé slabé stacionarni;

[d pokud je posloupnost ndhodnych veli¢in gausovska (t.j. vechny
kone&né-rozmérna rozdéleni jsou normalni) a slabé stacionarni,
pak je také silné stacionarni;

[ striktni bily Sum je silné (striktné) stacionarni (nezavislé a stejné
rozdélené ndhodné veli¢iny);

[ bily Sum je obecné slabé stacionérni (centrované a nekorelované
néhodné veli¢iny);
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Klouzavé priméry radu g € N

Definice: MA(q) proces

Necht posloupnost {e¢; t € Z} je bily 3um s kone&nym rozptylem
02 < 00. Pak ndhodnou posloupnost

Xi = aoee + ar€¢—1+ -+ aget—q, prot e,

a pro néjaké koeficienty ap, ..., aq € R, takové, Ze ap # 0 # aq,
nazyvame posloupnost klouzavych priméri radu q.

(1 obecné maji MA(q) procesy slozitejsi korelagni strukturu nez bily Sum,
avSak slozky X: a X¢1« jsou nekorelované pro k > q.
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Priklad: MA(1) proces

O necht X; = e; + Bee—1, pro {er; t € Z} bily Sum;
[ Pro jaké hodnoty 3 € R je {X;; t € Z} stacionarni?

1 Jak je definovana autokovarianéni a autokorelaéni funkce?

37 ] HI \ !Il ‘ w“\\ l[ ll,, I H\ i I' J ! ‘MH ‘ L‘
ey i“wr""”‘i”i‘”‘H“i' ' H"M | |\"‘M1'w|w'
? ! B:—s_‘B:\_l — 5:1\‘_&10‘ | | |

Time t
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Autoregresni model radu p € N
Definice: AR(p) proces

Necht posloupnost {e;; t € Z} je bily 3um s kone&nym rozptylem
0% < 0o. Pak nadhodnou posloupnost

d()Xt—i—d]_th]_ +"'+det7p = &, pro t e Z, (11)

pro néjaké koeficienty dp, ..., dp, € R, takové, Ze dy # 0 # dp,
nazyvame autoregresni posloupnost radu p.

0 Ekvivalentné Ize model pfepsit pomoci rovnice B
Xe = di X1+ -+ dpXe—p + ¢, kde Vare, = digVarst ad = —d;/d;
[ Obecné jsou pro tyto modely autokorelace nenulové a jednotlivé slozky se
navzajem ovliviuji i kdyz jsou libovolné daleko od sebe.

1 Pokud je posloupnost stacionarni, pak zavislost mezi slozkami se
vzristajicim rozdilem v ¢ase nutné slabne;
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Stacionarita autoregresni posloupnosti

Véta: Stacionarita autoregresni posloupnosti

Necht {X;; t € Z} je autoregresni posloupnost p-tého ¥adu defi-
novany rovnici (11) a necht bez ujmy na obecnosti dy = 1. Necht
jsou vsechny koreny polynomu

d(z) =14+ diz+...d,z"

vné jednotkového kruhu v komplexni roviné. Pak je proces {X;; t €
Z} slabé staciondrni a ndhodna veli¢ina e, je nekorelovana se viemi
nahodnymi veli¢inami X;_1, X;_o, .. ..




Prednaska 9 || Casové fady 20.04.2023

Centrovanost a kauzalnost AR posloupnosti

[ za platnosti podminek predchozi véty je posloupnost {X;; t € Z} také
centrovan, protoze ze slabé stacionarity také automaticky plyne, ze

P
0=Eei=doEX; + ... dpEXep=p| > di |,
i=1

a tudiz p = 0. Ak by Zle d; = 0, pak by to znamenalo, ze 1 je také
kofenem polynomu d(z), coZ je spor s pfedpokladem uvedéné véty;

(1 za platnosti podminek pfedchozi véty také plati, Ze posloupnost
{Xs; t € Z} Ize vyjadFit v kauzélnim tvare, t.j. existuje vyjadreni

oo
X = E Ck€t—k,
k=0

kde koeficienty ¢k jsou urteny vztahem c(z) =37 oz = ﬁ,
pro |z] < 1.
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Priklad: AR(1) proces

Priklad

O necht X; = aX;—1 + &, pro {e¢; t € Z} bily $um;

[ polynom d(z) =1 — az ma koten v bodé z =1/a;
[ kofen je vné jednotkového kruhu < |a] < 1;
[ potom plati, ze
k—1
Xe = aXi—1tee = a(aXt72+5t71)+€t ESE akXt—kJrZ aei‘?t—l;
=0
[ a ndhodni veli¢inu X; Ize (limitnim prechodem) vyjadfit kauzalné

jako
o0
Xi = Z akat,k
k=0

(t.j. linedrni kombinaci minulosti posloupnosti {e:; t € Z})




P¥iklad: AR(1) proces

[ pro parametr |a| <1

-10

-0
|

-0

o 200 400 600 800 1000

Time t

= 8
S —— a=-12 — a=-1.1 a=11 —— a=1.2
T
T T T T T T
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Time t
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P¥iklad: AR(1) proces

[ Rozptyl procesu lze spoditat i pomoci soustavy rovnic:
EX: X1 = aEX? 1 + EetXe_1
EXtSt = aEthlEt + EE%

4 pak kadli nekorelovanosti e; a X;—1 mame EX;_ie: = 0 a tudiz
0® = Ect = EX;er = EXi(X: — aXe—1) = R(0) — aR(1)
= R(0)[1 — ar(1)]

[ z prvni rovnice pak dostaneme
R(1) =aR(0) < a=R(1)/R(0)=r(1)

[ pro rozptyl R(0) procesu {X;; t € Z} dostaneme

o? a?

1-2 1-(r())?

R(0) =
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Yule-Walkerovy rovnice

Za predpokladu, ze €, je nekorelované s X;_1, X;—2, Xi—3...
(vid také predchozi véta o stacionarité autoregresni posloupnosti), Ize
analogicky postup aplikovat i pro obecny autoregresny proces radu p;

[d uvazujme obecny autoregresny proces

Xe = a1 Xe—1+ -+ apXe—p + €t (12)

[ rovnici autoregresného procesu vynasobime postupné veli¢inami
Xi—1, Xt—2,..., Xe—p a aplikujeme operator stredné hodnoty:

EXeXe—1 = a1EX? 1 + -+ 3pEXe—pXe1 + EeeXe—1
EXiXi—2 = a1 EXec1 Xe—o 4+ -+ - + apEXt—pXt—2 + EceXi—2

EXtthp = alEXt,1Xt,p + -+ apEXtZ_P =+ EEtthp
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Yule-Walkerovy rovnice

[ soustavu rovnic Ize ekvivalentné prepsat v maticovem tvaru

R(0) ... R(p—1) fl R(})
( Rp-1) . RO) ) o)\ s
[ neboli také pomoci autokorelaéni funkce r(-) jako
r0) ... r(p—1) 3_1 r(_l)
( p-1) 0 ) o)\

d pomoci této soustavy lze spodist hodnoty autokorelaéni funkce v ¢asech
1,2,..., p. Pro hodnoty r(k), kde k > p |ze vyuZit diferenni rovnici

r(k) —air(k—1)— ... —apr(k—p) =0,

kterti ziskame vynasobenim rovnice (12) veli¢inou X;_x a aplikovanim
operatoru stredni hodnoty;
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Vypocet rozptylu pro AR(p)

[ pro vypoclet rozptylu R(0) stadi vynésobit rovnici (12) veli¢inou e,
a opét aplikovat operator stfedni hodnoty;

1 pfimocafe dostaneme vyjadreni

0'2 = EE% = EXtEt = EXt(Xt — 31Xt71 — .. apthp)
= R(0)[1 —air(1) — ... — apr(p)];

[ pro rozptyl AR(p) procesu teda plati, Ze

2
g

VarX: = R(0) = ;

A ©) 1—ar(l)—...—apr(p)’
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AR(2) Priklad

Priklad

Necht posloupnost {e¢; t € Z} je bily $um s jednotkovym rozptylem, o2 = 1.
Definujme AR(2) proces jako

Xt — 0-5Xt71 + 0.06Xt72 = Et.

[d Spoctéte stfedni hodnotu a rozptyl;
[0 Ur&ete, zda je proces {X;; t € Z} stacionarni;

1 Pomoci Yule-Walkerovych rovnic spocitejte autokorelaéni funkci;
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Odhad neznamych parametri

1 Yule-Walkerove rovnice Ize aplikovat i obracenym zpilisobem: pouzit data z
procesu a odhadnout nezndme parametry ai, ..., ap, v AR(p) procesu;

[d pomoci dat (konkrétni realizace procesu {X;; t € Z}) lIze odhadnout
hodnoty autokovarianéni funkce R(0), ..., R(p);

1 hodnoty odhadov autokovarianéni funkce v danych bodech dosadit do
Yule-Walkerovych rovnic a feSit pro nezndme parametry ay, ..., ap;

[ otdzka pouze zistava, jak spravné nebo vhodné urdit pfislusny fad
autokovarian¢niho procesu, parametr p € N;

(existuji riizna kritéria, tzv. "rules-of-thumb”, nebo lze pouZit tzv. "expert
Jjudgement”, nebo hlubsi statistickou analyzu a formilIni statistické testy)
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Konzistence odhadu parametrii
Véta: Konzistence odhadu parametri v AR(p) procesu

Necht {X;; t € Z} je autoregresni posloupnost ¥adu p € N gene-
rovand modelem

Xe=aiXe—1+ -+ apXep +er,

kde {e;; t € Z} je poslopnost nezavislych, stejné rozdélenych n.v.
se stfedni hodnotou nula a kone¢nym rozptylem 02 < oo. Necht
vSechny koreny polynomu d(z) =1—ayjz—...— apzP lezi vné jed-
notkového kruhu v komplexni rovin&. Necht @, je odhad parametri
a=(a,..., ap)—r pomoci Yule-Walkerovych rovnic, zaloZzeny na
pozorovnanich Xi, ..., X, a odhadech ﬁ(k) ar(k), pro k > 0. Pak
plati, ze

Vn(@, — a) 25 N,y(0, 02T 1),

kde ' = (R(i — j))jj-
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Asymptotické rozdeleni odhadii parametru

[0 konvergence — 7 v predchozi vété znadi konvergenci v distribuci;

[d ekvivalentné je mozné také napsat, ze plati

sup |P(\/E(/a\1 —a1) <xi,...,vV/n(a — ap) < xp) — F(Xl""XP)| -0

xERP

pro n — oo, kde F : R? — [0, 1] zna&i zdruZeni distribuéni funkci
mnohorozmérného normélniho rozdéleni N,(0, o2I1);

[ hustota mnohorozmérného normélniho rozdéleni N,(u, X) je definovana:

Fare o p) = - T -}

1
—exp{
(2m)%|x|3

pro x = (x1,..., %) €RP, kde pt = (1, ..., pp) " € RP je vektor
stfednich hodnot a ¥ pozitivné definitna, symetrickd varianéni matice;
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Odhad autokovarian¢ni/autokorelaéni funkce

[d mame k dispozici konkrétni realizaci éasové fady {X;; t € Z} az do
néjakého ¢asu n € N (nap¥. posloupnost {x;; i =1,...,n});

[ to znamend, Ze mame k dispozici pozorované hodnoty (realizace)
nahodnych veli¢in X, X,—1, ... X1;

(1 dale také predpokladame, Ze proces {X;; t € Z} je generovany rovnici
Xe=aiXe—1+ -+ apXe—p + €13

(je nutné si uvédomit, Ze hodnota/dimenze p € N je (néjak) dand)
[ parametre ai, ..., a, € R (resp. a € R?) jsou nezndme;

O Jak pomoci empirickych dat odhadnout parametry a = (ai,...,a,) ' ?
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!re!nas!a ! !BSOVE ra!y !!!!!!!!

Odhad autokovarian¢ni/autokorelaéni funkce

[ v praktickych pripadoch je k dispozici pouze koneéna histéria (realizace)
tasové fady {X;; t € Z}, t.j., pozorovani Xi, ..., X, (nebo xi, ..., xn);

(1 odhad autokovarianéni funkce R(k) pro libovolné k € {0, n — 1} ziskame
pomoci vztahu

—k

o) ()

(1 odhad prislusné autokorelaéni funkce r(k) pro libovolné k € {0, n — 1} pak
ziskame jako
R(k)

(k) = 70
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!re!nas!a ! !BSOVE ra!y !ll!!l!!

Simulace: MA & AR proces prvého Fadu

O MA(1): X, =0.8e,-1+¢c | e~ N(0,1)

Aﬂ d\m AJ\A/\AV(\A M\A/\AM (\MnM/\ /\MA
] VVW V (ki il

MA@ Pro

3210123

O AR(1): X; =0.8Xi—1 +&¢ | e~ N(O,1):

<
=
-
=
=
=

42 00 2 4
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!re!nas!a ! !asove ra!y !ll!!l!!

Simulace: Autokorelaéna funkce
O MA(1): Xy =08z¢—14+¢e¢ | e~ N(0,1)

ACF

02 00 02 04 0§ 08 10

MA(1) Process

O AR(1): X; =0.8Xe—1 4+ | e~ N(0,1):

g =4
- T
s S O O O O ]
g :
ety prosess
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!re!nas!a ! !asove ra!y !ll!!l!!

Simulace: Parcialni autokorela¢na funkce
O MA(1): Xy =08z¢—14+¢e¢ | e~ N(0,1)

Partial ACF

T T T
5 10 1s 20

MA(1) Process

O AR(1): X; =0.8Xe—1 4+ | e~ N(0,1):

Partial ACF

00 02 04 06 08
I
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!re!nas!a ! !asove ra!y !ll!!l!!

Simulace: MA & AR proces tretiho fadu

] MA(3) Xt = 0.86[-_1 — 0.46t_2 — 0-25t—3 + €t | Er ~ N(O, 1)

I\AAMM A/\Aﬁf\/\ [\[\/\f\/\\/\,\f"\/\/\ M ﬂ/\/
\/\j VVUV\IV\]U\/ \/\/VV\J\N\] VV\/\f\/ VL/

cccccccccccc

420 2 4

0 AR(3): X, = 0.8X, 1 — 0.4X: 5 — 02X, 3+er | &~ N(0,1):

] /\/\/\A/\f\/\f\/\/\ﬂ\uﬁ AMAM/\M/\/\M(\I
I v~\/ LRRAVANIATA AN WV\JW\/\/\WU\/\}VUW

AR@) Process

4 2 0 2 4 6
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!re!nas!a ! !asove ra!y !ll!!l!!

Simulace: Autokorelaéna funkce
] MA(3) Xt = 0.831-_1 — 0.461:_2 — 0.281-_3 + € | Et N(O, 1)

ACF
-02 00 02 04 06 08 10

T T T
o 5 10 1s 20

MA(3) Process

0O AR(3): X, = 0.8X,1 — 0.4X:_ 5 —0.2X; 5+¢&; | e~ N(O,1):

ACF
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!re!nas!a ! !asove ra!y !l!!!l!!

Simulace: Parcialni autokorela¢na funkce
] MA(3) Xt = 0.831-_1 — 0.461:_2 — 0.281-_3 + € | Et N(O, 1)

00 01 02
I

Partial ACF

-02

-04

MA(3) Process

0O AR(3): X, = 0.8X,1 — 0.4X:_ 5 —0.2X; 5+¢&; | e~ N(O,1):

Partial ACF
-06 -04 -02 00 02 04 06
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Neuplnost odhadii R(k) a 7(k)

4

N

odhad autokovarianéni funkce R(k) né&jaké posloupnosti se nazyva
vybérova autokovarianéni funkce — pouZivame znaéeni R(k);

odhad autokorelaéni funkce r(k) néjaké posloupnosti se nazyva vybérova
autokorelagni funkce — pouZivame zna&eni r(k);

pro necentrovanou posloupnost {X:; t € {1, ..., n}} odhadujeme stfedni
hodnotu © € R pomoci vybérové stredni hodnoty definované

vyberova autokovariaéni/autokorelaéni funkce spoetend na zikladé
realizace Xi, ..., X, poskytuje pouze omezenou informaci o celkové
kovarian&ni/korelaéni strukti¥e posloupnosti;

na zakladé realizace Xi, ..., X, totiZ logicky neni moZné spocitat hodnoty
pro R(k) a 7(k), kde k > n;
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Zhrnuti/opakovani

[d Stochastické procesy—¢asové fady—typu MA a AR ;

0 MA(q) — kizavé priemery, resp. tzv “moving averages” radu q € N;
1 AR(p) — postupnost autoregresného typu s vyuZitim histérie diiky peEN;

[ Obojsmerné vyuzitie Yule-Walkerovych rovnic;

(1 Teoretické: charakterizicia modelu—autokovariancia/autokorelacia;
1 Empirické: odhad nezndmych parametrov v predpokladanom modeli;

[ Identifikacia spravneho modelu na zaklade realizacie

(1 autokovarian&nd/autokorelaén4 funkcia (resp. prislusné odhady);
[ parcidlna autokovarianénd/autokorelaéna funkcia;

0 Netplnost odhadnutej varianénej/kovarianénej $truktdry
[ nenulova autokovarianéna struktira u MA procesov definovana pouze pro
k < q, kde g € N je zadany rdd MA postiipnosti;
[ nenulova autokovarianéna struktira u AR procesov obecné pre Vk € N, ale
odhadnutelnd je pouze pro zadany rad p € N, t.j., pre k < p;
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Prednaska 10 || ARMA modely asovych fad 27.04.2023
Modely typu ARMA(p, q)

[d posloupnosti klouzavych priimér( a autoregresnich posloupnosti lze
vzajemné kombinovat do tzv. ARMA modelQ;

Definice: ARMA(p, q) proces

Necht posloupnost {:; t € Z} je bily um s koneénym rozptylem
0? < co. Pak nahodnou posloupnost {X:; t € Z} spliiujiicu

doXe + i Xe—1 4 -+ dpXep = @0t + -+ - + 3g€t—q, (13)

pro t € Z a néjaké koeficienty dp, ..., dp, a0, ..., aq € R, takové,
Ze do, dp, a0, aq # 0, nazyvame ARMA(p, g) model.

1 podobné jako v predchozich ptipadech nas zajima, za akych predpokladii
bude ARMA(p, q) posloupnost spliiovat definici stacionarity (slab&);
[ ekvivaletni zapis ARMA(p, g) modelu Ize vyjadfit pomoci vztahu

X = E/lXt—l + -+ apXt—p + doer + -+ + 3¢Et—q;
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Stacionarita ARMA(p, q) procesti

[ predpokladejme, Ze v rovnici (13) je do = ap = 1 a definujeme polynomy

d(z) =14 diz+ -+ d,z°, n(z)=1+az+---+aqz% (14)

Véta: Stacionarita ARMA(p, g) modeld

Necht vSechny koFeny polynomu d(z) leZi vn& jednotkového kruhu
v komplexni rovin& a navic, necht jsou polynomy d(z) a n(z) ne-
soudélné, t.j. nemaji spole¢né koreny. Pak je posloupnost defino-
vana rovnici (13) slabé stacionarni, s nulovou stfedni hodnotou,
a navic, Ize proces {X;; t € Z} vyjadfit v kauzalnim tvaru, t.j.

kde {ck}32, jsou uréeny vztahem c(z) = >\, ckz" = ey
pro |z| < 1.
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Autokovariance/autokorelace ARMA procesti

[d pokud by polynomy d(z) a n(z) mély spole¢né kofeny, potom by polynom
c(z) = n(z)/d(z) uréoval ARMA(m, n) proces, pro m < p a n< g;

[ autokovarianéni funkce stejné tak jako autokorelacni funkce obecného
ARMA(p, q) procesu se spolte analogicky, jako v pfipade AR(p) procesi,
pomoci Yule-Walkerovych rovnic.

Samostatny tkol

UvaZujte obecny ARMA(1, 1) proces, definovany predpisem
Xt +aXi—1 =¢e¢ + ber 1,
pro t € Z, kde {et; t € Z} je bily Sum.
[ definujte podminky pro které je posloupnost {X;; t € Z} slabé
stacionarni;

(1 najdéte autokovarianéni a autokorelaéni funkci posloupnosti
{X:; teZ};

[ pokud existuje, najdéte kauzalni vyjadfeni procesu {X;; t € Z};

AFM332 | Statistika pro finanéni matematiky 2

A



Prednaska 10 || ARMA modely asovych fad 27.04.2023

Linearni filtrace

Definice: Linearni filtrace/Linerni filtr

Necht {e; t € Z} je centrovan4, slab& stacionarni posloupnost a
{&k; k € Z} je posloupnost koeficientil takovych, ze >~ ., [£x| <
oo. Pak fekneme, ze posloupnost

Xe = Z EkEt—k
k=—cc

vznikla linedrni filtraci z posloupnosti {¢; t € Z}.
Posloupnost koeficientil {&x; k € Z} se nazyva linearni filtr.

Definice: Kauzalni filtr

Necht {&; k € Z} je linearni filtr. Pokud plati, ze & = 0 pro
k < 0, pak je filtr kauzalni, t.j. fyzikdlné uskutelnitelny.
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Linearni modely, procesy, systémy...

Definice: Linearni proces

Nihodnou posloupnost {X;; t € Z} nazyvame linedrnim proce-
sem, pokud existuje posloupnost nezavislych, stejné rozdélenych
nadhodnych veli¢in €, pro t € Z, s nulovou stfedni hodnotou a
konetnym rozptylem a linedrni filtr {£x; k € Z} takovy, ze

Linearni proces je navic kauzalni, pokud je pfislusny filtr kauzalni.

d ARMA(p, g) model je ekvivalentni s obecnou rovnici linearniho systému (vid
Kapitola 3). Rovnice ARMA modelu ale uréuje vztah nikoli mezi nendhodnymi
(deterministickymi) posloupnostmi vstupti a vystupu, ale mezi ndhodnymi
posloupnostmi bilého Sumu a ARMA procesem {X;; t € Z}.
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Invertibilita ARMA posloupnosti

Definice: Invertibilita ARMA posloupnosti

Stacionarni ARMA(p, q) posloupnost {X;; t € Z} vznikl z bilého
Sumu {e;; t € Z}, se nazyva invertibilni, jestlize existuje posloup-
nost konstant {tx; k € Z} takovd, ze >~ |[¥k| < oo a plati, Ze

&t = Z Vi Xe—k.
k=0

[ z pohledu posloupnosti {&¢; t € Z} by se dalo Fict, Ze se jednd o kauzalni
posloupnost vzhledem k posloupnosti {X;; t € Z};
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Priklad: Striktna verzus slaba stacionarita

Samostatny tkol

Necht je posloupnost {X;; t € Z} definovana predpisem
Xe = pXe—1 + e,
pro |p| < 1 a posloupnost {e:; t € Z} je dana p¥edpisem

Zt t =2k, k € Z,
Et =
8 %(23—1) t=2k+1keZ,

kde {Z:; t € Z} je posloupnost nezavislych, stejné rozdélenych nahodnych
veli¢in s normovanym normélnim rozdélenim N(O, 1).

1 Rozhodnéte, zda je posloupnost {X;; t € Z} striktné stacionarni.

1 Rozhodnéte, zda je posloupnost {X;; t € Z} slabé stacionérni.

[ Spoctéte autokovarianéni funkci posloupnosti {X;; t € Z}.
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Invertibilita ARMA posloupnosti

Véta: Invertibilita ARMA procesii

Necht {X:; t € Z} je stacionarni ARMA(p, q) posloupnost, de-
finovana rovnici (13), pro do = a; = 1. Necht polynomy d(z) a
n(z) definovane vztahy (14) nemaji spoleéné kofeny a navic, necht
kofeny polynomu n(z) lezi vné jednotkového komplexniho kruhu.
Pak je posloupnost {X;; t € Z} invertibilni a Ize psat

oo

Et = qu)kxt—k,

k=0
pro k € Z, kde koeficienty 1, jsou uréeny vztahem

d(2)
n(z)’

V(z) = Zwkzk =
k=0

pro |z| < 1.




Linearni predikce v €asovych fadach

[d pomerné Casty prakticky problém v ¢asovych fadach je predikce;
(O predikce/p¥edpovéd budoucich hodnot na zikladé pozorované realizace;

[ z teoretického hlediska se jednd o pomerné naro¢nou tlohu, kterd vede na
podminéné stfedni hodnoty...

1 Jak to ale funguje v praxi?
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Linearni predikce v €asovych fadach

1 pomerné Casty prakticky problém v casovych fadach je predikce;
(O predikce/p¥edpovéd budoucich hodnot na zikladé pozorované realizace;

[ z teoretického hlediska se jednd o pomerné naro¢nou tlohu, kterd vede na
podminéné stfedni hodnoty...

1 Jak to ale funguje v praxi?

4 Jednoduchy priklad: predikce pozorovani X:+1 na zakladé realizace X;
(predpovéd o jeden krok doptedu na zakladé jediného pozorovani);

0 pozadovani predikce pro Xe.1 je linedrni, t.j. Xe1 = a+ bX;

o

navic predpoklddame, Ze {X;; t € Z} je slabé stacionarni;

[ kvalita predikce pomoci stfedni kvadratické chyby mezi X; 1 iyf“;
(chceme minimalizovat strednii kvadratickid chybu E[Xes1 — Xt+1]2 )
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redn modely casovych r

Predikce X; ; formalné

1 z formalneho/matematického hlediska teda feSime minimaliza¢ni problém

min E[Xei1 = (a+ bX)) = min E[Xer = p— 3= b(X — )],
kde 3 = a+ (b — 1);
[ derivovanim podle 3 a b (a formalna zdména integralu a derivace):
{2 [Xes1 — p—3— b(Xe — )] = 0

t—2E[Xepn —p— 3= b(Xe — p)] (Xe —p) =0

e Fle

[d z prvni rovnice dostaneme okamzité, ze 3 = 0;
[ z druhé rovnice pak dostaneme, ze
_ R(1
( ) — (1)
~ R(0)

0 Predikce: Xer1 = a+ bXe = i+ b(Xe — p) = p+ r(1)(Xe — p);
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!rle!na|!!a ll !!Hl mo!ely !asovyc! rla! !”l!!ll!!

Predikce X; ; formalné

[ kvalita predikce sa obecné posuzuje pomoci stfedni kvadratické
chyby/odchylky, t.j.
MSE = E(Xey1 — Xes1)* = E [Xesa — p— r(1)(Xe — p)]?
= R(0) [1+ r(1)* = 2r(1)’] = R(0)(1 — r(1)*);

[ ¢&im silngjsi je linedrni zavislost mezi X; a Xi+1, tim mensi je chyba
predikce (t.j., presn&jsi predpovéd);

[ obecné Ize postup zobecnit na tlohu najit predikci pro X:11, na zakladé
pozorovnani X, Xi—1,... Xt—p;

[d nasledné je samozfejme mozné pouzit predikci X¢11 a spoclist dalsi predikci
pro nasledujici krok Xii2;
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Prednaska 10 || ARMA modely asovych fad 27.04.2023

Priklad: predikce na zakladé X; a X;_;

Samostatny tkol

Ptedpokladejme, Ze posloupnost {X;; t € Z} je slabé stacionarni.
[ spoctéte obecny vztah pro predikci pozorovani X1 na zakladé
hodnot X; a X;_1;

[ jako kritérium kvality predikce pouZijte stredni kvadraticku
chybu/odchylku;

Samostatny tkol
[ Uvazujte model ARMA(2, 1) dany prfedpisem
Xt — 0.5Xt_1 + 0.04Xt_2 =€+ 0.25&}-1,

pro {e:; t € Z} bily Sum. Najdéte autokovarianéni a autokorela¢ni
funkci procesu a jeho kauzalni vyjadfeni.
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Kauzalita a invertibilita ARMA procesii

Samostatny tkol

Necht {X;; t € Z} je ARMA(2, 1) posloupnost definovana rovnici
Xe —(a+ b)Xe—1+ abXi_2 = ¢ — ag;_1,

kde {et; t € Z} je bily Sum. Diskutujte podminky kauzality a invertibility
vzhledem k nezndmym parametrim a, b € R.

Spoctéte autokovarianéni a autokorelaéni funkci posloupnosti {X;; t € Z}.
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Zhrnuti/opakovani

[ Lineérni (stochastické) modely ¢asovych fad: MA, AR a ARMA procesy;
(ndhodné procesy vytvorené z bilého Sumu, indexovdny nejvyse spoletnou
mnoZinou indexi T - napr. mnoZinou celych &isel Z.)

1 Zakladna charakterizace procesi:

[ stfedni hodnota procesu {X:; t € Z}: ur = EX¢;
O rozptyl procesu{X:; t € Z}: o2(t) = R(0, t);
[J autokovarianéni a autokorelaéni funkce R(k, t) a r(k,t);

[ Dalsi vlastnosti modelii ¢asovych fad:

O silna (striktni) a slaba stacionarita (i, 02, R(k), r(k));
1 kauzélnost a invertibilita procesu;
[ linearni filtrace;

[0 Vyuziti v praktickych (redlnych dlohach):

[ modelovani procesti a odhadovani koeficientu pomoci Yule-Walkerovych
rovnic (konzistentni odhady);

[ linearni predikce v &asovych fadach (pfedpovéd nasledujicich pozorovani na
zakladé tych predchozich);

[d V praxi sa Casto pouzivaju komplexnejSie modely...

1 napr. VARMA, NARMA, ARIMA, VARIMA, ARCH, GARCH, etc.;
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Kapitola 6

Poissonliv proces
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!rle!na!!a “ !o!ovel procesy |I!Il!!ll!!

Nahodné procesy se spojitym casem

1 Stochasticky (nahodny) proces
< posloupnost (systém) redlnych ndhodnych veli¢in {X;; t € T}
definovanych na stejném pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P);

1 Proces so spojitym ¢asem
— v pripadé, Ze T C R, pak fikame, ze se jedna o proces se spojitym
Casem, t.j., hodnota procesu {X:; t € T} je definovana v kazdém
Casovém okamziku;

1 Trajektérie procesu
— pro konkrétne w € Q (elementarni jev) je Xi(w) = X(w)(t) funkce
definovana na T C R (t.j., trajektérie procesu — jedna konkrétni realizace);
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Trajektorie roznych procesov

15

Gaussian (kernel) process

Brownian motion

Periodic (kemel) process

Matem kemel, nu=1/2

Matern kemel, nu=3/2

Matem kernel, nu=5/2

05 o5

-15
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Citaci proces

Definice: Citaci proces

Rekneme, e nihodny proces {N;; t > 0} (proces se spojitim
Casem) je Citaci proces, pokud nabyva celodiselnych nezipornych
hodnot a zaroven plati, ze

pokud s<t = N(s) < N(t).

[d Hodnotu N(t) interpretujeme jako pocet udalosti, které nastaly do &asu t.

[ Ekvivalentné Ize proces {/N;; t > 0} definovat jako proces, ktery ma
zprava spojité a neklesajici trajektorie, nabyva pouze celodiselnych hodnot,
a zatina z nezaporne hodnoty, t.j. N(0) > 0;




Trajektorie citacieho procesu

0 T 1> T3 Ty
N(t)
4 T @
3T o—O
2+ *—oO
1T o—O
Tl Tg Tg T4 t
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Prirastky procesu a nezavislé prirtistky

@ Pro nadhodny (&itaci) process {N;; t > 0} a pre libovolné dva Zasové
okamziky t1, to > 0 takové, ze t; < t», predstavuje ndhodna velicina

N(t) — N(t1) >0

tzv. prirastok ndhodného procesu medzi ¢asem t; a ¢asem t».

Definice: Nezavislé priristky

Rekneme, e proces {N(t);t > 0} m3 nezavislé pFiristky, pokud
prokazdé 0 <tz <t <---<t,,neNat,e Tproi=1,...,n
plati, ze N(t,)—N(tn—1),..., N(t1)— N(to) jsou nezavislé ndhodné
veliciny.
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Poissoniiv (Citaci) proces

Definice: Poissoniiv proces

Néhodny ¢&itaci proces {N(t); t > 0} se nazyva homogénni
Poissonilv proces s intenzitou A > 0, pokud plati:

1 N(0) =0;
[ proces ma nezavislé prirlistky;

[ prirtistky N(t + h) — N(t) maji Poissonovo rozdéleni s
parametrem \h;

[d nezavislé pfirlistky Poissonovho procesu maji Poissonovo rozdéleni s
parametrem, ktery je ptimo imérny délce ¢asového intervalu;

[d parameter intenzity, A > 0, je stfedni pocet udalosti za jednotku Casu;

[ souvislost Poissonovho rozdéleni s limitnim binomickym rozdélenim;
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Poissonov proces v aplikaciach

(1 Poissontiv proces je Casto interpretovan jako nahodny bodovy proces
na realni pfimce (palpfimce);

1 Na realni pfimce je Poissoniiv proces specialnim pripadem
Markovského procesu se spojitym €asem (Markovska vlastnost);

1 V praxi casto pouzivany nadhodny proces pro modelovani nahodnych
(a na sobé nezavislych) udalosti v Case;

[ polty pojistnych udalosti, systémy obsluhy, atd'.;
4 chovani zékaznikd, modelovani chyb a poruch, atd'.;

4 Existuje mnoho ridznych a uzite€nych zobecnéni Poissonova procesu:

nehomogénny Poissonilv proces s variabilni intenzitou A(t);

prostorovy Poissontiv proces (mnohorozmérni zobecnéni);

procesy obnovy/zrodu a zaniku (tzv. “renewal” a “birth-death” procesy);
znackované Poissonové procesy — napr. Cox proces;

procesy pro zavislé udalosti v ase — tzv. Hawkesové procesy;

mnohe dalsi...

ocooodo
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Priklad: Poissoniiv proces

Priklad

Telefonni astfedna a pocet hovoru

Jednotlivé pFichozi volani jsou na sobé nezavislé. Potencidlne je ale velky pocet
lidi, ktefi mohou zavolat, ale u kazdého jednotlivce se jednd pouze o hodné
malou pravdépodobnost, ze skutene zavold na Gstfednu. Z historickych dat
napf. vime, Ze na telefonni Gstfednu pfijde v priméru 5 hovordi za minatu.

(1 Jaka je pravdépodobnost, ze za pll minity nepfide Zadne volani?

(4 Jaka je pravdépodobnost, ze béhem pét sekud pfijde alespon 2
volani?

[ pro Poissoniiv proces obecné plati, ze N(0) = 0, proto také plati, Ze
N(t) = N(t) — N(0) ~ Po(\t)
a proto také plati, ze

(A e

P[N(t) = k] = e pro k=0,1,....
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Doby mezi udalostmi v Poissonovém procesu

Véta: Doby mezi udéalostmi v Poissonovém procesu

Necht {N(t); t > 0} je Poissonilv proces s intenzitou A > 0 a
necht {£,; n € N} je posloupnost ndhodnych veli¢in definované
predpisem

&n = inf{t > 0; N(t)=n}, n=12....

Pak nahodné veliciny T, =&,—&,-1, pron=1,2,..., pro &y =0,
jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s exponencialnim rozdélenim s pa-
rametrem A > 0 a nazyvaji se doby mezi udalostmi v Poissonovém
procesu {N(t); t > 0}.

® Idea: plati P[¢x > t] = P[N(t) < k] a dokonce i {w; &(w) > t} = {w; N(w)(t) < k}




Doby mezi udalostmi

0 T 1> T3 Ty
N(t)
4 T @
3T o—O
2+ *—oO
1T o—O
Tl TQ Tg T4 t
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Exponencialni a Erlangovo rozdéleni

[ ndhodn3 veli¢ina &, pro n € N se nazyva doba do n-té udalosti;

d nahodna veli¢ina &, pro n € N ma Erlangovo rozdéleni s hustotou

n
A n—1_—Ax

fn(X) = WX e ,  pro x > 0.

1 Erlangovo rozdéleni s parametrami A > 0 a n € N je rozdéleni souétu n
nezavislych ndhodnych veli¢in s exponencialnim rozdélenim s parametrem
A > 0 a jedna se o specialni pfipad Gamma rozdélent;

[ Exponenciélni rozdéleni s parametrem X\ > 0 je rozdéleni bez paméti, t.j.,
pro X ~ Exp(\) plati, ze

P[X > s+ h|X >s] = P[X > h].
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Poissoniiv proces a exponencialni rozdéleni

Véta: Exponencidlni rozdéleni a Poissonliv proces

Necht Ti, T», ..., je posloupnost nezavislych, stejné rozdélenych
nahodnych veli¢in s exponencidlnim rozdélenim s parametrem A >
0. Necht &, =Y _; Tx. Pak

o0
N(t) =) Tie,<ey
k=1

definuje Poissonilv proces s intenzitiou A > 0.

1 pokud teda zndme pocet udalosti do néjakého Casu T > 0, pak je vyskyt
téchto udélosti v intervalu [0, T] tzv. “binomicky", t.j., ¢asy udélosti jsou
nezévislé ndhodné veli¢iny s rovnomérnym rozdélenim na intervalu [O, T];
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Priklad: Binomicka vlastnost

Priklad

Necht {N(t); t > 0} je Poissonilv proces s intenzitou A > 0 a necht N(T) = n
as € (0, T). Pak jednoduchym vypoltom dostaneme

PIN(s) = k, N(T) = n]

P[N(s) = kIN(T) = n] =

PIN(T) = n]
_ P[N(s) = k, N(T) = N(s) = n— K]
PIN(T) = n]
_ PIN(s) = K] - PIN(T) — N(s) = n— K]
PIN(T) = n]

-(1) G 69"

(0 Z4dna &ast intervalu [0, T] neni preferovéna a kazdy podinterval ma
rovnaku Sancu (dmérnou své délce), Ze do néj padne udalost. Body jsou
do intervalu [0, T] umistfiovany nezévisle na sobé.
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Poissontiv proces s konstantni intenzitou

[ Pro obecny Poissonlv proces {N(t); t > 0} s konstantni intenzitou A > 0
také plati nasledujici:
0 P[N(t + h) = n+ 1[N(t) = n] = A+ o(h)

O P[N(t + h) = n[N(t) = n] = 1 — Ah + o(h)
0 PIN(t + h) > n+1|N(t) = n] = o(h)

pro funkci o(h) takovou, Ze

h—04

Samostatny tkol

Ovéfte, ze uvedéné vlastnosti skute¢ne plati pro obecny (homogenny) Pois-
sonliv proces s konstantni intenzitou A > 0.
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v Ve

Priklad: gkody v nezivotnem pojisténi

Priklad

Predpoklddame, Ze okamziky pojistnych udalosti v ¢ase tvofi Poissonliv proces
{N(t); t > 0} s konstantni intenzitou A > 0 a vy3e kod Yj pro k € N
jsou nezavislé, stejné rozdélené nahodné velic¢iny se stfedni hodnotou EY) = p.

S5(t) = Yk prot >0 a Yy =0 je tzv. slozeny Poissoniiv proces;

[ veli¢ina S(t) udava celkovou vysi $kod do ¢asu t > 0 a plati

ES(t) = E{E[S(t)\N(t)]} - E[E[% m;v(g”
k=0
E {N(t) . EYk} = EYy- (i ne*“%> = \ty;

n=0

K thradé $kodnich nékladii by pojistovna méla dostavat od pojisténych klienti
pojistné ve vysi Ay za jednotku Easu.
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Priklad: Systém obsluzni linky

Priklad

Uvazujme obsluzni linku, kterd poskytuje uréitou sluzbu (nap¥., pokladna v
obchodé, telefonni linka, ...). Chceme modelovat chovani takového systému.

1 predpoklddame, Ze udilosti (t.j., napf. pfichody zdkazniki) v systému
tvori Poissonlv proces s konstantni intenzitou A > 0;

[d kdyz je linka obsazena, tvofi se fronta;

[ doby obsluhy jednotlivych zdkaznik( jsou navzdjem nezavislé ndhodné
veli¢iny s exponenciadlnim rozdélenim s parametrem p > 0;

[ veli¢ina X(t) znaéi polet zakaznikl v systému (ve fronté a pFi obsluhe);
1 oznaéme pi(t) = P[X(t) = k], pro k =0,1,...;
1 predpoklddame, Ze také plati nasledujici:
P(X(t+ h) = k + 1|X(t) = k) = Ah + o(h)
P(X(t+ h) = k|X(t) = k) = 1 — Ah + o(h)
P(X(t+ k) > k+1|X(t) = k) = o(h)
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Priklad: Systém obsluzni linky

Priklad

P(obsluha skonéi v case (t, t + h]|zédkaznik je obsluhovan
P(obsluha neskonéi v ¢ase (t, t + h]|zdkaznik je obsluhovéan
P(vice zédkazniku obsluzeno v (t, t + h]|zdkaznik je obsluhovéan

P(ptijde a odejde stejny poéet v (t, t + h]|zdkaznik je obsluhovan

[ pro doby obsluhy pak plati: T ~ Exp(u) a proto také plati:

v

v

v

v

case t) = ph + o(h)

)
case t) =1 — ph+ o(h)
case t) = o(h)
case t) = o(h)

Samostatny kol

Pouzijte vlastnosti exponencidlniho rozdéleni s parametrem p > 0, aplikujte
Taylortiv rozvoj a odvod'te vztahy uvedené v prikladu nahove.
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Priklad: Systém obsluzni linky

[ obecné miizeme psat, Ze v systému obsluzni linky (model pro
pfichod a obsluhu zdkazniku) nastane v intervalu (t, t + h) jedna
zména (t.j. prijede jeden zdkaznik nebo odejde jeden zikaznik) s
pravdépodobnosti

wh -+ Xh+ o(h);

[d pravdépodobnost, Ze v takomto systému nenastane v ¢asovém
intervalu (t, t + h) zddna zména (novy zakaznik nepfide a zadny
nebude obsluzen) je

1 — (uh + Ah) + o(h);

[ pravdépodobnost, ze v systému dojde v ¢asovém intervalu
(t, t + h) k néjaké jiné zméné (napt. pfijede vice zdkazniku, nebo
vice zakazniku bude obsluzeno, nebo zaroven alespon jeden prijede
a alespori jeden bude obsluZen) je zanedbatelnd, t.j. fadu o(h);
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Priklad: Systém obsluzni linky

Priklad

[ zajima nas limitni chovani pravdépodobnosti
px(t) = P[X(t) = K],

pro t — o0;

1 Jaké je limitni rozdéleni zdkaznikl v systému?
(hromadi se zdkaznici ve fronte, nebo je systém prazdny?)

1 Ptiklad lze Fesit pomoci soustavy diferencialnich rovnic...

[d ... budeme uvaZovat samostatné p¥ipad pro k =0a k=1,2,...;




Reseni pomaoci diferencialnich rovnic

[ pro kK = 0 dostaneme:

po(t + h) = po(t)(1 = A+ o(h)) + pa(t)(uh + o(h)) + 3 _ py(t)o(h)
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Reseni pomaoci diferencialnich rovnic

4 pro k = 0 dostaneme:

po(t + h) = po(t)(1 = A+ o(h)) + pa(t)(uh + o(h)) + 3 _ py(t)o(h)

[ pro k=1,2,... dostaneme:

Pt 1) = 3 pi(£)o(B) + pica()(Ah -+ o)

N

0
+ Pi(t)(L = A — b+ o h))

o0

+ presa(t)(ph +o(h) + > pi(t)o(h)
j=k+2
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Reseni pomaoci diferencialnich rovnic

[d algebraickou tpravou a limitnim pfechodem pro h — 0 dostaneme
diferencialni rovnici pro k = 0:

%po(t) = —Apo(t) + pa(t)

NMFM332 | Statistika pro finanéni matematiky 2
A

219 / 229




Reseni pomaoci diferencialnich rovnic

[d algebraickou tpravou a limitnim pfechodem pro h — 0 dostaneme
diferencialni rovnici pro k = 0:

%Po(t) = —Apo(t) + pupi(t)

[ algebraickou tpravou a limitnim pfechodem pro h — 0 dostaneme
diferencialni rovnice pro k =1,2,...:

5 Pe(t) = Api—1(t) = (A + 1) pi(t) + pprca(t)
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Reseni pomaoci diferencialnich rovnic

[0 Pokud existuje limita lim;— oo px(t), pak musi platit

0= —Apo(c0) + pp1(o0)
0 = Apk—1(00) — (A + 1) p(0) + ppict1(o0)

[ Soustava rovnic, jejiz FeSenim je

pr(00) = p’po(0),
kde p = A/ p;

[ Zaroven musi platit, ze

ZPk(OO) =1,
k=0

jelikoZ se jednd o pravdépodobnostni rozdéleni na mnozine {0,1,2,..., };
(limitné rozdéleni teda existuje pro p < 1 a ide o geometrické rozdéleni s
parametrem p = %)
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Sjednoceni nezavislych Poissonovych procesti
1 Generickd vlastnost Poissonového rozdeleni:
Ny ~ Poiss(A1) A No ~ Poiss(X2) == Ny + No ~ Poiss(A1 + A2)

[ Analogicky aj pro Poissonov proces

Pro {Nyi(t); t > 0} a {Ni(t); t > 0} dva nezavislé homogénni Poissonové
procesy s intenzitou A\; > 0 a A, > 0, pak aj

{Ni(t) + No(t); t = 0}

je homogénni Poissonov proces s prislusnou intenzitou A1 + A2;

Samostatny kol

Ukézte, Ze Poissonov proces {Ni(t) + Na(t); t > 0} definovany jako souéet
dvou vzijemné nezivislych homogénnich Poissonovych procesii s intenzitami
A1 > 0 a A2 > 0 splfiuje vlastnosti Poissonového procesu.
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Zobecnéni pro vice procesii

4 Zjednoceni dvou nezavislych Poissonovych procesii Ize samozrejme
zobecnit na vice nez dva procesy;

[ Obecné, pro m € N vzajemné nezavislych homogénnich Poissonovych
procesti {Ny(t); t > 0},...,{Nm(t); t > 0} s intenzitami \; > 0 pro
j=1,...,mplati, ze

N(t) = No(t) + -~ + Nin(t)
je opét Poissonov proces s pfislusnou intenzitou

X=X+ + Am.

Samostatny kol

Ukézte, Ze Poissonov proces {Ni(t) + --- + Npn(t); t > 0} definovany jako
soucet m vzajemné nezavislych homogénnich Poissonovych procesi s intenzi-
tami A; > 0 pro j =1,..., m, spliiuje vlastnosti Poissonového procesu.
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Nezavislost a podminéna zavislost

O Necht {N(t); t > 0} je Poisson(iv proces s intenzitou A > 0;
[d Udalosti v procesu ndhodne oznac¢ime dvéma riiznymi nalepkami...

[ S pravdépodobnosti p € (0, 1) ozna¢ime udélost nalepkou A;
(vyskyt udalosti typu A tvori &itaci proces {Ni(t);t > 0})

(1 S pravdépodobnosti (1 — p) ozna&ime udalost nalepkou B;
(vyskyt udalosti typu B tvofi &itaci proces {No(t); t > 0})

Véta: Nezavislost rozdéleného Poissonového procesu

Citaci procesy {Ny(t);t > 0} a {Na(t); t > 0} jsou vzajemné
nezavislé homogénni Poissonové procesy s pfislusSnymi intenzitami
A1 =2Apai=A1-p).
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Nezavislost a podminéna zavislost

(1 Poissonové procesy {Ni(t);t > 0} a {N»(t); t > 0} jsou dle pfedchozi
véty zdruzené nezavislé;

(1 Podminéné, p¥i daném stavu procesu {N(t); t > 0}, jsou ale procesy
{Ny(t); t > 0} a {Nao(t); t > 0} vzdjemné zavislé;

Samostatny kol

Ukézte, pro¢ jsou procesy {Ni(t);t > 0} a {Nx(t);t > 0} pfi danem N € N
podminéné zavislé. Dokonca jeden proces zcela urcuje ten druhy.
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Riizna zobecnéni Poissonového procesu

[ zobecnéni Poissonového procesu v neeuklidovskych prostorech;
(fundamentalni nastroj v pravdépodobnosti, tedrii miri a topoldgii)

[ dvojité stochasticky Poissonliv proces (Coxlv proces);
(Poissoniiv proces s ndhodnou intenzitiou - funkci A(t))

[ sloZeny Poissoniiv proces (tzv. marked process);
(udélost v &ase ma vlastni nahodnou hodnotu)

[ Poissonilv proces se zavislymi pfirastkami (Hawkes(iv proces);
(homogénny nebo nehomogénny, tzv. “self-exciting stochasticky process")

1 tzv. compound Poissoniiv proces;
(Poissoniiv process jako soucet nékolika sloZenych Poissonovych procesii)

[d mnohé dalsi zobecnéni a specialni pripady;
(uZite¢ny nastroj pro pravdépodobnostni tedrii a stochastické modelovani)
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K ¢omu je to vSetko dobré?

Nothing to be afraid of
just jump right in

\

oy

Oy, &
nE att?tti@%z‘;ﬁmﬁ
Jata da ata ata data data data data

data data da a data data data data data data dat-
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To conclude...

Zavérecné zkousky
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Zkouskové terminy

Momentélne st v SISe vypisané 4 skiskové terminy. Prihlasenie na
konkrétny termin je nutné prostrednictvom systému SIS. Minimalne jeden
dalsi termin bude vypisany v zaFi 2023.

Zavérelna zkouska pozostava z dvou Casti:

A Prvni ¢ast zkousky
< poetnd &ast skddky na 90 mindt (nutné minimum: 50 %);

(1 Druha cast zkousky
<> teoretika &ast skisky na 90 mindt (nutné minimum: 50 %);
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Zkouskové terminy

1 1. Termin: Stfeda | 15.05.2023 (10/10)
(Poslucharna 12) | 9:00)

1 2. Termin: Pondéli | 29.05.2023 (1/20)
(Poslucharna K11) | 9:00)

1 3. Termin: Pondéli | 12.06.2023 (0/20)
(Poslucharna K11) | 9:00)

0 4. Termin: Streda | 28.06.2023 (0/20)
(Poslucharna K11) | 9:00)

[d 5. Termin: Z4Fi 2023
(dodatetne bude upFesnéno)

Na konkrétny zkouskovy termin je nutny zapis prostrednictvom
elektronického systému SIS (nejpozdéji jeden den pFed zkouskou!
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