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MFF UK | Letný semester 2022/2023 (prezenčná výuka)
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Úvod a základné informácie

Harmonogram výuky
❏ 14× prednáška / 11× cvičenie | 6 tématických okruhov;
❏ Korekvizita: NMFM301 - Statistika pro finančńı matematiky;

(NMFM301 muśı být alespoň zapsán současně s p̌redmětem NMFM310)

❏ Deterministické modely
❏ Vyrovnáváńı dat, klouzavé pr̊uměry;
❏ Diferenciálńı rovnice a modely r̊ustu;
❏ Lineárńı regulace a lineárńı soustavy;

❏ Stochastické modely
❏ Markovovy řetězce s diskrétńım časem a stavovým prostorem;
❏ Časové řady, ARMA procesy;
❏ Poissonův proces a p̌ŕıbuzné modely;

❏ Ďaľsie podrobnosti: http://www.karlin.mff.cuni.cz/∼maciak
Outline NMFM332: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/∼maciak/NMFM332/nmfm332-outline2023.pdf
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Úvod a základné informácie

Doplňujúca/doporučená literatúra

❏ Mandl, P.: Pravděpodobnostńı dynamické modely.
Academia Praha, 1985.

❏ Prášková, Z., Lachout, P.: Základy náhodných proces̊u I.
Matfyzpress, Praha, 2012.

❏ Prášková, Z.: Základy náhodných proces̊u II.
Karolinum, Praha, 2004.

+ doplňujúce bibliografické odkazy a referencie uvedené v priebehu prednášky;

(Samotný PDF súbor so slidami z prednášky neńı postačujúcim materiálom pre
úspešné zloženie skúšky; Súčast’ou skúšky sú aj teoretické odvodenia a dôkazy,
ktoré nie sú explicitne uvedené v slidoch, ale budú odvodené vrámci prednášky)
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Doplňujúca/doporučená literatúra
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Kapitola 1

Vyrovnáváńı dat

4 / 229
NMFM332 | Statistika pro finančńı matematiky 2
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Přednáška 1 ∥ Vyrovnáváńı dat 16.02.2023

Čo sú to data? Čo je to model? Big data?

❏ (Anglické) slovo ”data” prvykrát použité v roce 1640;
❏ V zmysle ”transmittable and storable computer information” v roku 1946;
❏ V zmysle “data processing” bolo prvykrát použité v roku 1954;
❏ Data – konkrétne hodnoty kvalitat́ıvnych a kvantitat́ıvnych premenných;
❏ Merané, zbierané, analyzované, reportované a interpretované hodnoty;
❏ Big data - objemné, rôznorodé, ale strukturované informace (offline/online);
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Přednáška 1 ∥ Vyrovnáváńı dat 16.02.2023

Data v matematike, stochastike a štatistike

❏ Data (informácie) môžeme kategorizovat’ podl’a rôznych kritérii,
ale z hl’adiska matematiky/štatistiky je podstatne rozlǐsovat’
deterministický a stochastický charakter dat;

❏ V štatistike sa často využ́ıva pojem náhodný výběr;
(nezávisle, stejně rozdělené náhodné veličiny – i .i .d . z anglického
”Independent and Identically Distributed random variables”)

❏ V praxi často časovo závislá štruktúra pozorovańı – napr. časové řady;
(vývoj hodnot v čase – resp. v diskrétnych časových okamžikoch)

❏ napr. hodnota kurzu x(t) pro t ∈ {t1, . . . , tn};
❏ alebo vzájomne porovnanie, napr. x(t) vs. y(t);
❏ alebo data (x1, y1)⊤, . . . , (xn, yn)⊤, pro uspǒrádané indexy;

❏ Závislé a často nestejně rozdelené náhodné veličiny – n.i.n.i.d;
(jak takéto data analyzovat a jaké (vhodné) metódy/modely použ́ıvat?)
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Přednáška 1 ∥ Vyrovnáváńı dat 16.02.2023

Vyrovnáváńı dat
Jedná sa o preloženie dat vhodnou (hladkou) ǩrivkou, která v určitom
zmysle vystihuje nejakú základnú vlastnost’ dat, ale neberie v potaz
drobné chyby, nepresnosti, alebo fluktuace (charakterizace dat).
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Přednáška 1 ∥ Vyrovnáváńı dat 16.02.2023

Jak volit ”hladku ǩrivku”? A muśı byt’ vždy hladká?
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Přednáška 1 ∥ Vyrovnáváńı dat 16.02.2023

Od parametrických až po neparametrické postupy
V zásade rozlǐsujeme tri základné pŕıstupy pri modelovańı dat, resp. pri
p̌rekladańı dat (ne nutně hladkou) ǩrivkou. Základný rozd́ıl je v celkové
ḿı̌re flexibility/adaptivity a zložitosti/komplexity výsledného modelu.

❏ Parametrický postup
❏ jednoduchost

(jednoduchý model, výpočet, aj interpretácia, priamočiaré vlastnosti)
❏ málo flexibilný

(pŕılǐs triviálný model, ktorý často nedostatečně vystihuje podstatu dat)
❏ Neparametrický postup

❏ výborná flexibilita
(bez nutných predpokladov na konkrétny parametrický tvar ǩrivky)

❏ pŕılǐs zložitý
(pomerne náročný na vypočet, zložité vlastnosti a tiež interpretácia)

❏ Semiparametrický postup
❏ dostatečne flexibilný, akceptovatelná zložitost

(bez predpokladov na konkrétny tvar, ale pomocou (skrytých) parametrov)
❏ málo intuit́ıvny

(kombinácia dobrých, ale aj zlých vlastnosti predchádzajúcich postupov)
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Přednáška 1 ∥ Vyrovnáváńı dat 16.02.2023

Kde, kedy a ako to začalo?

o Roger Cotes (1682 – 1716) o Tobias Mayer (1723 – 1762) o Pierre-Simon Laplace (1749–1827) o Roger Joseph Boscovich (1711 – 1787)

❏ 1722 – kombinácia viacerých rôzných pozorovańı uskutočnených za stejných podḿınek,
namiesto presnej replikácie experimentu (method of averages);

❏ 1750 – štúdium pohybu Mesiaca kolem země v roce 1750 (Tobias Mayer) a sledovanie
vzájomného pohybu Jupitera a Saturnu (Laplace);

❏ 1757 – kombinácia viacerých rôzných pozorovańı uskutočnených za rôznych
(kontrolovaných) podmienok pri štúdiu tvaru Zeme Boscovichom (least absolute deviations);

❏ 1799 – chyba aproximácie meraná ako absulútna vzdialenost’ vs. kvadrát vzdialenosti vs.
metóda vedúca k jej minimalizácii (Laplace vs. Gauss);
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Přednáška 1 ∥ Vyrovnáváńı dat 16.02.2023

Kalibrácia metódou najmenš́ıch štvorcov

Adrien-Marie Legendre (1752 – 1833) Johann Carl Friedrich Gauss (1777 – 1855)

❏ Legendre využil metódu najmenš́ıch štvorcov na fitovanie lineárnych
rovńıc na rovnaké data, ktoré využil Laplace na meranie vel’kosti a tvaru
Zeme. Metóda je poṕısaná ako algebraicka procedúra;

❏ Gauss tvrdil, že metóda je mu známa už od roku 1795. Prepojil metódu
najmenš́ıch štvorcov least s prinćıpmi teórie pravdepodobnosti a definoval
metódu odhadovania, ktorá minimalizuje chybu – normálne rozdelenie;
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Přednáška 1 ∥ Vyrovnáváńı dat 16.02.2023

Metóda nejmenš́ıch čtverc̊u

Charles Friedrich Gauss (1777 – 1855)

❏ metóda sa postupne vyvinula v súvislosti
s astronómiou a geodéziou pri riešeni
problémov s navigáciou lod́ı;

❏ P.Laplace a T. Mayer využili tzv. metodu
priemerov pre vysvetlenie pohybov
nebeských telies již v roce 1750;

❏ prvykrát publikovaná (Legendre, 1805)
ako algebraický nástroj na fitovanie
lineárnych rovńıc na data;

❏ C.F. Gauss v 1809 publikuje prácu o
metode najmenš́ıch štvorcov a dáva ju
súvislosti s teóriou pravdepodobnosti a
normálnym rozdeleńım;
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Přednáška 1 ∥ Vyrovnáváńı dat 16.02.2023

Dôkaz fungovania metódy: Znovuobjavenie Ceres
❏ Talianský astronom Giuseppe Piazzi objavil asteroid Ceres 1. Januára 1801 a

sledoval ho 40 dńı až kým sa asteroid nestratil za žiarou Slnka – posledné
pozorovanie (z celkových 24) urobil 11. Februára, 1801.

❏ Na základe týchto dat sa astronomovia rozhodli určit’ polohu Ceresu po
následnom výstupe zpoza Slnka, ale bez nutnosti riešit zložité Keplerové
nelineárne rovnice planetárnych pohybov.

❏ Na základe článku a dat publikovaných v časopise Monatliche Correspondenz
v Septemberi 1801, J.C.F.Gauss (v tom čase 24 ročný) bol jediný, kto úspšene
predikoval polohu pri znovuobjaveńı Ceresu.

❏ Mad’arský astronón Heinrich W. M. Olbers následne našiel Ceres na odhadnutej
polohe 31. Decembera, 1801.
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Přednáška 1 ∥ Vyrovnáváńı dat 16.02.2023

Parametrické vyrovnávanie dat
Křivka jednoznačne určená niekol’kými parametrami

❏ p̌redem zvoĺıme tvar hladké ǩrivky napr. parabola x −→ a + bx + cx2;
❏ neznáma ǩrivka definovaná pomocou neznámych parametrov a, b, c ∈ R;
❏ parametre majú konkrétnu a často priamočiaru interpretáciu;
❏ odhady parametrov minimalizáciou súčtu štvorcov odchylek;
❏ volba počtu parametr̊u =⇒ konkrétny tvar a flexibilita ǩrivky;
❏ rozhodnut́ı mezi celkovým počtem parametr̊u a velikosti součtu čtverc̊u;

There is no free lunch!
❏ pro dostatečne velký počet parametrov =⇒ interpolace dat;
❏ interpolace =⇒ nulový součet čtverc̊u =⇒ žádne vyhlazeńı dat;
❏ tzv. Bias-variance Trade-off (vychýlenie vs. variabilita);

(rozhodnutie vzhl’adom k celkovej flexibilite a komplexite finálneho modelu)
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Přednáška 1 ∥ Vyrovnáváńı dat 16.02.2023

Metóda nejmenš́ıch čtverc̊u – algebraicky

❏ predpokládame jednoduché data {(xi , yi) ∈ R2; i = 1, . . . , n};
❏ obecně p̌redpokládame tvar nějaké (hladké) ǩrivky

x −→ a1f1(x) + a2f2(x) + · · ·+ apfp(x),

pro nějaké neznáme parametry a1, . . . ap ∈ R;
❏ označme odhadnuté hodnoty parametrov jako â1, . . . âp ∈ R;
❏ pak vyrovnanú hodnotu v datech {(xi , yi); i = 1, . . . , n} lze zapsat jako

ŷi = â1f1(xi) + â2f2(xi) + · · ·+ âpfp(xi),

kde ŷi znač́ı vyrovnanú hodnotu pŕıslušnú hodnotě yi ;
❏ pro skrátený zápis pomocou vektorov použ́ıvame (bold) značeńı

y = (y1, . . . , yn)⊤, ŷ = (ŷ1, . . . , ŷn)⊤;
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Přednáška 1 ∥ Vyrovnáváńı dat 16.02.2023

Metóda nejmenš́ıch čtverc̊u – maticovo
❏ explicitne po zložkách dostaneme vyrovnané hodnoty jako

ŷ =

 ŷ1
...

ŷn

 =


f1(x1) f2(x1) . . . fp(x1)
f1(x2) f2(x2) . . . fp(x2)

...
...

. . .
...

f1(xn) f2(xn) . . . fp(xn)

 ·

 â1
...

âp


❏ stručný/alternat́ıvny zápis v maticovom tvare jako

ŷ = F · â,
kde â = (â1, . . . , âp)⊤ je vektor odhadnutých parametrov a F je pŕıslušná

matica (niekedy aj tzv. matica modelu);
❏ odhady neznámych parametrov a1, . . . , ap ∈ R jsou definované tak,

že minimalizuj́ı nejmenš́ı čtverce (součet čtverc̊u odchýlek)

S(y) =
n∑

i=1

(
yi −

p∑
j=1

âj fj(xi)
)2

=
n∑

i=1

(yi − ŷi)2 = ∥y − ŷ∥2
2

= (y − Fâ)⊤(y − Fâ) = SSe;
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Přednáška 1 ∥ Vyrovnáváńı dat 16.02.2023

Metóda nejmenš́ıch čtverc̊u – formálně
❏ formálně zapsané, odhady parametrov a1, . . . , ap jsou definované jako

riešenie minimalizačného problému

(â1, . . . , âp)⊤ = Argmin
a1,...,ap∈R

n∑
i=1

(
yi −

p∑
j=1

aj fj(xi)
)2

(1)

= Argmin
a∈Rp

∥y − Fa∥2
2;

❏ Ide o konvexný problém (minimalizácia konvexnej funkcie, cez konvexnú
množinu) a teda existuje globálne minimum, které je riešeńım normálných
rovńıc. Ak má F plnú hodnost’, tak existuje jednoznačné riešenie;

Samostatný úkol

❏ Ukážte, že problém (1) je naozaj konvexný problém. Za akých
podmienok má matica F ∈ Rn×p plnú hodnost’?

❏ Dokážte, že dosažené řešeńı je skutečně globálnim minimem.
❏ Jaké je řešeńı úlohy (1), ak by F neměla plnou hodnost?
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Přednáška 1 ∥ Vyrovnáváńı dat 16.02.2023

Metóda nejmenš́ıch čtverc̊u – pŕıklad

Pŕıklad

Uvažujte data (y1, x1)⊤, . . . , (xn, yn)⊤, které chceme preložit’ jednoduchou
p̌ŕımkou, t.j. x −→ a1 + a2x , pro dva neznáme parametre a1, a2 ∈ R.

Nájděte explicitné řešeńı pro rovnicu vyhlazovaćı p̌ŕımky (t.j., odhady â1 a â2).

Pravděpodobnostńı/stochastická interpretace:
❏ náhodný vektor Y = (Y1, . . . , Yn)⊤ a jeho realizace y = (y1, . . . , yn)⊤;
❏ predpokládame, že plat́ı model Y = Fa + ε;
❏ vektor náhodných chýb ε = (ε1, . . . , εn)⊤ ∼ (0, σ2I);
❏ z vlastnosti sťredńı hodnoty a rozptylu lze p̌repsát jako

EY = Fa VarY = σ2I,

pro jednotkovou matici I = Diag{1, . . . , 1}, typu n × n;
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Pravděpodobnostńı/stochastická interpretace:
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Přednáška 1 ∥ Vyrovnáváńı dat 16.02.2023

Regresńı model – teoretické vlastnosti odhadu

Věta: Sťredńı hodnota a rozptyl odhadu parametru v lineárni regrese

Mějme lineárny regresný model Y = Fa + ε, pro vektor
náhodných chýb se složkami s nulovou sťredńı hodnotou Eε =
(Eε1, . . . , Eεn)⊤ = (0, . . . , 0)⊤ a rozptylovou matici Var ε = σ2I.
Pak plat́ı, že

❏ odhad parametru a ∈ Rp metódou nejmenš́ıch čtverc̊u je
nestranný a jeho rozptyl je σ2(F⊤F)−1;

❏ jsou-li nav́ıc (yi , εi)⊤, pro i = 1, . . . , n nezávislé a stejně rozdelené
(i.i.d.), pak je â (silne) konzistentńı odhad vektoru a;

❏ plati-li nav́ıc εi ∼ N(0, σ2) pak odhady parametr̊u a1, . . . , ap maj́ı
také normálné rozděleńı a plat́ı, že â ∼ Np(a, σ2(F⊤F)−1);

Gauss-Marková věta ř́ıka, že odhad â je nejlepš́ı, nestranný, lineárńı odhad vektoru
parametrov a ∈ Rp (tzv. BLUE – Best Linear Unbiased Estimate)
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Parametricky ⇒ Semiparametrický postup
Parametre, ktoré sa nachádzajú v modeli nemajú priamy vzt’ah na tvar
neznámej ǩrivky a taktiež nemajú intuit́ıvnu interpretáciu, jako tomu bylo
v p̌ŕıpadě parametrických modelov.

❏ SPLINY - po částech (lokálne) parametrické vyhlazováńı;
(neznáma ǩrivka je pǒrád definovaná pomoci parametr̊u, ale
parametre nedefinuj́ı p̌ŕımo tvar dané ǩrivky)

❏ Vhlazováńı je proto mnohem flexibilneǰśı a adapt́ıvneǰśı;
(kromě samotných neznámych parametr̊u jsou ale poťrebné
dodatečné parametry – tzv. uzly a tiež množina tzv. bázických
funkcii—resp. splinová báze)

❏ uzly definuj́ı podintervaly definičného oboru ǩrivky;
(d̊uležitá je pak otázka, jak uzly správně volit; v podintervalech jsou
časti ǩrivky definované r̊uzne, ale celková ǩrivka ma hezké, p̌redem
dané vlastnosti)
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Lokálńı vyhlazováńı pomoci Splin̊u

Definice: Spline

Necht’ ξ1 < ξ2 < · · · < ξk je poslouplnost vniťrńıch uzl̊u (bodů)
z definičńıho oboru D = [ξ0, ξk+1]. Pak splinem řádu ℓ ∈ N ∪ {0}
nazveme nazveme libovolnou funkci f takovou, která je v každém
intervalu [ξj , ξj+1], pro j = 0, . . . , k polynomem stupně ℓ a která ma
v celém definičńım oboru D = ∪k

j=0[ξj , ξj+1] spojité derivace (jed-
nostranné derivace v krajńıch bodech) až do řádu (ℓ− 1) (včetně).

Pŕıklad

Uvažujte interval (0, 1) jako definičný obor D. Definujte posloupnost uzl̊u 0 <
ξ1 < ξ2 < 1 a navrhněte spline ťret́ıho řadu (ℓ = 3) na D tak, aby splňoval
definici.
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▲



Přednáška 1 ∥ Vyrovnáváńı dat 16.02.2023
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Přednáška 2 ∥ Vyrovnáváńı dat 23.02.2023

Různe splinové bázy
Existuje celá řada r̊uznych způsobů, jak definovat splinovu bazu a sestrojit spline.
Nektěré metody jsou intuitivné a jednoduché, ale výpočetně náročné pro velké n ∈ N.
Jiné jsou pomerně zložite a hodně špatně interpretovatelné, ale zase výpočetně
stabilněǰśı.

❏ Truncated Splines
❏ jednoduché, intuit́ıvne, jednoduché na odvodenie;
❏ výpočetne nestabilné hlavne pre velké n ∈ N (alebo/a vel’ké p ∈ N);

❏ B-Splines
❏ vypočetně stabilné a jednoduché pro invertováńı F;
❏ obecně pro ℓ ∈ N nelze explicitně vyjáďrit (napr. De Boor rekurze);

❏ Ortogonálne spliny
❏ výpočetne vel’mi jednoduché, okamž́ıtá invertibilita, numerická stabilita;
❏ netriviálne na vytvorenie, náročné na interpretáciu;

❏ Mnoho jiných ...
❏ Box spliny, M-Spliny, T-Spliny;
❏ ... ... ...
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▲
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Porovnáńı: T-spliny, B-spliny, O-spliny
❏ Uzly: ξ1 = 0.3, ξ2 = 0.7; Stupeň ℓ = 1 (lineárne spliny (báze));
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❏ Uzly: ξ1 = 0.3, ξ2 = 0.7; Stupeň ℓ = 3 (kubické spliny (báze));
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

Basis Functions

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
1

0
1

2
3

Basis Functions

❏ Uzly: ξ1 = 0.3, ξ2 = 0.7; Stupeň ℓ = 3 (kubické spliny (báze));
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Přednáška 2 ∥ Vyrovnáváńı dat 23.02.2023

Truncated splines – ”zkosené” spliny
Pŕıklad

❏ mějme uzly ξ1 < ξ2 < ξ3 uvniťr D, a necht’ ℓ = 1 (lineárńı spliny);
Pak p̌ŕıslučné funkce f1(x), . . . , fp(x) maj́ı následuj́ıci tvar:

f1(x) = 1, f2(x) = x , f3(x) = (x − ξ1)+,
f4(x) = (x − ξ2)+,
f5(x) = (x − ξ3)+

❏ pro stejné uzly ξ1 < ξ2 < ξ3 uvniťr D, a řád ℓ = 3 (kubické spliny);
Př́ıslušné funkce f1(x), . . . , fp(x) maj́ı tvar:

f1(x) = 1, f2(x) = x , f5(x) = (x − ξ1)3
+,

f3(x) = x2, f4(x) = x3, f6(x) = (x − ξ2)3
+,

f7(x) = (x − ξ3)3
+

Pro splinové bázy obecně plat́ı, že p = ℓ + k + 1, kde ℓ ∈ N je stupeň splinové
bázy,resp. řád splinu a k ∈ N ∪ {0} je počet vńıťrńıch uzl̊u ξ1 < · · · < ξk ∈ D.
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Přednáška 2 ∥ Vyrovnáváńı dat 23.02.2023

Semiparametrický ⇒ Neparametrický postup
Bez parametrov - žádny konkrétny tvar neznáme ǩrivky, ani zápis
neznámej ǩrivky pomoci lineárnej kombinace funkci bázy.

❏ Klouzavé pr̊uměry (KP) – lokálny neparametrický postup vyhlazováńı;
(schopný zachytit trend – t.j. směr a ḿıru pohybu pozorovaných hodnot)

❏ nevystupuj́ı tady žádne neznáme parametre, které bychom odhadovali;
(výsledná vyhlazovaćı ǩrivka je pouze funkci pozorovaných dat)

❏ jedná se o tzv. lokálńı vyrovnáváńı pozorovaných dat;
(v daném bodě x ∈ D záviśı výrovnáńı pouze od několika soused̊u)

❏ formálně zapsáno, pro pozorováńı yi źıskame hodnotu ŷi jako

ŷi =
r∑

j=−r

wjyi+j pro i = r + 1, . . . , n − r ,

čo je vlastne vážený priemer niekol’ko predchádzajúcich pozorovańı a
rovnakého počtu následujúcich pozorovańı;

❏ pro váhy wj plát́ı, že
∑r

j=−r wj = 1;
(č́ıslo r ∈ N se nazýva délka klouzavého pr̊uměru)
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Obyčejné (aritmetické) klouzavé pr̊uměry (KP)
❏ vyhlazené hodnoty jsou definováný jako ŷi =

∑r
j=−r wjyi+j ,

ale pouze pro data yi kde i = r + 1, . . . , n − r ;
❏ pro váhy wj plat́ı, že wj = 1

2r+1 a tiež
∑r

j=−r wj = 1;
❏ pro r = 1 dostaneme ŷi pomoci yi a dvou vedleǰśıch sousedů;
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
2

−
1

0
1

2

x

y

26 / 229
NMFM332 | Statistika pro finančńı matematiky 2
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▲



Přednáška 2 ∥ Vyrovnáváńı dat 23.02.2023

Jak definovat váhy wj pro KP?

❏ Stejné váhy pro všechny j = −r , . . . , r ;
❏ jednoduchost, wj = 1

2r+1 a vyrovnaná hodnota ŷi je pouze obyčejný
aritmetický pr̊umer z 2r + 1 okolńıch hodnot, nav́ıc nezáporne váhy;

❏ neńı vyrovnán počátečńı a koncový úsek dat (poťrebná data nejsou k
dispozicii) a obecně se nejedná o hladkou ǩrivku v D;

❏ Obecně r̊uzne váhy pro wj , j = −r , . . . , r ;
❏ p̌ri správne volbě lze dosáhnout hladkou ǩrivku v celém definičńım oboru D

a lze vyrovnát aj počátečné a koncové hodnoty;

❏ nutnost dodatečných výpočtov, pŕıpadně zavedenie nějakých d’aľśıch
(rušivých/ladiaćıch) parametr̊u;
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Obyčejné aritmetické klouzavé pr̊uměry
❏ Pri určitém zobecněńı pro libovolné x ∈ D nedostaneme nutně hladkou

ǩrivku, ale pouze po částech konstantné ”vyhlazeńı”.
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
2

−
1

0
1

2

x

y

28 / 229
NMFM332 | Statistika pro finančńı matematiky 2
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
2

−
1

0
1

2

x

y

28 / 229
NMFM332 | Statistika pro finančńı matematiky 2
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▲
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▲
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29 / 229
NMFM332 | Statistika pro finančńı matematiky 2
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
2

−
1

0
1

2

x

y
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29 / 229
NMFM332 | Statistika pro finančńı matematiky 2
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
2

−
1

0
1

2

x

y
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29 / 229
NMFM332 | Statistika pro finančńı matematiky 2
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▲
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Konstrukce KP vyrovnáńım úsek̊u polynomy
❏ IDEA: váhy wj pro vyrovnáńı hodnot yi voĺıme tak, že 2r + 1 členů řady,

t.j. hodnoty yi−r , . . . , yi , . . . , yi+r , aproximujeme vhodným polynomem
stupně p ∈ N; Vyrovnána hodnota ŷi je pak hodnota polynomu, ktorá
odpov́ıda pozorováńı yi .

❏ hodnota p ∈ N se nazýva řád klouzavého pr̊uměru;
❏ formálně zapsáno, pro pozorováńı yi−r , . . . , yi+r uvažujeme polynom

yi+u ≈ c0 + c1u + c2u2 + · · ·+ cpup pro u = −r , . . . , r ; (2)

❏ resp. zapsáno v maticovem tvǎre y(i :r) ≈ Fc, kde

y(i :r) =

 yi−r
...

yi+r

 ≈
 1 (−r) (−r)2 . . . (−r)p

...
...

...
...

1 r r 2 . . . r p

 ·
 c0

...
cp


❏ vyrovnanou hodnotu ŷi pro yi pak dostaneme dosazeńım u = 0 do (2);
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Váhy pomoci projekčńı matice
❏ pro čast pozorováńı y(i :r) = (yi−r , . . . , yi+r )⊤ máme pro vyrovnáńı vztah

ŷ(i :r) = F · ĉ;

❏ pro odhadnuté parametry ĉ = (ĉ1, . . . , ĉp)⊤ zase plat́ı

ĉ = (F⊤F)−1F⊤y(i :r);

❏ pro vyrovnané hodnoty ŷ(i :r) = (ŷi−r , . . . , ŷi+r )⊤ proto dostaneme

ŷ(i :r) = F(F⊤F)−1F⊤y(i :r) = Hy(i :r);

❏ matice H = F(F⊤F)−1F⊤ se nazýva projekčńı matice;
❏ projekčńı matice definuje linárne zobrazeńı z R2r+1 do p + 1 rozměrného

podprostoru (projekce z R2r+1 do Rp+1) v R2r+1;
❏ projekčńı matice H je typu (2r + 1)× (p + 1) a v prosťredńım řádku

obsahuje váhy pro vyrovnáńı hodnoty yi ;
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Váhy wj vs. parametre c1, . . . cp

❏ pro vyhladené hodnoty ŷi , pro i = r + 1, . . . , n − r , máme obecně

ŷi =
r∑

j=−r

wjyi+j = h⊤
r+1y(i :r) = ĉ1,

kde hr+1 = (h(r+1)1, . . . , h(r+1)(2r+1))⊤ = (w−r , . . . , wr )⊤, je (r + 1)-ńı
řádek projekčńı matice H = (h1, . . . , h2r+1)⊤;

❏ maticově můžeme taktiež použ́ıt vyjáďreńı ve tvaru

ŷ(i :r) = Hy(i :r) = F(F⊤F)−1F⊤y(i :r) = Fĉ,

p̌ričemž vyhlazená hodnota ŷi , která nás zaj́ıma, je (r + 1)-ńı element
vektoru ŷ(i :r) = (ŷi−r , . . . , ŷi+r )⊤;

❏ je důležité si uvědomit, že váhy w−r , . . . , wr nezáviśı na indexu
i = r + 1, . . . , n − r a pro každou vyhlazenú hodnotu ŷi jsou stejné;
(váhy w−r , . . . , wr záviśı pouze na matici F, která je pǒrád stejná)

❏ naproti tomu odhadnuté parametre ĉ = (ĉ1, . . . , ĉp)⊤ na indexu
i = r + 1, . . . , n − r záv́ıśı, a pro každé ŷi jsou parametry obecně r̊uzne;
(odhady ĉ1, . . . , ĉp tot́ıž závisia na matici F, ale tiež na vektore y(i :r))
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Odhad parametr̊u c0, . . . , cp

❏ odhad parametrov c0, . . . , cp pomocou metódy nejmenš́ıch čtverc̊u;

Samostatný úkol

Jak vypadá v tomhle p̌ŕıpadě matice F a jak se meńı v závislosti na požadovanej
hodnote yi , pro i = −r , . . . , r , kterú chceme vyhlazovat?

Jak vypadá soustava normálných rovńıc a p̌ŕıslušná projekčńı matice?

Pŕıklad

Uvažujte kubický polynom pro p = 3 a r = 2. Polynom pro určeńı váh je
ve tvaru yi+u ≈ c0 + c1u + c2u2 + c3u3, kde c0, . . . , c3 ∈ R jsou neznáme
parametry.

❏ sestavte p̌ŕıslušnou matici F;
❏ nájděte projekčnou matici H = F(F⊤F)−1F⊤;
❏ nájděte váhy wj , pro j = −2, 1, 0, 1, 2 a spočtěte ŷi , pro

i = 3, . . . , n − 2;
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Vyrovnané hodnoty a predikce
❏ na rozd́ıl od klasických aritmetických klouzavých pr̊uměr̊u je možné využit

vážené klouzavé pr̊uměry aj k vyrovnáńı počátečných a koncových hodnot;
❏ pro vyhlazeńı napr. koncového úseku stač́ı v (2) vhodne dosadit za u;

Napr. pro r = 1 a p = 1, máme yi+u ≈ c0 + c1u, pro u = −1, 0, 1 a i = 2, . . . , n − 1;
Pro vylazeńı yn dosad́ıme: i ← n − 1 a u ← 1 ⇒ yn = y(n−1)+1 ≈ c0 + c1 a ŷn = ĉ0 + ĉ1;

❏ analogicky lze použ́ıt výraz (2) i pro budoućı predikce;

Napr. pro r = 2 a p = 2, máme yi+u ≈ c0 + c1u + c2u2, pro u = −2, . . . , 2 a i = 3, . . . , n − 2;
Predikce yn+1: i ← n − 2 a u ← 3 ⇒ yn+1 = y(n−2)+3 ≈ c0 + 3c1 + 9c2 a ŷn+1 = ĉ0 + 3ĉ1 + 9ĉ2;

Pŕıklad

Uvažujte kubický polynom pro p = 3 a r = 2. Polynom pro určeńı váh je
ve tvaru yi+u ≈ c0 + c1u + c2u2 + c3u3, kde c0, . . . , c3 ∈ R jsou neznáme
parametry.

❏ spočtěte predikci o jeden krok dop̌redu a explicitně vyjaďrite váhy
pro vážený pr̊uměr;
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Vychýleńı vs. variabilita
❏ Jak zvolit/vybrat vhodnou ḿıru vyhlazeńı?
❏ Lze aplikovat nějaké optimálne kritérum pomoci kterého se rozhodnout?
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Vychýleńı vs. variabilita
❏ Jak zvolit/vybrat vhodnou ḿıru vyhlazeńı?
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Vychýleńı vs. variabilita
❏ Jak zvolit/vybrat vhodnou ḿıru vyhlazeńı?
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Whitttacker-Hendersonová metoda
Základnou úlohou vyhlazováńı dat je odhadnout hladký, pomalu se
měńıci trend. Zároveň cheme dosáhnout co nejlepš́ı zhodu mezi
původńımi daty a vylazenými daty (zhodu mezi daty a modelem);

❏ Dokonalé vyhlazeńı
⇒ p̌ŕılǐs velký součet čtverc̊u odchylek, a malá zhoda s původńımi daty;

❏ Dokonalá zhoda s daty
⇒ nulový součet čtverc̊u odchylek, pŕılǐs velká variabilita, interpolace;

Whittacker/Hendersonova metoda
Metoda, která umožňuje hledat kompromis mezi těmeto dvěma
požadavky t́ım, že jim p̌riděluje rozd́ılnou váhu. Výrovnané hodnoty
minimalizuj́ı kritérium

M(ŷ) =
n∑

i=1
(yi − ŷi)2

︸ ︷︷ ︸
součet čtverc̊u

+λ ·
n∑

i=r+1
(∆r ŷi)2

︸ ︷︷ ︸
penalta

,

kde λ > 0 je nějaký vhodně zvolený lad́ıćı parametr.
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Whitttacker-Hendersonová metoda

❏ W-H metoda nep̌redpokláda žádny konkrétny tvar prokladané ǩrivky;
❏ symbol ∆r ŷi označuje rekuzivnou r -tou zpětnou diferenci posloupnosti ŷi ;
❏ obecně plat́ı, že ∆0ŷi = ŷi a ∆1ŷi = ∆ŷi = ŷi − ŷi−1;
❏ pro r -tou zpětnou diferenci plat́ı ∆r ŷi = ∆r−1ŷi −∆r−1ŷi−1;
❏ obecně lze také zapsat pomoci binomické formule

∆r ŷi =
(

r
0

)
ŷi −

(
r
1

)
ŷi−1 + · · ·+ (−1)r

(
r
r

)
ŷi−r ,

IDEA:
Rekurźıvńı zpětná diference je diskrétné zobecněńı pojmu derivace. Základnou
myšlienkou je penalizovat’ pŕılǐs vel’ké rozdiely v danej r -tej diferencii. Napr. pro r = 1
penalizujeme pŕılǐs vel’ké rozdiely v prvńı diferenci, t.j. pro λ → ∞ dostaneme
vyhlazeńı ve tvaru pŕımky.
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Whitttacker-Hendersonová metoda

❏ W-H metoda nep̌redpokláda žádny konkrétny tvar prokladané ǩrivky;
❏ symbol ∆r ŷi označuje rekuzivnou r -tou zpětnou diferenci posloupnosti ŷi ;
❏ obecně plat́ı, že ∆0ŷi = ŷi a ∆1ŷi = ∆ŷi = ŷi − ŷi−1;
❏ pro r -tou zpětnou diferenci plat́ı ∆r ŷi = ∆r−1ŷi −∆r−1ŷi−1;
❏ obecně lze také zapsat pomoci binomické formule

∆r ŷi =
(

r
0

)
ŷi −

(
r
1

)
ŷi−1 + · · ·+ (−1)r

(
r
r

)
ŷi−r ,

IDEA:
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Whitttacker-Hendersonová metoda
❏ kritérium M(ŷ) lze zapsát aj v maticovém tvaru jako

M(ŷ) = (y − ŷ)⊤(y − ŷ) + λ · ŷ⊤K⊤Kŷ ;

❏ matice K je typu (n − r)× n a ma tvar

K =


(−1)r . . . −

(
r
1

)
1 . . . 0

.

.

. (−1)r . . . −
(

r
1

)
. . .

.

.

.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

0 . . . (−1)r . . . −
(

r
1

)
1


❏ derivováńım podle ŷ dostaneme soustavu normálńıch rovńıc

∇ŷ M(ŷ) =
(

∂M(ŷ)
∂ŷ1

, . . . , ∂M(ŷ)
∂ŷn

)
= 2y − 2ŷ + 2λK⊤Kŷ

❏ riešime soustavu rovńıc ∇ŷ M(ŷ) = 0 =⇒ řešeńı ve tvaru
ŷ = (I + λK⊤K)−1y ;
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Zhrnut́ı
❏ Data jako posloupnost deterministických nebo stochastických veličin;
❏ Různe metody vyhlazováńı dat – prokladáńı vhodnou (hladkou) ǩrivkou;

❏ Parametrické metody
(jednoduché, ale málo flexibilné)

❏ Semiparametrické metody
(vyrovnáńı jako lineárńı kombinace fukci báze, pomerně dobrá flexibilita)

❏ Neparametrické metody
(bez omezeńı na tvar prokladáné ǩrivky, nelze ale vyjaďrit explicitně)

❏ V některých p̌ripadech lze dokonce konstruovat predikci do budoucnosti;
(neńı vhodné použ́ıvat na predikci o moc krok̊u dopredu...)

❏ Základným rozhodovaćım kritériom pre dobrý model je jeho využitie;
(flexibilita/adaptivita modelu vs. jeho zložitost’/komplexita)

❏ Při vyhlazováńı dat pamatovat na vztah medzi vychýleńım a variabilitou;
(pŕılǐsné vyhlazeńı ≡ malá variabilita a p̌ŕılǐs velké odchýlky | vice versa)

❏ Whitttacker-Henderson - regularizačńı neparametrický postup;
(vhodnou volbou λ > 0 a r ∈ N ∪ {0} lze dosáhnout požadovaný tvar)
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Kapitola 2

Diferenciálńı rovnice
a modely r̊ustu
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Modely r̊ustu – motivace

Modely velikosti populace, kde velikost změny (r̊ustu/poklesu) záviśı na
aktuálnem stavu (velikosti) populace.
(obecně řečeno, jedná se o model dynamiky nějaké populace)

Široké uplatněńı týchto model̊u v ...
❏ mikrológii, virológii, či biológii

(pandemický vývoj, napr. Covid-19 ...)
❏ fyzika, chémia, alebo mechanika

(̌stiepenie, nukleárne reakcie, lav́ıny, ...)
❏ mikro/makro ekonómia a finance

(pyramidové schémy, modely kapitálu, ...)
❏ IT, informatika, technika

(výpočetná sila a zložitost, singularity, ...)
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Modely r̊ustu – formálně

❏ jedná se v́ıceparametrický deterministický (nelineárńı) model pro
modelováńı r̊ustu (stavu) nějaké populace (počet obyvatelstva, zásoby
nějakého statku, objem komodity, atd’) v závislosti na velikosti;

❏ zauž́ıvané značeńı: y(t) ≥ 0 jako stav (velikost) populace v čase t ∈ R;
❏ model určen pomoci deferenciálńı rovnice, čo umožňuje vyjáďrit závislost

rychlosti r̊ustu na velikosti populace v čase t ∈ R;
❏ IDEA: očekáváme, že populace by měla r̊ust rýchleji, když je velká,

naopak výrazne pomaleǰsie, ked’ je malá;
❏ diferenciálńı rovnice často v tvaru, který v určitem zmyslu modeluje

lineárńı závislost r̊ustu na velikosti:

dy
dt = a · y · g

(y
k

)
kde y ≡ y(t) je funkce t ∈ R a a, k > 0 jsou neznáme parametry;
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Korekce lineárńı závislosti r̊ustu na velikosti
Funkce g(·) v zápisu diferenciálńı rovnice se použ́ıva ke korekci lineárńı
závislosti r̊ustu na velikosti populace – bez tehle korekce je totiž věťsina
model̊u praktický nesmyslných;

❏ Volba g(x) = 1: Klasický model exponenciálńıho r̊ustu

dy
dt = a · y =⇒ řešeńı y(t) = beat ;

→ pro nějaké parametry a, b > 0;
❏ Volba g(x) = 1 − x: Model logistického r̊ustu

dy
dt = a · y ·

(
1− y

k

)
=⇒ řešeńı y(t) = k

1 + be−at ;

→ pro nějaké parametry a, b, k > 0;
❏ Volba g(x) = − log x: Model Gomertzovej ǩrivky

dy
dt = −a · y · log

(y
k

)
=⇒ řešeńı y(t) = k · exp{−be−at};

→ pro nějaké parametry a, b, k > 0;
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Modely r̊ustu

Pŕıklad

Uvažujte jednoduchý model exponencialńıho r̊ustu. Ukážte, že funkce

y(t) = beat

je skutečně řešeńım diferenciálńı rovnice dy/dt = ay .

Pŕıklad

Uvažujte model logistického r̊ustu pro nějaké obecné k > 0.
❏ ukážte, že funkce y(t) = k

1+be−at je řešeńım diferenciálńı rovnice
dy/dt = ay(1− y/k)

❏ nájděte inflexńı bod a dokážte, že ǩrivka logistického r̊ustu je
symetrická kolem tohto bodu;
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Modely exponenciálńıho r̊ustu
❏ r̊uzne hodnoty a > 0, b = 1;
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Modely logistického r̊ustu
❏ k = 1 | a > 0, b > 0;
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▲
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Modely Gompertzové ǩrivky
❏ k = 1 | a > 0, b > 0;
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Modely r̊ustu – praktické aplikace

❏ Model exponenciálńıho r̊ustu
❏ model neomezeného r̊ustu p̌ri neomezených zdroj́ıch;
❏ aplikovatelný pouze v krátkodobem časovem horizontu;
❏ v praxi věťsinou nedostupnost zdroj̊u p̌ri určitem stavu populace;

❏ Model logistického r̊ustu
❏ model s korekci pro saturovanou hodnotu – parametr k > 0;
❏ inflexńı bod pro t0 = ln b

a , kde y(t0) = k/2 (symetrie vzhledem k t0);
❏ pro celkový stav populace vždy plat́ı, že 0 < y(t) < k pro t ∈ R;
❏ hodnota (1 − y/k) omezuje nové p̌rir̊ustky pro velkou populaci (málo

zdroj̊u) – jedná se o tzv. sigmoidálńı ǩrivku (sigmoid function);
❏ Gompertzová ǩrivka

❏ zbecněná sigmoidálńı ǩrivka (prudký nár̊ust, pomaleǰśı saturace);
❏ inflexńı bod pro t ∈ R, kde y(t) = k/e (ale neńı symetrická;)
❏ častá aplikace nap̌r. pro tabulky úmrtnosti, r̊ust nádor̊u, počet mobilńıch

telefónů v populaci, a pod.;
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Odhady parametr̊u v nelineárńıch modelech r̊ustu
Základný problém spoč́ıva v tom, že funkce, kterou chceme proložit daty,
neńı lineárńı funkćı hledaných (neznámych) parametr̊u – koeficient̊u.
Nelze proto p̌ŕımo aplikovat metodu nejmenš́ıch čtverc̊u a stejně tak
nelze źıskat explicitńı řešeńı.

Co lze využ́ıt?
❏ preparametrizováńı modelu do lineárńıho tvaru;
❏ aproximace modelu a aplikace iterat́ıvńıch postupů;
❏ numerické (aproximat́ıvńı) řešeńı pomoci poč́ıtač̊u;

Aplikace na data

t t1 t2 t3 . . . tn
y y(t1) y(t2) y(t3) . . . y(tn)
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Odhad parametr̊u pro exponenciálńı r̊ust
❏ základńı diferenciálńı rovnice a p̌ŕıslušné řešeńı:

dy
dt = a · y a y(t) = beat ,

pro nějaké neznáme parametry a, b > 0;
❏ rovnici lze logaritmovat a vyjáďrit ve tvaru

log(y(t)) = log(b) + at;

❏ následně lze metodu nejmenšich čtverc̊u aplikovat na data
(t1, log(y(t1)))⊤, . . . , (tn, log(y(tn)))⊤,

a odhadnout neznáme parametry a, b̃ ∈ R, pro b̃ = log(b)

Samostatný úkol

Uvažujte jednoduchý exponenciálńı r̊ust a nájděte řešeńı pro odhad parametr̊u
log(b) ∈ R a a > 0. Vyjáďrete p̌ŕıslušnú matici F a spočtěte také projekčńı
matici H. Nájděte vhodné odhady pro a, b > 0.
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Odhad parametr̊u pro logistický r̊ust
❏ základńı diferenciálńı rovnice a p̌ŕıslušné řešeńı:

dy
dt = a · y ·

(
1− y

k

)
a y(t) = k

1 + be−at ;

pro nějaké neznáme parametry a, b > 0;
❏ diferenciálńı rovnici lze aproximovat pomoci diferenčńı rovnice

∆yti

∆ti
= ayti

(
1− yti

k

)
❏ následně lze metodu nejmenšich čtverc̊u aplikovat na data(

yt2 , ∆yt2

∆t2yt2

)⊤
, . . . ,

(
ytn , ∆ytn

∆tnytn

)⊤
; (3)

pro parametre a a a/k. Parametr b > 0 pak vyjáďrit z rovnice pro řešeńı.

Samostatný úkol

Uvažujte jednoduchý logistický r̊ust a nájděte řešeńı pro odhad parametr̊u
a, k > 0. Nájděte také vhodný odhad pro parametr b > 0.
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Vylepšeńı odhad̊u pro logistický r̊ust
Odhady parametr̊u a, b, k > 0 źıskané v p̌redchoźım kroku jsou hodně hrubé jelikož
jsme diferenciálńı rovnici diskretizovali – t.j. aproximovali pomoci diferenčńı rovnice.
Źıskané odhady ale lze vylepšit – opět pomoci metody nejmenš́ıch čtverc̊u.

❏ řešeńı diferenciálńı rovnice lze také parametrizovat jako

y(t) = k
1 + be−at = d

c + e−(â1+ϵ)t ,

pro a = â1 + ϵ, b = 1
c a k = d

c (kde â1 je odhad z p̌redchoźıho kroku).
❏ pro hodnoty ϵt hodně malé, lze použ́ıt Taylorov rozvoj

e−ϵt ≈ 1− ϵt;

❏ následně dostaneme aproximaci pro yti ve tvaru

yti ≈
d

c + e−â1ti (1− ϵti)
, i = 1, . . . , n;

❏ metodu nejmenš́ıch čtverc̊u následně aplikovat na model
yti e

−â1ti ≈ d − cyti + ϵtiyti e
−â1ti , i = 1, . . . , n;
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Vylepšeńı odhad̊u pro logistický r̊ust

Samostatný úkol

Uvažujte logistický model r̊ustu a navrhněte, jak by měla vypadat matice F pro
vylepšeńı odhadu parametr̊u a, b, k > 0 pomoci nové parametrizace

y(t) =
k

1 + be−at =
d

c + e−(â1+ϵ)t ,

pro a = â1 + ϵ, b = 1
c a k = d

c , kde â1 je odhad źıskaný metodou nejmenš́ıch
čtevr̊u, aplikovaných na data v (3). Nájděte soustavu lineárńıch rovńıc pro
odhad neznámych parametr̊u d , c a ϵ.

❏ dosazeńım odhadov d̂ , ĉ a ϵ̂ do vyjaďreńı původńıch parametr̊u a, b a k
dostaneme vylepšené odhady â, b̂ a k̂;

❏ tenhle postup lze iterat́ıvne opakovat a źıskat ještě p̌resněǰśı odhady;
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Přednáška 3 ∥ Modely r̊ustu 09.03.2023

Odhad parametr̊u pre Gomertzov model
❏ základńı diferenciálńı rovnice a p̌ŕıslušné řešeńı:

dy
dt = a · y · log(y/k) a y(t) = k · exp{−be−at};

pro nějaké neznáme parametry a, b, k > 0;
❏ nelze efektivně využ́ıt ani logaritmováńı, ani aproximaci pomoci differenćı;
❏ riešenie lze źıskat riešeńım problému nelinerných najmenš́ıch štvorcov a

to pomocou poč́ıtačov a numerických—iterat́ıvných postupov;
❏ v praxi sa využ́ıvajú numerické postupy založené na rozličných modeloch a

rôznych teoretických predpokladoch...

❏ nelineárne najmenšie štvorce
❏ metóda maximálnej vierohodnosti
❏ Kalmanov filter
❏ kombinácie predchádzajúcich metód
❏ r̊uzne algoritmické (iterat́ıvne) postupy

Numerické porovnanie rôznych postupov napr. v článku Patmanidis et al.(2017): Comparing Methods for Parameter Estimation of the
Gompertz Tumor Growth Model. 20th IFAC World Congress, Jul 2017, Toulouse, France. pp.12203 - 12209.
DOI:10.1016/j.ifacol.2017.08.2289

54 / 229
NMFM332 | Statistika pro finančńı matematiky 2
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Odhad parametr̊u pre Gomertzov model
❏ základńı diferenciálńı rovnice a p̌ŕıslušné řešeńı:

dy
dt = a · y · log(y/k) a y(t) = k · exp{−be−at};
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❏ nelze efektivně využ́ıt ani logaritmováńı, ani aproximaci pomoci differenćı;
❏ riešenie lze źıskat riešeńım problému nelinerných najmenš́ıch štvorcov a

to pomocou poč́ıtačov a numerických—iterat́ıvných postupov;
❏ v praxi sa využ́ıvajú numerické postupy založené na rozličných modeloch a

rôznych teoretických predpokladoch...
❏ nelineárne najmenšie štvorce
❏ metóda maximálnej vierohodnosti
❏ Kalmanov filter
❏ kombinácie predchádzajúcich metód
❏ r̊uzne algoritmické (iterat́ıvne) postupy

Numerické porovnanie rôznych postupov napr. v článku Patmanidis et al.(2017): Comparing Methods for Parameter Estimation of the
Gompertz Tumor Growth Model. 20th IFAC World Congress, Jul 2017, Toulouse, France. pp.12203 - 12209.
DOI:10.1016/j.ifacol.2017.08.2289
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Newton-Raphson: Algoritmus
IDEA: Odhad neznámych parametr̊u pomoci minimalizace součtu
čtverc̊u—hledáme ale argument minima nelineárńı funkce (ne nutně
konvexńı). Napr. pro logistickou ǩrivku řeš́ıme

S(a, b, k) = Argmin
a,b,k>0

n∑
i=1

(
yti − k

1 + be−ati

)2
,

kde p̌redpokládame, že máme pozorováńı yt1 , . . . , ytn v časech t1, . . . , tn;
❏ p̌redpokládame, že existuj́ı nějaké počátečné hodnoty a0, b0, k0 > 0, které

jsou dostatečne bĺızko skutečným (neznámym) hodnotám, pro které je
dosaženo minimum;

❏ Newton-Raphsonová metoda pak spoč́ıva v aproximaci S(a, b, k) pomoci
Taylorovej řady v okoĺı bodu (a0, b0, k0)⊤;

❏ opakovaným postupom – iteracemi – źıskame finálné řešeńı;
(finálné řešeńı je pouze aproximace skutečného řešeńı... dokonalost
aproximace záviśı od volby počátečných hodnot a0, b0, k0 > 0 a také od
celkového počt̊u uskutečněných iteraci)
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Newton-Raphson: Teoretické odvozeńı
❏ Taylorov rozvoj pro S(a, b, k) v bodě (a0, b0, k0):

S(a, b, k) = S(a0, b0, k0) +∇S(a0, b0, k0)⊤(a − a0, b − b0, k − k0)⊤

+ 1
2(a − a0, b − b0, k − k0)∇2S(a0, b0, k0)(a − a0, b − b0, k − k0)⊤

+ R(ã, b̃, k̃);

❏ Hledáme bod, pro který ∇S(a, b, k) = 0 ⇒ obe strany derivujeme a
polož́ıme rovné hodnote (0, 0, 0)⊤;

❏ Po úprave dostaneme rovnicu

∇S(a0, b0, k0) = (−1) · ∇2S(a0, b0, k0)(a − a0, b − b0, k − k0)⊤

a řeš́ıme jako soustavu rovńıc pro neznáme parametry a, b, k ∈ R;
❏ Pro iterovaný postup definujeme obecně krok ℓ ∈ N následovně:

∇S(aℓ−1, bℓ−1, kℓ−1) = −∇2S(aℓ−1, bℓ−1, kℓ−1)(aℓ − aℓ−1, bℓ − bℓ−1, kℓ − kℓ−1)⊤;

❏ postup opakujeme, až kým nedosáhneme požadovanou p̌resnost, t.j.
|aℓ − aℓ−1| < ϵ, |bℓ − bℓ−1| < ϵ a |kℓ − kℓ−1| < ϵ, pro nějaké malé ϵ > 0;
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Přednáška 3 ∥ Modely r̊ustu 09.03.2023

Obecné modely r̊ustu populace

❏ Dynamika populace lineárne závisla na velikosti populace:

dy
dt = a · y · g

(y
k

)
❏ Dynamika populace v obecnom modelu:

dy
dt = f (y , t)

Funkcia f (y , t) môže obecně predstavovat’ l’ubovolnú známu/neznámu,
parametrickú/neparametrickú, lineárnu/nelineárnu funkciu, ktorá vyjadruje rýchlost’
rastu populácie v čase t, v závislosti na aktuálnej vel’kosti populácie y .
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Pŕıklad: Covid-19 pandémia v USA

❏ Data: analýza na základe denných pŕırastkov novo-nakazených
v Spojených štátoch (US) v čase od 22.Januára 2020 do 6.Apŕıla 2020;

❏ Logistický (viac-parametrický) model rastu populácie infikovaných:

y(t) = ymin + ymax − ymin

(1 + e−R(t−tmid ))α

❏ y(t) celkové počty nakazených obyvatel’ov v jednotlivých dňoch;
❏ ymin, ymax minimálny a maximálny počet nakazených v US počas pandémie;
❏ R miera denného exponenciálneho nárastu (č́ıslo R);
❏ tmid odhadnutý vrchol pandémie (stabilné denné pŕırastky);
❏ α parameter asymetrie vzhl’adom k vrcholu pandémie tmid ;

❏ Denný nárast nových pŕıpadov—prvá derivácia y ′(t);
(vyjadreńım prvej derivácie dostaneme rovnicu pre dynamiku)

Chen et al. (2020). Reconstructing and forecasting the COVID-19 epidemic in the United States using a 5-parameter logistic growth

model, Global Health Research and Policy, 5:25. DOI: 10.1186/s41256-020-00152-5
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Covid-19 pandémia – celková predikcia
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▲
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Covid-19 pandémia – celková predikcia

❏ Celkový predikovaný počet Covid-19 pŕıpadov v US v priebehu celej pandémie: 792 548;

❏ Počet Covid-19 pŕıpadov v US: 103 mil. a cez 1.1 milión úmrt́ı (Unor 2023);
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To conclude...
❏ Diferencialńı modely a modely r̊ustu jako vhodné a užitečné nástroje pro

modelováńı r̊ustu populaćı v závislosti na jej́ıch velikosti.
❏ Jedná sa o nelineárné parametrické modely, p̌ričemž na odhad neznámych

parametr̊u nelze p̌ŕımo aplikovat metodu nejmenš́ıch čtverc̊u.
❏ Model exponenciálńıho r̊ustu – jednoduchý model ale aplikovatelný pouze

v krátkodobem časovem horizontu (p̌redpoklad neomezeného (lineárńıho)
r̊ust̊u p̌ri neomezených zdroj́ıch);

❏ Model logistického r̊ustu – modifikace p̌redchoźıho modelu pomoci
dodatečného parametru – tzv. saturačnej hladiny pro maximálńı úroveň
modelované populace;

❏ Model Gompertzovej ǩrivky – rozš́ı̌reńı modelu logistického r̊ustu pro
p̌ŕıpady s nesymetickým počátečným nár̊ustem a konečnou saturaci –
model asymetrický kolem inflexńıho bodu;

❏ Odhady neznámych parametr̊u v těchto modelech pomoci iterat́ıvnych
postupov, aproximaci, nebo p̌reparametrizováńı původńıch rovńıc, tak aby
bylo možné aplikovat metodu nejmenš́ıch čtverc̊u;

❏ Nutné použivat’ premyslene a vel’mi opatrne hlavne vzhl’adom k predikciám.
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Systémy Lineárńı Regulace
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Čo to je?

❏ matematický model pre dynamiku rôznych systémov/procesov;
(sústavy rovńıc, diferenciálne alebo diferenčné rovnice)

❏ matematická teória systémov s dôrazom na ich kontrolu (reguláciu);
(predikcia reakcie systému na základe jeho stavu a daných vstupov)

❏ interný/externý popis (charakterizácia) dynamických procesov;
(teoretické aj empirické vlastnosti systému, stabilita procesu)

❏ konečne rozmerné, lineárne, diskrétne a časovo invariantné systémy;
(lineárizácia nelineárnych systémov, approximácia)

Matematický model pre fyzikálne zákonitosti, chemické reakcie, biológiu a chovanie
jedincov (sociológia), ekonomické procesy a finančné trhy... vývoj určitej
charakteristiky v čase (dynamika) na základě znalosti určujúcich premenných...

Antsaklis P. and Michel A. (2007). A Linear System Primer. Birkhäuser Boston.
ISBN-13: 978-0-8176-4460-4
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Model lineárńı regulace

❏ budeme uvažovat’ deterministické data (posloupnost) {yt , ut}∞
t=0;

❏ definujeme model lineárńı regulace, ktorý vstupné data – t.j. posloupnost
u0, u1, u2, . . . , p̌revád́ı na výstupne data – posloupnost y0, y1, y2, . . . , a to
pomoci specifické lineárńı transformace – tzv. lineárńı regulace;

❏ matematicky lze model lineárńı regulace zaṕısat’ formálne jako

yt =
t∑

j=0

hjut−j =
∞∑
j=0

hjut−j ,

pre čas t ∈ N ∪ {0}, alebo t ∈ Z ak y−j = u−j = 0 pre j ∈ N;
(t.j. hodnoty pre záporné indexy sú dodefinované nulou)

❏ neznáme parametre hj pro j = 0, 1, . . . , určuj́ı konkrétńı tvar výsledného
modelu lineárńı regulace (kontrola/regulace systému);

❏ vliv posloupnosti u0, u1, u2, . . . na y0, y1, y2, . . . nemuśı byt p̌ŕımy, ale
napr. prosťredńıctv́ım daľśıch stavov systému – tzv. lineárńı soustavy;
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Př́ıklad 1: Model jednotkového impulzu
Definice: Model jednotkového impulzu (unit pulse)

Vstupńı posloupnost ve tvaru u0 = 1, u1 = 0, u2 = 0, . . . ,
nazývame jednotkový impulz. Odezvou systému lineárni regulace
na jednotkový impulz (vstup) je pak posloupnost h0, h1, h2, . . .
(výstup), která se nazýva impulzńı charakteristika soustavy
lineárńı regulace.

Samostatný úkol

Z definice modelu lineárńı regulace lze okamžite ově̌rit, že plati:
❏ pro t = 0: y0 = h0u0 = h0;
❏ pro t = 1: y1 = h0u1 + h1u0 = h1;
❏ pro t = 2: y2 = h0u2 + h1u1 + h2u0 = h2;
❏ pro t ∈ N: yt = h0ut + · · ·+ htu0 = ht ;
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Př́ıklad 2: Model jednotkového skoku

Definice: Model jednotkového skoku (unit step )

Vstupńı posloupnost ve tvaru ut = 1 pro t = 0, 1, 2, . . . nazývame
jednotkový skok (t.j. v čase t = 0 se hodnoty ut změńı z 0 na 1).
Odezvou systému lineárni regulace na jednotkový skok je pak po-
sloupnost, která se nazýva p̌rechodová charakteristika soustavy
lineárńı regulace. Nav́ıc plat́ı, že

yt =
∞∑
j=0

hj ut−j =
t∑

j=0

hj ut−j =
t∑

j=0

hj .

K analýze linárńıch soustav se obecně hod́ı použ́ıvat tzv. vytvǒruj́ıćı
funkce pro č́ıselné posloupnosti a speciálně tzv. z-transformace.
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Z-transformace
Z-transformace se obecně použ́ıva pro vyjáďreńı signálu s diskrétńım
časem (t.j. posloupnosti reálńıch, nebo komplexńıch č́ısel) pomoci
reprezentácie vrámci komplexnej frekvenčnej domény. Jedná se o
diskrétni verzi Laplacovej transformáce.

Definice: Z-transformace (jednostranná)

Pro libovolnou posloupnost reálných č́ısel {ak ; k ∈ N ∪ {0}} defi-
nujeme jej́ı z-transformaci jako funkci

A(z) =
∞∑
j=0

aj z−j , obecně pro libovolné z ∈ C.

❏ V teórii se také použ́ıva tzv. bilaterálńı (oboustranná) z-transformace;
Pro oboustrannú z-transformaci plat́ı A(z) =

∑∞
j=−∞ ajz−j , pro z ∈ C;
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Definice značeńı pro z-transformaci
Samostatný úkol (opakováńı)

❏ Nekonečná řada A(z) =
∑∞

j=0 ajz−j konverguje pro |z| > z0 a
diverguje pro |z| < z0, pro nějaké z0 ∈ [0,∞];

❏ Množina {z ∈ C; |A(z)| <∞} se často v literatú̌re znač́ı jako
ROC oblast (tzn. ”Region Of Convergence”);

❏ na kružnici |z| = z0 se řada může chovat libovolně (konvergovat
pro některé body a divergovat pro jiné);

❏ pro posloupnost vstupů {ut ; t ∈ N ∪ {0}} budeme značit p̌ŕıslušnú
z-transformaci jako funkci U(z) (t.j. U(z) =

∑∞
j=0 ujz−j);

❏ pro posloupnost výstupů {yt ; t ∈ N ∪ {0}} budeme značit p̌ŕıslušnú
z-transformaci jako funkci Y (z) (t.j. Y (z) =

∑∞
j=0 yjz−j);

❏ pro impulzńı charakteristiku {ht ; t ∈ N ∪ {0}} budeme značit p̌ŕıslušnú
z-transformaci jako funkci H(z) (t.j. H(z) =

∑∞
j=0 hjz−j);
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Impulzńı p̌renosová funkce soustavy

Definice: Impulzńı p̌renosová funkce (transfer function)

Funkce

H(z) =
∞∑

j=0
hjz−j , pro z ∈ C

se nazýva (impulzńı) p̌renosová funkce (lineárńı) soustavy.

Samostatný úkol

Ukážte, že pro impulzńı p̌renosovou funkci soustavy plat́ı, že

Y (z) = H(z) · U(z),

pro taková z ∈ C, že H(z) a U(z) konverguj́ı.
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Impulzńı p̌renosová funkce soustavy
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Y (z) =
∞∑
j=0

yj z−j =
∞∑
j=0

(
∞∑

ℓ=0

hℓuj−ℓ

)
z−j =

∞∑
ℓ=0

hℓz−ℓ

(
∞∑
j=0

uj−ℓz−(j−ℓ)

)

=
∞∑

ℓ=0

hℓz−ℓ ·
∞∑

j=−ℓ

uj z−j =
∞∑

ℓ=0

hℓz−ℓ ·
∞∑
j=0

uj z−j = H(z) · U(z),

pro taková z ∈ C, že H(z) a U(z) konverguj́ı.
69 / 229

NMFM332 | Statistika pro finančńı matematiky 2
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Př́ıklad: Bakalá̌ri na austrálské univerzitě
Pŕıklad

Chceme modelovat’ závislost počtu bakalá̌rských promoci na počtu student̊u
zapsaných v p̌redchoźıch letech do prvńıho ročńıka.

❏ počet student̊u zapsaných do studia v roce t je ut (vstup);
(do prvńıho ročńıku teda nastouṕı v roce t + 1)

❏ počet student̊u, který v roce t ukonč́ı stúdium je yt (výstup);

❏ celkový system stúdia je ale omnoho komplikovaneǰśı a mezi
počtom zaṕısaných študentov (hodnotou ut) a počtom
promovaných študentov (hodnota yt) existuje niekol’ko d’aľśıch
”medzistavov systému” (t.j. jednotlivé ročńıky štúdia);

❏ po prvom ročńıku student bud’ pokračuje ve stúdiu v druhom
ročńıku, pŕıpadne prvý ročńık opakuje (analogicky aj u
nasledujúcich ročńıkov);

❏ jak tieto stavy zahrnút’ do celkového systému?
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Aplikace: Bakalá̌ri na univerzitě v Austrálii

Pŕıklad

❏ bakalá̌rský titul lze na austrálskej univerzitě źıskat ve ťret́ım roce
studia (tzv. Pass Degree), nebo pokračovat ve čtvrtem roce a
źıskat výš̌śı, tzv. Honours Degree;

❏ necht’ počet student̊u v i-tém ročńıku v roce t je x (i)
t pro

i = 1, . . . , 4;
❏ necht’ pod́ıl student̊u, ktěŕı p̌rejdou z i-tého do j-tého ročńıka v

následuj́ıcim školńım roce je pij a pod́ıl student̊u, ktěŕı skonč́ı v
i-tém ročńıku: qi (odsledované/odhadnuté z historických dat);

❏ žrejme plat́ı, že pii + pi(i+1) + qi = 1 pro všechny i = 1, 2, 3, 4;
(niektoré pravdepodobnosti vhodne dodefinujeme nulou)
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Př́ıklad: Bakalá̌ri na australských univerzitách
Pŕıklad

❏ vzhl’adom k systému bakalá̌rského stúdia v Austrálii lze psát, že

yt = c3x (3)
t + c4x (4)

t ,

pro c3, c4 ∈ (0, 1) proporce studentu, ktěŕı v ťret́ım a čtvrtém
roce promuj́ı (odsledované z historických dat).

❏ žrejme také plat́ı následuj́ıćı:

x (1)
t+1 = ut + p11x (1)

t ; (4)

x (i+1)
t+1 = pi(i+1)x (i)

t + p(i+1)(i+1)x (i+1)
t , pro i = 1, 2, 3; (5)

❏ proporce odhadnuté pomoci historických statistik na univerzitách:
p12 = 0.61; p23 = 0.71; p34 = 0.16; c3 = 0.81; c4 = 0.91;
p11 = 0.15; p22 = 0.11; p33 = 0.10; p44 = 0.05;
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Jak teda záviśı {yt} na posloupnosti {ut}?
Pŕıklad

❏ Obecně můžeme pro x (i)
t psát, že

x (i)
t =

∞∑
j=0

f (i)
j ut−j , (6)

kde f (i)
j je pod́ıl těch, co se zapsali p̌red j lety a ted’ jsou v i-tém

ročńıku a plat́ı, že f (i)
0 = 0 pro všechny i = 1, 2, 3, 4;

❏ Př́ımym dosazeńım do (4) dostaneme
∞∑
j=0

f (1)
j ut+1−j = ut + p11

∞∑
j=0

f (1)
j ut−j ;

❏ Porovnáńım koeficientu dostaneme:
f (1)
1 = 1, f (1)

2 = p11f (1)
1 = p11, f (1)

3 = p11f (1)
2 = p2

11, . . . , f (1)
n = pn−1

11 ;
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Př́ıklad: Bakalá̌ri na australských univerzitách

Pŕıklad

❏ celkový počet student̊u v prvńım ročńıku v roce t lze vyjáďrit jako
součet nově zapsaných a recyklovaných student̊u:

x (1)
t = ut−1 +

∞∑
j=2

(p11)j−1ut−j ;

❏ Následně dosad́ıme (6) do výrazu (5):
∞∑
j=0

f (i+1)
j ut+1−j = pi(i+1)

∞∑
j=0

f (i)
j ut−j + p(i+1)(i+1)

∞∑
j=0

f (i+1)
j ut−j ;

❏ Zjednodušeńı: obecně p̌redpokládame, že f (i)
j = 0, pro j < i ;
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Př́ıklad: Bakalá̌ri na australských univerzitách
Pŕıklad

❏ Postupně dostaneme:

f (2)
2 = p12f (1)

1 + p22f (2)
1 = p12

f (3)
3 = p23f (2)

2 + p33f (3)
2 = p23f (2)

2 = p12p23

a obecně:

f (i+1)
j+1 = pi(i+1)f (i)

j + p(i+1)(i+1)f (i+1)
j

❏ Celkově pro yt teda máme:

yt = c3x (3)
t + c4x (4)

t =
∞∑
j=0

(
c3f (3)

j + c4f (4)
j

)
ut−j

= 0.3508ut−3 + 0.1901ut−4 + 0.0567ut−5 + 0.0131ut−6 + . . .
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Maticový zápis | Stavový model

❏ Př́ıklad o bakalá̌ŕıch na austrálských univerzitách lze také zapsát i pomoci
alternat́ıvného maticového zápisu (v́ıce kompaktně);

❏ Necht’ xt = (x (1)
t , . . . , x (4)

t )⊤ jsou stavy systému. Pak celý problém lze
zapsat jako

xt+1 =

 p11 0 0 0
p12 p22 0 0
0 p23 p33 0
0 0 p34 p44


︸ ︷︷ ︸

A

xt +

 1
0
0
0


︸ ︷︷ ︸

b

ut ;

yt = (0, 0, c3, c4)︸ ︷︷ ︸
c

·xt + 0︸︷︷︸
d

·ut .

❏ Uveděný zápis definuje lineárńı stavovou soustavu v obecnem tvaru;
(vstupńı posloupnost ut , stavy systému xt , výstupná posloupnost yt)
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Stavový model – obecně
❏ uvažujeme systém, jehož stav lze popsat vektorem x ∈ R r ;
❏ vývoj systému pak definujeme pomoci posloupnosti {xt ; t ∈ N ∪ {0}};
❏ p̌redpokládame, že stav systému v čase t = 0 je x0 = 0 ∈ Rr ;
❏ následuj́ıćı stavy systému v čase t + 1 jsou popsány pomoci modelu

xt+1 = Axt + but ,

pre vstupnú hodnotu ut , nějakou čtvercovou matici A ∈ Rr×r a vektor
b ∈ Rr ;

❏ nepozorujeme ale p̌ŕımo stavy systému, ale pouze výstup yt ve tvaru

yt = c⊤xt + dut ,

opět pro vstup ut , nějaký vektor c ∈ Rr a skalár d ∈ R;

(lze samožrejme zobecnit i pro v́ıcerozměrný výstup systému yt ∈ Rq)
❏ Jak źıskat z tohto modelu p̌ŕımou závislost výstupńı posloupnosti yt na

vstupńıch datech ut ve tvaru yt =
∑∞

j=0 hjut−j?
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Obecný model systému lineárńı regulace

❏ naḿısto původńıho systemu rovńıc stač́ı uvažovat obecný zápis ve tvaru

xt+1 = Axt + but

yt = c⊤xt + dut

pro posloupnost vstupov {ut}∞
t=0 a výstupov {yt}∞

t=0;
pro (skryté/nepozorované) stavy systému – t.j. posloupnost {xt}∞

t=0;
pro obecnou matici A typu r × r která modeluje vztahy (zavislosti) medzi
jednotlivými stavmi systému;
vektor b ∈ Rr (ktorý modeluje závislost stavov systému na vstupnej
posloupnosti) a vektor c (ktorý modeluje závislost výstupu na jednotlivých
stavoch systemu);
konstana d ∈ R, ktorá modeluje priamu závislost’ výstupu na vstupných
hodnotách;
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Stavový model a stavové rovnice
❏ naḿısto původńıho systemu rovńıc máme obecný tvar

xt+1 = Axt + but

yt = c⊤xt + dut

❏ budeme uvažovat systém rovńıc ve tvaru
∞∑

t=0

xt+1z−t = A
∞∑

t=0

xtz−t

︸ ︷︷ ︸
X(z)

+b
∑

t=0∞

utz−t

︸ ︷︷ ︸
U(z)

∞∑
t=0

ytz−t

︸ ︷︷ ︸
Y (z)

= c⊤
∞∑

t=0

xtz−t

︸ ︷︷ ︸
X(z)

+d
∞∑

t=0

utz−t

︸ ︷︷ ︸
U(z)

↪→ kde jsme původńı rovnice postupně vynásobili faktorem z−t a pak
sečetli p̌rez všechny možné hodnoty pro t = 0, 1, 2, . . . ;

79 / 229
NMFM332 | Statistika pro finančńı matematiky 2
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Stavový model a stavové rovnice
❏ naḿısto původńıho systemu rovńıc máme obecný tvar

xt+1 = Axt + but

yt = c⊤xt + dut

❏ budeme uvažovat systém rovńıc ve tvaru

z
∞∑

t=0

xt+1z−t−1 = A
∞∑

t=0

xtz−t

︸ ︷︷ ︸
X(z)

+b
∑

t=0∞

utz−t

︸ ︷︷ ︸
U(z)

∞∑
t=0

ytz−t

︸ ︷︷ ︸
Y (z)
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Stavový model a stavové rovnice
❏ naḿısto původńıho systemu rovńıc máme obecný tvar

xt+1 = Axt + but

yt = c⊤xt + dut

❏ budeme uvažovat systém rovńıc ve tvaru

z
∞∑

t=−1

xt+1z−t−1 = A
∞∑

t=0

xtz−t

︸ ︷︷ ︸
X(z)

+b
∑

t=0∞

utz−t

︸ ︷︷ ︸
U(z)

∞∑
t=0

ytz−t

︸ ︷︷ ︸
Y (z)

= c⊤
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xtz−t

︸ ︷︷ ︸
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Stavový model a stavové rovnice
❏ naḿısto původńıho systemu rovńıc

xt+1 = Axt + but

yt = c⊤xt + dut

❏ budeme uvažovat systém rovńıc ve tvaru

z
∞∑

t=−1

xt+1z−t−1

︸ ︷︷ ︸
X(z)

= A
∞∑

t=0

xtz−t

︸ ︷︷ ︸
X(z)

+b
∑

t=0∞

utz−t

︸ ︷︷ ︸
U(z)

∞∑
t=0

ytz−t

︸ ︷︷ ︸
Y (z)

= c⊤
∞∑

t=0

xtz−t + d
∞∑

t=0

utz−t

↪→ kde jsme původńı rovnice postupně vynásobili faktorem z−t a pak
sečetli p̌rez všechny hodnoty pro t = 0, 1, 2, . . . ;
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Stavový model – řešeńı
❏ systém rovńıc v maticovem zápisu:

zX(z) = AX(z) + bU(z)

Y (z) = c⊤X(z) + dU(z)

❏ pokud existuje inverze (zI− A)−1, lze řešeńı pro X(z) źıskat jako:

zX(z)− AX(z) = bU(z)
(zI− A)X(z) = bU(z)

X(z) = (zI− A)−1 · bU(z)

❏ následně pak pro Y (z) źıskame řešeńı ve tvaru:

Y (z) = c⊤X(z) + dU(z)

=
[
c⊤ · (zI− A)−1b + d

]
U(z)
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Přenosová funkce soustavy

Definice: Přenosová funkce soustavy (transfer function)

Funkce H(z) =
[
c⊤ · (zI − A)−1b + d

]
se nazýva p̌renosová

funkce soustavy a plat́ı, že

Y (z) = H(z)U(z),

pro každé z ∈ C, pro které funkce Y (z) a U(z) konverguj́ı.

Samostatný úkol

Ověrte, že pro libovolnou matici A ∈ Rr×r , vektory b, c ∈ Rr a reálńı č́ıslo
d ∈ R, takové, že inverzńı matice (zI − A)−1 existuje, je funkce H(z) funkci z
R do R, pro z ∈ R (tzn., ově̌rte p̌ŕıslušné rozměry v zápisu funkce H).
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Přenosová funkce soustavy – vyjáďreńı

Samostatný úkol

Přenosovou funkci soustavy lze také vyjáďrit jako pod́ıl dvou polynomů stupně
nejvýše r . Plat́ı, že

H(z) =
[
c⊤ · (zI − A)−1b + d

]
=

c⊤Adj(zI − A)b + d · det(zI − A)
det(zI − A)

=
N(z)
D(z)

=
n0z r + · · · + nr

d0z r + · · · + dr
=

n0 + · · · + nr z−r

d0 + · · · + dr z−r ,

kde N(z) a D(z) jsou p̌ŕıslušné polynómy n0 + · · · + nr z−r a d0 + · · · + dr z−r

(resp. prvńıch r prvk̊u p̌ŕıslušných z-transformaćı).
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Př́ıklad: Bakalá̌ri na australských univerzitách
Pŕıklad

❏ pro model s bakalá̌ri na austrálských univerzitách máme

A =

 p11 0 0 0
p12 p22 0 0
0 p23 p33 0
0 0 p34 p44

 , b = (1, 0, 0, 0)⊤,

c = (0, 0, c3, c4)⊤, d = 0;

❏ pro matici (zI− A) dostaneme vyjáďreńı ve tvaru

(zI − A) =

 z − p11 0 0 0
−p12 z − p22 0 0

0 −p23 z − p33 0
0 0 −p34 z − p44

 ;

❏ a pro determinant matice (zI− A) dostaneme
det(zI − A) = (z − p11)(z − p22)(z − p33)(z − p44);

84 / 229
NMFM332 | Statistika pro finančńı matematiky 2
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Př́ıklad: Bakalá̌ri na australských univerzitách

Pŕıklad

❏ vzhledem k tvaru vektor̊u b, c ∈ Rr stač́ı pro adjungovanou matici
spoč́ıst prvky na pozici [3,1] a [4,1];

❏ pro p̌renosovou funkci soustavy pak p̌ŕımo dostaneme

H(z) =
c3p12p23(z − p44) + c4p12p23p34

(z − p11)(z − p22)(z − p33)(z − p44)

❏ pomoci p̌renosové funkce soustavy H(z) dostaneme p̌ŕıme vyjáďreńı počtu
promuj́ıcich bakalá̌r̊u v závislosti na počte zapsaných student̊u (vyjadrenie
prostredńıctvom spektrálńı domény) – bez explicitnej pŕıtomnosti
jednotlivých (skrytých) stavov systému;
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Zhrnut́ı p̌redchoźı p̌rednášky/opakováńı
❏ Modely lineárńı regulace

↪→ posloupnost výstupných dat je vyjáďrená jako specifická lineárńı funkce
vstupných dat, t.j. yt = h0ut + · · ·+ htu0, pro t ∈ N ∪ {0}
a vhodně zvolené parametry h0, . . . , ht , · · · ∈ R;

❏ Z-transformace a impulzńı p̌renosová funkce;
↪→ impulzńı p̌renosová funkce Y (z) = H(z)U(z) jako nástroj pro
reprezentaci výstupnej posloupnosti {yt} vo frekvenčnej doméně pomoci
z-transformace vstupu {ut} a parametru {ht}:
U(z) =

∑∞
j=0 ujz−j a H(z) =

∑∞
j=0 hjz−j ;

❏ Lineárńı soustavy;
↪→ komplexný systém lineárńı regulace, kde mezi vstupńı a výstupńı
posloupnosti existuje nav́ıc množina stavov xt = (x (1)

t , . . . , x (r)
t )⊤;

❏ Obecný zápis lineárńı soustavy
xt+1 = Axt + but ;

yt = c · xt + d · ut ,
pro matici A ∈ Rr×r , vektory b, c ∈ Rr a skalár d ∈ R;
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Obecný model

❏ v praxi je výhodněǰśı uvažovat obecnou situaci, kdy výstup v čase t záviśı
také na p̌redchoźıch výstupech, t.j., uvažujeme rovnici

d0yt + · · ·+ dr yt−r = n0ut + · · ·+ nr ut−r , (7)

pro d0 ̸= 0;
❏ co lze také ekvivalentně p̌repsát jako

yt = −d1

d0
yt−1 − . . .− dr

d0
yt−r︸ ︷︷ ︸

autoregresńı část soustavy

+ n0

d0
ut + · · ·+ nr

d0
ut−r︸ ︷︷ ︸

regresńı část soustavy

,

pro d0 ̸= 0;
❏ délky pro autoregresńı a regresńı část mohou být obecně r̊uzne (k ̸= l);

↪→ některé koeficienty d1, . . . , dk , n0, . . . , nl mohou být nulové;

❏ IDEA: Opět chceme naj́ıt vyjáďreńı ve tvaru yt =
∑∞

k=0 hkyt−k ;

87 / 229
NMFM332 | Statistika pro finančńı matematiky 2
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Obecný model
❏ analogickým postupem (vynásobime členem z−t a sečteme p̌res všechny

hodnoty t) dostaneme vyjáďreńı (7) ve tvaru
∞∑

t=0

(
d0z−0ytz−t + . . . + dr z−r yt−r z−(t−r))

=
∞∑

t=0

(
n0z0utz−t + · · ·+ nr z−r ut−r z−(t−r))

❏ d́ıky zavedenému značeńı u−t = y−t = 0 pro t ∈ N můžeme psát(
d0z−0 + · · ·+ dr z−r) ∞∑

t=0

ytz−t =
(
n0z−0 + · · ·+ nr z−r) ∞∑

t=0

utz−t ;

❏ co lze také p̌repsát do obecného tvaru lineárńıho modelu jako

d(z−1)Y (z) = n(z−1)U(z)

pro d(x) = d0 + d1x + · · ·+ dr x r a n(x) = n0 + n1x + · · ·+ nr x r ;
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Obecný model – některé vlastnosti
❏ obecně i zde plat́ı, že Y (z) = H(z)U(z), pro takové z ∈ C,

že H(z) a U(z) konverguj́ı;
❏ dostazeńım tedy dostaneme, že

d(z−1)Y (z) = d(z−1)H(z)U(z) = n(z−1)U(z),

pro takové z ∈ C, že pravá strana konverguje;
❏ pro p̌renosovou funkci soustavy mame

H(z) = n(z−1)
d(z−1) = n0 + · · ·+ nr z−r

d0 + · · ·+ dr z−r ;

❏ rovnice (7) se někdy zapisuje ve tvaru

(d0 + · · ·+ dr z−r )yt = (n0 + · · ·+ nr z−r )ut

nebo zjednodušene d(z−1)yt = n(z−1)ut , kde z se interpretuje jako
operátor posunut́ı, t.j., zxt = xt+1 a z−1 jako operátor zpětného posunut́ı,
t.j., z−1xt = xt−1;
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Obecný model – p̌ŕıklad
Pŕıklad

Předpokládame jednoduchý model lineárńıho systému ve tvaru

yt+1 − ayt = ut+1 resp. (1 − az−1)yt = ut .

❏ pro p̌renosovou funkci soustavy dostaneme

H(z) = 1
1− az−1 = z

z − a ;

❏ lze jednoduše rozvinout jako

H(z) =
∞∑

k=0

akz−k ;

❏ pro impulzńı charakteristiku soustavy teda máme yt = ht = at ;
❏ pro p̌rechodovou charakteristiku soustavy máme yt =

∑t
k=0 hk ;
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Stabilita lineárńı soustavy
❏ Stabilita soustavy

Jedná se o základńı vlastnost, která se u lineárńıch soustav zkoumá.

Definice: Stabilita lineárńı soustavy

Řekneme, že lineárńı soustava je stabilńı, pokud plat́ı, že

lim
t→∞

ht = 0. (8)

❏ Alternat́ıvně lze ř́ıct, že odezva soustavy na jednotkový impuls se
postupně vytráci, pokud je soustava stabilńı;

❏ (8) je zároveň nutná podḿınka k tomu, aby p̌rechodová charakteristika
soustavy, teda řada

∑∞
k=0 hk , byla konvergentńı (ale ne postačuj́ıćı);
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Stabilita lineárńı soustavy

Věta: Stabilita lineárńı soutavy

Soustava odpov́ıdaj́ıćı obecnému modelu s p̌renosovou funkćı ve
tvaru

H(z) = n(z−1)
d(z−1) = N(z)

D(z) ,

kde N(z) = n0z r + · · · + nr z0 a D(z) = d0z r + · · · + dr z0 jsou ne-
soudělné polynomy, je stabilńı právě tehdy, když se všechny kǒreny
polynomu D(z) nacházej́ı uvniťr jednotkového kruhu v komplexńı
rovině.

Pŕıklad

Jeli hk = ak , pak je soustava stabilńı právě tehdy, když je |a| < 1.
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Stabilita stavového modelu
❏ pro stavový model obecně plat́ı: D(z) = det(zI− A);
❏ kǒreny D(z) jsou právě všechná vlastńı č́ısla matice A a jsou v absolútńı

hodnotě menš́ı než hodnota 1;

Pŕıklad

Uvažujme nějakou stabilńı soustavu a jednotkový skok 1 = u0 = u1 = . . . ,
jako vstup. Pak pro p̌rechodovou charakteristiku soustavy, posloupnost yt do-
staneme

lim
t→∞

yt = lim
t→∞

t∑
k=0

hkyt−k = lim
t→∞

t∑
k=0

hk =
∞∑

k=0

hk = y∞

a soustava se tedy v nekonečném horizontu ustáĺı na nové úrovńı. Obecně
tedy p̌redpoklad ht → 0 neńı postačuj́ıćı k tomu, aby řada

∑∞
k=0 hk byla

konvergentńı.

❏ Pokud jsou ale kǒreny D(z) v jednotkovém kruhu (podḿınka stability),
pak také řada

∑∞
k=0 hk konverguje absolútně.
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Př́ıklad: Bakalá̌ri na austrálské univerzitě

Pŕıklad

❏ kǒreny polynomu D(z) = det(zI− A) jsou jednoduché;
(s násobnosti jedna): pravděpodobnosti p11, p22, p33, p44;

❏ stabilitu teda dostaneme pro pii < 1 pro ∀i ∈ {1, 2, 3, 4};
(teda postup do vyš̌śıho ročńıku, resp. ukončeńı studia v
poslednom ročńıku, je možný s kladnou pravděpobnosti)
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Zhrnut́ı a opakováńı
❏ Modely lineárńı regulace & lineárńı soustavy

↪→ modely, které posloupnost výstupných dat {yt} modeluj́ı jako linárńı
funkci vstupných dat {ut}, t.j. yt = h0ut + · · ·+ htu0, pro t ∈ N ∪ {0};

❏ Obecný maticový zápis systému se stavy xt = (xt1, . . . , xtr )⊤

xt+1 = Axt + but ;
yt = c · xt + d · ut ,

pro nějakou matici A ∈ Rr×r , vektory b, c ∈ Rr a skalár d ∈ R;
❏ Řešeńı pomoci p̌renosové funkce soustavy

↪→ ćılem je naj́ıt vyjáďreńı závislosti výstupné posloupnosti na vstupńıch
datech prosťredńıctv́ım tzv. p̌renosové funkce soustavy: Y (z) = H(z)U(z);

H(z) =
∞∑

k=0

hk z−k = [c⊤ · (zI − A)−1b + d] = N(z)/D(z)

❏ Základńı vlastnosti/charakteristiky lineárńı soustavy
❏ impulzńı charakteristika: yt ≡ ht (stabilita pro ht → 0);
❏ p̌rechodová charakteristika: yt ≡

∑t
k=0 hk (ustáleńı pro

∑∞
k hk < ∞);

95 / 229
NMFM332 | Statistika pro finančńı matematiky 2
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Markovské řetězce
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Deterministické data → Stochastické data
❏ v deterministických modelech je výstup (reakce) jednoznačné definovaný

pomoci vstupu (akce) – napr. model lineárńı soustavy;
❏ v stochastických modelech je p̌ŕıtomen náhodný element, který p̌rináš́ı do

výstupu jistou ḿıru neurčitosti – napr. náhodná procházka;
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Náhodná procházka na p̌ŕımce
❏ házime symetrickou minci (pravděpodobnost, že padne hlava je 1/2);
❏ záč́ıname v počátku, t.j. počátečný stav je v bodě nula;
❏ když padne hlava, posuneme se na ose napravo, když ĺıce, tak nalevo;

(po každom počte hodov sledujeme aktuálnu poźıciu/polohu)
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▲
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(po každom počte hodov sledujeme aktuálnu poźıciu/polohu)

0 2 4 6 8 10

−
6

−
4

−
2

0
2

4
6

Krok k

S
ta

v 
s

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

98 / 229
NMFM332 | Statistika pro finančńı matematiky 2
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Náhodná procházka na p̌ŕımce II
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Stochastické celoč́ıselné posloupnosti

❏ uvažujme nějakou posloupnost {Xn; n ∈ N}, která nabýva pouze
celoč́ıselné hodnoty (konečne, nebo spočetne mnoho);

❏ hodnoty n ∈ N interpretujeme jako časové okamžiky, ve kterých
posloupnost {Xn} nabýva své hodnoty;

❏ množina S ⊆ Z všech možných stav̊u posloupnosti {Xn}, které může
posloupnost hypoteticky nabývat, se nazýva stavový prostor;

❏ hodnoty s ∈ S, které může posloupnost {Xn} hypoteticky (ale ne nutně)
nabývat, nazývame stavy;

❏ budeme uvažovat pouze diskrétńı časové okamžiky a posloupnosti,
kde S je nejvýše spočetná množina;

❏ stav poslopnosti {Xn} v nějakem konkrétńım čase n ∈ N záviśı na
p̌redchoźıch stavech, ale závislost neńı deterministická;

❏ stav posloupnosti {Xn} v čase n ∈ N je vyjáďren prosťredńıctv́ım
pravděpodobnostńıho modelu (zahrnuje v sobě ḿıru neurčitosti);
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Markovský řetězec a markovská vlastnost
Definice: Markov̊uv řetězec

Řekneme, že posloupnost celoč́ıselných náhodných velič́ın {Xn}∞
n=0

se nazýva Markov̊uv řetězec (markovský řetězec), jestliže plat́ı, že

P[Xn+1 = j |Xn = in, . . . , X0 = i0] = P[Xn+1 = j |Xn = in],

pro každé n ≥ 0 a každé i0, . . . , in ∈ Z takové, že

P[Xn = in, . . . , X0 = i0] > 0.

Množina všech stav̊u je v tomto p̌ripadě množina Z, t.j., S ≡ Z.

Markovskou vlastnosti nazývame fakt, že výsledek v čase n + 1 záviśı
pouze na stavu daného řetězce v čase n (tud́ıž na stave v p̌redchoźım
kroku, neboli v p̌ŕıtomnosti), nikoli na minulosti, t.j. na posloupnosti
realizovaných stav̊u p̌red časem n.
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Markovský řetězec a markovská vlastnost
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Př́ıklady aplikace Markovských řetězc̊u

❏ Prvńı aplikace: Andrei A. Markov použil Markovský řetězec na analýzu
20.000 list̊u z Pushkinovej básne Eugeny Onegin a studoval
pravděpodobnosti výskytu samohlásek a souhlasek na základě p̌redchoźıho
výskytu (samohlásek a souhlasek);

❏ Teória informaci: striktně povedané, každý proces pri ktorom zdroj
prenáša nějaké informace, je markovský řetězec (Shannonova teórie);

❏ Informatika (IT): aplikácia pre vyhl’adavacie algoritmy (napr. Google),
hodnotenie web stránok (PageRank), computer performance evaluation;

❏ Marketing: systémy hromadné obsluhy, modelováńı správania
zákazńıkov/klientov a modelováńı změn ich preferenćı;

❏ Finance a business: modelováńı r̊uznych finančných trhov, změny
r̊uznych stav̊u, jej́ıch chováńı a pod.

❏ Matematika: simulačné metódy, rozhodovaćı algoritmy, analýza a
spracováńı dat, atd’.;
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Markovský řetězec a Eugeny Onegin

❏ prvńıch 800 ṕısmen z celkových 20.000
list̊u v Pushkinovom Eugeny Oneginovi;

❏ výskyt jednotlivých ṕısmen zapsán
pomoci 40 čtvercových mat́ıc typu
10×10;

❏ spodńı matice typu 6× 6 zobrazuje
frekvenčný výskyt některých ṕısmen v
500 p̌ŕıpadech;

❏ na základě této analýzy sa ukázalo,
že neńı žádny matematický rozd́ıl mezi
kostkou, kterou hod́ıme 1000 krát a
1000 kostkami, které hod́ıme pouze
jednou, ale všechny naraz;

Hilgers, P. and Langville, A. (2006). The Five Greatest Applications of Markov Chains.
MAM 2006: Markov Anniversary Meeting . Raleigh 2006.
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Markovský řetězec a Eugeny Onegin

VII

He was too young to have been blighted
by the cold world’s corrupt finesse;

his soul still blossomed out, and lighted
at a friend’s word, a girl’s caress.

In heart’s affairs, a sweet beginner,
he fed on hope’s deceptive dinner;

the world’s éclat, its thunder-roll,
still captivated his young soul.

He sweetened up with fancy’s icing
the uncertainties within his heart;

for him, the objective on life’s chart
was still mysterious and enticing –

something to rack his brains about,
suspecting wonders would come out.
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Pravděpodobnosti p̌rechodu

Definice: Pravděpodobnost p̌rechodu

Pravděpodobnost pij(n, n + 1) ∈ [0, 1], pro i , j ∈ S, definovanou
jako

pij(n, n + 1) = P[Xn+1 = j |Xn = i ],

nazývame pravděpodobnost p̌rechodu ze stavu i v čase n do stavu
j v čase n + 1;

❏ je intuitivně žrejmé, že pro nějaký konkrétný stav i ∈ S a čas n ∈ N
dostaneme posloupnost {pis(n, n + 1)}s∈S , která definuje rozděleńı
pravděpodobnosti na množine stav̊u S;

❏ vyjáďreno matematicky:

∀n∈N ∀i∈S

∑
s∈S

pis(n, n + 1) = 1
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Homogenita Markovského řetězce

Definice: Homogenńı Markovský řetězec

Markovský řetězec se nazýva homogenńı, jestliže plat́ı, že

pij = pij(n, n + 1),

pro všechny i , j ∈ S, tud́ıž pravděpodobnosti p̌rechodů zo stavu i
do stavu j nezáviśı na čase n.

❏ pro konkrétny stav i ∈ S dostaneme opět rozděleńı pravděpodobnosti
{pis}s∈S na množine stav̊u S;
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Přednáška 6 ∥ Markovské řetězce 23.03.2023

Počátečńı rozděleńı řetězce
Definice: Počátečńı rozděleńı

Pravděpodobnosti pi ∈ [0, 1], pro i ∈ S, které jsou definovány jako

pi = P[X0 = i ],

pro i ∈ S, nazývame počátečńı rozděleńı řetězce.

❏ v p̌ŕıpadě homogénńıch Markových řetězc̊u se obvykle p̌rechodové
pravděpodobnosti zapisuj́ı v maticovem tvaru – tzv. matici p̌rechodových
pravděpodobnost́ı (resp. p̌rechodová matice): P = (pij)i ,j∈S ;

❏ matice p̌rechodových pravděpodobnosti se také (obecně) nazýva aj
stochastická matice, protože součet prvk̊u v každem řádku je roven
hodnotě jedna (každý řádek definuje rozděleńı pravděpodobnosti na S);

❏ počátečné rozděleńı {pi}i∈S Markovského řetězce se zapisuje pomoci
vektoru pravděpodobnosti počátečného rozděleńı: p = (p1, . . . , p|S|)⊤;
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Přednáška 6 ∥ Markovské řetězce 23.03.2023

Matice p̌rechodových pravděpodobnosti

❏ matice p̌rechodových pravděpodobnosti je definována jako P = (pij)|S|
i ,j=1;

(pro nejvýše spočetný stavový prostor S a stavy i , j ∈ S)

❏ matice p̌rechodových pravděpodobnosti může být obecně nekonečná;
(pro nekonečnou, ale nejvýše spočetnou množinu stav̊u S)

❏ matice p̌rechodových pravděpodobnosti je stochastická matice;
(z každého stavu se někam muśıme v daľśım kroku dostat, nebo z̊ustat)

❏ vektor počátečného rozděleńı řetezce ma součet jedna;
(v nějakom stave s ∈ S muśı řetězec zač́ıt)

❏ obecně řádky p̌rechodové matice P = (pij)|S|
i ,j=1 znač́ı výchoźı stav i ∈ S

a v sloupćıch matice se uváděj́ı koncové stavy j ∈ S;
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Přednáška 6 ∥ Markovské řetězce 23.03.2023

Př́ıklad: Dosažené maximum na hraćı kostce
❏ obecně v n-tém tahu sledujeme dosažené maximum v n hodech;
❏ minimálńı hodnota (stav) je jedna, maximálńı (stav) je hodnota 6;

(resp. v čase nula můžeme zač́ınat ve stavu 0 – nebylo maximum dosaženo)
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Přednáška 6 ∥ Markovské řetězce 23.03.2023

Př́ıklad: Dosažené maximum na hraćı kostce
Pŕıklad

Házime spravodlivou hraćı kostkou a sledujeme dosažené maximum v n ∈
N hodech. Množina stav̊u je S = {1, . . . , 6} a matici p̌rechodových
pravděpodobnost́ı pak můžeme zapsát jako

P =



1
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1
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1
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1
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1
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1
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0 0 0 0 0 1


, (9)

kde pij znač́ı pravděpodobnost p̌rechodu ze stavu i (̌rádek) do stavu j (sloupec),
pro libovolné i , j ∈ S.
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Existence cesty v Markovském řetězci

❏ v souvislosti s Markovskými řetězcemi je někdy důležité vyšeťrit existenci
cesty z nějakého stavu i ∈ S do nějakého j́ıného stavu j ∈ S;

Věta: Existence cesty v Markovském rětězci

Necht’ {Xn}∞
n=0 je homogénńı Markovský řetězec s nejvýše

spočetnou množinou stav̊u S, počátečným rozděleńım (pi ; i ∈ S)
a maticou p̌rechodových pravděpodobnost́ı P = (pij)i ,j∈S .
Pak plat́ı, že

P[X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xn = in] = pi0pi0i1 . . . pin−1in ,

pro libovolné stavy i0, . . . , in ∈ S.

112 / 229
NMFM332 | Statistika pro finančńı matematiky 2
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Pravděpodobnosti p̌rechod̊u vyš̌śıch řád̊u
❏ existence cesty ze stavu i ∈ S do stavu j ∈ S v n kroćıch souviśı s

p̌rechodovými pravděpodobnostmi vyš̌śıch řádů – pravděpodobnostmi p(n)
ij ;

Definice: Pravděpodobnost p̌rechodu v n kroćıch

Necht’ p(0)
ij = I{i=j} a p(1)

ij = pij . Pak pravděpodobnost

p(n+1)
ij =

∑
k∈S

p(n)
ik pkj

se nazýva pravděpodobnost p̌rechodu ze stavu i do stavu j po
(n + 1) kroćıch (resp. p(n)

ik je pravděpodobnost p̌rechodu n-tého
řádu ze stavu i do stavu k).

❏ pro matici p̌rechodových pravděpodobnosti n-tého řádu pak použ́ıvame
značeńı P(n) = (p(n)

ij )i ,j∈S ;
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Přednáška 6 ∥ Markovské řetězce 23.03.2023

Pravděpodobnost p̌rechodu n-tého řádu

Věta: Pravděpodobnost p̌rechodu v n-tém kroku

Necht’ m ∈ N ∪ {0} a i , j ∈ S. Pak plat́ı, že

P[Xm+n = j |Xm = i ] = p(n)
ij .

Pro matici p̌rechodových pravděpodobnost́ı n-tého řádu zároveň
plat́ı, že

P(n) = Pn.

❏ stejně jako matice P aj matice p̌rechodových pravděpodobnost́ı vyš̌śıch
řádů P(m), jsou stochastické matice, t.j. součet prvk̊u v každém řádku je
roven hodnotě jedna;
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Př́ıklad: Dosažené maximum na hraćı kostce
Pŕıklad

Házime spravodlivou hraćı kostkou a sledujeme dosažené maximum v n ∈
N hodech. Množina stav̊u je S = {1, . . . , 6} a matici p̌rechodových
pravděpodobnost́ı pak můžeme zapsát jako v (9).
Pro p̌rechodové pravděpodobnosti vyš̌śıch řádů máme

p(n)
ij =


0 pro i > 0;(
j
6

)n
pro i = j;(

j
6

)n
−
(

j−1
6

)n
pro j > i ;

Samostatný úkol

Spočtěte matici p̌rechodových pravděpodobnosti pro dosažené maximum na
hraćı kostce po n = 2 a n = 3 hodech.
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Chapman-Kolmogorova věta

Věta: Chapman-Kolmogorov

Necht’ {Xn}∞
n=0 je homogénńı Markovský řetězec. Pak pro libovolná

n, m ∈ N plat́ı, že

p(n+m)
ij =

∑
k∈S

p(n)
ik p(m)

kj .

❏ IDEA:
Pro pravděpodobnost cesty zo stavu i ∈ S do stavu j ∈ S v n + m kroćıch,
se stač́ı pod́ıvat na všechny možné dosažitelné stavy k ∈ S po n kroćıch a
pak všechny možné cesty zo stavu k ∈ S do stavu j ∈ S v m kroćıch.
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Chapman-Kolmogorova věta

117 / 229
NMFM332 | Statistika pro finančńı matematiky 2
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Zhrnut́ı p̌redchoźı p̌rednášky/opakováńı
❏ Markovské řetězce

❏ Posloupnosti celoč́ıselných náhodných velič́ın: {Xn; n ∈ N};
(uvažujeme pouze diskrétńı čas a diskrétne stavy);

❏ Množina stav̊u S je nejvýše spočetná (nap̌r. S ≡ Z);
❏ Plat́ı Markovská vlastnost: P[Xn+1 = j|Xn, . . . , X1] = P[Xn+1 = j|Xn];
❏ Homogenita: nezávislost p̌rechodov mezi stavy na čase n ∈ N;

❏ Pravděpodobnosti p̌rechodov a počátečné rozděleńı
❏ Pravděpodobnost p̌rechodu ze stavu i do stavu j (v jednom kroku):

pij = P[Xn+1 = j|Xn = i]

❏ Pravděpodobnost p̌rechodu ze stavu i do j n-tého řádů (v n krokoch):

p(n)
ij = P[Xm+n = j|Xm = i]

❏ Počátečné rozděleńı Markovského řetězce pro stavy i ∈ S:

pi = P[X0 = i]

❏ Pro každé i ∈ S se jedná o rozděleńı pravdepodobnost́ı na S;
(t.j.,

∑
k∈S pik =

∑
k∈S p(n)

ik =
∑

k∈S pk = 1 pro ∀n ∈ N)
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Přednáška 7 ∥ Klasifikace stav̊u v Markovském řetězci 30.03.2023

Reprezentace Markovského řetězce

❏ pomoci matice
p̌rechodových
pravděpodobnosti
P = (pij)i ,j∈S ;

❏ p̌ŕıpadně matice
p̌rechodových
pravdepodobnosti
vyš̌śıch řádů P(n);

❏ orientovaný graf s
vrcholy pro stavy a
váhami pro jednotlivé
hrany;

❏ obrazek ilustruj́ıćı matici
p̌rechodových
pravděpodobnosti;

I. Stravinsky ”The Fire-bird” suite melody
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Klasifikace stav̊u Markovského řetězce
Definice: Dosažitelnost stavu v Markovském řetězci

Řekneme, že nějaký stav j ∈ S je dosažitelný ze stavu i ∈ S, pokud
existuje č́ıslo n ∈ N takové, že p(n)

ij > 0.

❏ pro vyjáďreńı faktu, že stav j je dosažitelný ze stavu i (ne nutně v jednom
kroku), použ́ıvame značeńı i −→ j;

Definice: Nerozložitelnost Markovského řetězce

Řekneme, že Markovský řetězec je nerozložitelný, pokud každý stav
je dosažitelný z každého stavu.

❏ dosažitelnost stav̊u v Markovském řetězci a nerozložitelnost řetězce
nemuśı byt patrná pouze z pohledu na samotnou matici P;
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Rozložitelnost a nerozložitelnost řetězce
Pŕıklad

Uvažujme Markovský řetězec se čty̌rprvkovou množinou stav̊u S a maticou
p̌rechodových pravděpodobnosti

P =

 1/2 1/2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0


❏ jedná se o rozložitelný Markovský řetězec protože stav 1 nelze

dosáhnout ze žádneho jiného stavu 2,3 a 4;
❏ pro nerozložitelnost řetězce by stačilo nap̌ŕıklad umožnit p̌rechod

ze stavu 2 do stavu 1, t.j., definovat p21 > 0;

Samostatný úkol

Reprezentujte Markovský řetězec z p̌ŕıkladu pomoci vhodného grafu.
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Uzav̌rená množina stav̊u
Definice: Množna uzav̌rených stav̊u

Řekneme, že neprázdna množina stav̊u C ⊂ S je uzav̌rená množina,
pokud každý stav vně množiny C neńı dosažitelný z žádneho stavu
množiny C.

❏ IDEA:
Jakmile řetězec jednou vejde do nějakého stavu s ∈ C, pak již nemůže
řetězec nabýt zádneho jiného stavu, kromě stav̊u v množine C.

❏ uzav̌renost ve zmyslu nemůžeme ven, ale pǒrád můžeme dovniťr ;

Věta: Nerozložitelnost řetězce I

Markovský řetězec je nerozložitelný právě tehdy, kdýž neexistuje
žádna uzav̌rená množina C ⊂ S, taková, že C ̸= S.
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Rozložitelnost a nerozložitelnost řetězce
Věta: Uzav̌rená množina stav̊u

Množina stav̊u C ⊂ S, taková, že C ≠ S je uzavěná právě tehdy,
když plat́ı, že

pjk = 0 pro ∀j ∈ C a ∀k /∈ C.

Věta: Nerozložitelnost řetězce II

Řetězec je rozložitelný právě tehdy, když po vhodném p̌reč́ıslováńı
stav̊u řetězce (a teda p̌ŕıslusnou permutaci řádk̊u a sloupc̊u matice
P) je matice p̌rechodových pravděpodobnost́ı ve tvaru

P =
(

P1 0
Q R

)
,

kde P1 a R jsou čtvercové matice a P1 je nav́ıc stochastická.
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Doba prvńıho vstupu (návratu) do stavu

Definice: Doba prvńıho vstupu

Pro libovolný stav i ∈ S definujeme

νi = inf{n ∈ N; Xn = i}

jako čas prvńıho vstupu (resp. doba prvńıho návratu řetězce
{Xn; n ∈ N} do stavu i ∈ S, t.j., zálež́ı na počátečném rozděleńı).

❏ analogicky lze definovat i obecný čas k-tého vstupu (návratu) řetězce do
stavu i ∈ S jako

νi(k) = inf{n > νi(k − 1); Xn = i},

kde definujeme νi(1) ≡ νi , pro i ∈ S;
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Doba mezi návraty do stavu
Pro doby, které Markovský řetězec strávi mezi jednotlivými návraty do
daného stavu i ∈ S se obecně zavádi značeńı

❏ Ti(1) = νi = νi(1): doba do prvńıho návratu/vstupu do stavu j ∈ S;
❏ Ti(2) = νi(2)− νi(1): doba mezi prvńım a druhým návratem/vstupem;
❏ Ti(k) = νi(k)− νi(k − 1): doba mezi k-tym a (k − 1)-vým návratem;

❏ Samozrejme plat́ı, že

νi(k) = Ti(1) + Ti(2) + · · ·+ Ti(k);

Poznámka:
Je vhodné rozlǐsovat návrat do stavu i ∈ S (pokud již řetězec v tomto stavu v
minulosti byl) a vstup do stavu i ∈ S (pokud řetězec v daném stavu ještě nebyl).
V praxi (ovšem ne nutně vždy a všude) se obecně použ́ıva vyjáďreńı o prvńım vstupu
do stavu i ∈ S (”nultý” návrat) a pak o k-tém návratu (t.j., (k + 1)-ńı vstup).
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Trvalý a p̌rechodný stav v Markovském řetězci

Definice: Trvalý stav

Stav i ∈ S takový, že plat́ı

Pi [νi < ∞] = P[νi < ∞|X0 = i ] = 1,

se nazýva trvalý stav rětězce {Xn; n ∈ N}.

Definice: Přechodný stav

Stav i ∈ S takový, že plat́ı

Pi [νi = ∞] = P[νi = ∞|X0 = i ] > 0,

se nazýva p̌rechodný (transcientný) stav rětězce {Xn; n ∈ N}.
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Přechodný a trvalý nulový a nenulový stav

❏ Trvalý stav je teda takový, že řetězec, který vycháźı ze stavu i ∈ S (proto
podḿınka, že X0 = i), se v konečne mnoha kroćıch do tohto stavu vráti s
pravděpodobnosti 1;

❏ V opačnem p̌ŕıpadě (t.j., existuje kladná pravděpodobnost, že řetězec,
který začal ve stavu i ∈ S, se již nikdy do tohto stavu nevráti) řekneme, že
stav je p̌rechodný.

Definice: Trvalý nulový a nenulový stav

❏ Trvalý stav i ∈ S takový, že Eiνi =∞, se nazýva nulový stav;
❏ Trvalý stav i ∈ S takový, že Eiνi <∞, se nazýva nenulový stav;

Sťredńı hodnoty v definici jsou definované vzhledem k pravděpodobnostńı
ḿı̌re Pi [·] = P[·|X0 = i ] (t.j., zálež́ı na počátečném rozděleńı);
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Klasifikace stav̊u v Markovském řetězci
❏ Do trvalého stavu se Markovský řetězec vrát́ı nekonečne mnoho krát

s pravděpodobnosti 1.

❏ Do p̌rehodného stavu se Markovský řetězec vráti nekonečne mnoho krát
s pravděpodobnosti nula.

❏ Necht’ f (n)
i = Pi [νi = n] (prvńı návrat v čase n) a necht’ f (0)

i = 0. Pak je
žrejmé, že stav i ∈ S je trvalý, právě tehdy, když plat́ı, že

∞∑
n=1

f (n)
i =

∞∑
n=0

f (n)
i = 1;

❏ Pro sťredńı hodnotu Eiνi plat́ı: Eiνi =
∑∞

n=1 nPi [vi = n] =
∑∞

n=1 nf (n)
i ;

❏ Obecně pro n ≥ 1 plat́ı, že p(n)
ii = Pi [Xn = i ] =

∑n
k=1 f (k)

i p(n−k)
ii ;

❏ Obecně pro n ≥ 0 a i ̸= j plat́ı p(n)
ij = Pi [Xn = j] =

∑n
k=1 f (k)

ij p(n−k)
jj ,

kde f (n)
ij = Pi [νj = n] = P[νj = n|X0 = i ] (prvńı vstup v čase n);
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Periodický a neperiodický stav

Definice: Periodický stav

Stav i ∈ S v homogénńım Markovském řetězci {Xn; n ∈ N} se
nazýva periodický s periodou d ∈ N, pokud plat́ı, že

d = NSD(n > 0; p(n)
ii > 0) > 1,

teda nejvěťśı společný dělitel pro čas návratu do stavu i je věťśı
jako jedna.

❏ Pokud plat́ı, že NSD = 1, pak řekneme, že stav i ∈ N je aperiodický
neboli neperiodický.
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Stavy stejného typu
Definice: Stavy stejného typu

Řekneme, že dva stavy jsou stejného typu, pokud plat́ı, že oba stavy
jsou trvalé/p̌rechodné, nulové/nenulové a periodické/neperiodické,
so stejnou periodou d > 1.

Pŕıklad

❏ Ově̌rte, že v Markovském řetězci s p̌rechodovou matici

P

 0 1 0 0 0
0 0 p (1 − p) 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 1 0 0 0

,

jsou všechny stavy periodické, s periodou d = 3 pro p ∈ (0, 1).
❏ Co se stane, když do procesu p̌ridáme jednu smyčku typu pii > 0?
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Klasifikace stav̊u v Markovském řetězci I
Věta: Trvalý a trvalý nulový stav

❏ Stav i ∈ S je trvalý ⇔
∑∞

n=0 p(n)
ii =∞;

❏ Stav i ∈ S je p̌rechodný ⇔
∑∞

n=0 p(n)
ii <∞;

❏ Trvalý stav i ∈ S je nulový ⇔ p(n)
ii −→ 0 pro n→∞;

Věta: Trvalé vs. p̌redchodné stavy

V nerozložitelnem Markovském řetězci s S = {0, 1, 2, . . . } jsou
všechny stavy trvalé tehdy a jen tehdy, když jediné řešeńı soustavy

xi =
∞∑

j=1
pijxj , i = 1, 2, . . . , (10)

v intervalu [0, 1] je triviálńı, t.j. xi = 0 pro všechny i = 1, 2, . . . .
Všechny stavy jsou p̌rechodné ⇔ existuje netriviálńı řešeńı (10).
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Klasifikace stav̊u v Markovském řetězci II
Věta: Řetězec s konečně mnoho stavy

❏ V Markovskom řetězci s konečnou množinou stav̊u S nemohou
být všechy stavy p̌rechodné.

❏ V Markovskom řetězci s konečnou množinou stav̊u S neexistuj́ı
stavy trvalé nulové.

Věta: Stavy stejného typu

Uvažujme Markovský řetězec s množinou stav̊u S.

❏ Když pro libovolné dva stavy i , j ∈ S existuje cesta i → j → i ,
pak jsou oba stavy i a j stejného typu.

❏ Pokud i → j ̸→ i , pak stav i je p̌rechodný.
❏ V nerozložitelném řetězci jsou všechny stavy stejného typu.
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Přednáška 7 ∥ Klasifikace stav̊u v Markovském řetězci 30.03.2023

Absorbčné a ergodické stavy

❏ V p̌ŕıpadě Markovských proces̊u je užitečné ještě definovat tzv. absorbčńı
stav a ergodický stav procesu.

Definice: Absorbčńı stav

Stav, ze kterého neńı dosažitelný žádný jiný stav, se nazýva ab-
sorbčný.

Definice: Ergodický stav

Stav, který je trvalý, nenulový a neperiodický, se nazýva ergodický.
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Př́ıklad: Dosažené maximum na hraćı kostce

Pŕıklad

❏ stav i ∈ S je trvalý ⇔
∑∞

n=0 p(n)
ii =∞, pro i = 1, . . . , 6;

❏ v našem p̌ŕıpadě plat́ı: p(n)
ii =

(
i
6

)n;
❏ pro i = 1, . . . , n je řada konvergentńı;
❏ pro i = 6 je suma divergentńı;

❏ stav i = 6 je proto trvalý, stavy i = 1, . . . , 5 jsou p̌rechodné;
❏ je stav i = 6 nulový nebo nenulový?

❏ podle definice: Ei νi = 1 · 1 = 1 < ∞;
❏ stav i = 6 je proto trvalý nenulový;
❏ sťredńı doba návratu do stavu i = 6 je 1 (ν6 = 1);
❏ množina stav̊u {6} je uzav̌rená, a stav je absorbčńı;

134 / 229
NMFM332 | Statistika pro finančńı matematiky 2
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Přednáška 7 ∥ Klasifikace stav̊u v Markovském řetězci 30.03.2023

Př́ıklad: Náhodná procházka

Pŕıklad

❏ otázka zńı, jak se chovaj́ı pravděpodobnosti p(n)
ii ?

❏ z povahy řetězce je žrejmé, že p(n)
ii = 0 pro n ∈ N liché;

❏ pro pravděpodobnosti p(2n)
ii pak dostaneme:

p(2n)
ii =

(
2n
n

)
2−2n =

(2n)!2−2n

(n!)2 ≈
(2n)2ne−2n√

4πn2−2n

n2ne−2n2πn
=

1
√

nπ
→ 0,

kde jsme využili Stirlingovou approximaci n! ≈ nne−n√2πn;
❏ tud́ıž plat́ı, že p(n)

ii → 0, pro n→∞;

❏ zároveň plat́ı, že
∑∞

n=1 p(n)
ii =∞;

❏ všechny stavy jsou proto trvalé nulové;
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Přednáška 7 ∥ Klasifikace stav̊u v Markovském řetězci 30.03.2023

Př́ıklad: Človeče nezlob se!
Samostatný úkol

Uvažujte hru Človeče nezlob se, kde hraćı plocha ma pouze 15 stanov́ı̌st’. Hráč
se posune o tolik krok̊u dop̌redu, kolik hodil bodů na kostke. Když hod́ı hodnotu
šest, háže opět a posune se o počet krok̊u daný součtem bodů v jednotlivých
hodech. Hrá konč́ı, když se hráč vráti spátky na štartovaćı pozici – t.j. poĺıčko
č. 15.
Jak vypadá matice p̌rechodových pravděpodobnost́ı? Klasifikujte stavy Mar-
kovského procesu.
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Zhrnut́ı/opakováńı

❏ Homogénńı Markovské řetězce s diskrétným časem n ∈ N a nejvýše
spočetnou množinou stavu S;

❏ Klasifikace stav̊u v Markovském řetězci:
❏ Trvalé nulové a nenulové stavy;
❏ Přechodné stavy;
❏ Neperiodické a periodické stavy s periodou d > 1;
❏ Absorbčńı a ergodické stavy;

❏ Rozložitelnost a nerozložitelnost řetězce:
❏ Dosažitelnost stav̊u (existence cesty i → j → i);
❏ Existence uzav̌rené podmnožiny stav̊u ⇒ rozložitelnost řetězce;

❏ Zavedené veličiny a značeńı:
❏ Počátečńı a p̌rechodové pravděpodobnosti: pi , pij , p(n)

ij pro i , j ∈ S;
❏ Čas prvńıho (obecně k-tého) návratu/vstupu do stavu i ∈ S: νi (k);
❏ Čas mezi k-tým a (k − 1)-ńım vstupem do stavu i ∈ S: Ti (k);
❏ Podḿıněná pravděpodobnost počátečným stavem: Pi [·] = P[·|X0 = i];
❏ Pravděpodobnost návratu/vstupu do stavu i ∈ S v čase n ∈ N: f (n)

i , f (n)
ℓi ;
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Chováńı Markovských řetězc̊u pro n → ∞

❏ Homogénńı Markovský řetězec {Xn; n ∈ N} s diskrétńım časem
a nejvýše spočetnou množinou stav̊u S;

❏ Zaj́ıma nás dlouhodobé chováńı Markovských řetězc̊u, t.j., pro n→∞;
❏ Jaké je marginálńı rozděleńı náhodnej veličiny Xn, pro n→∞;
❏ Obecně, náhodné veličiny Xn maj́ı r̊uzne rozděleńı pro r̊uzna n ∈ N;

❏ Otázka: Lze něco obecně ř́ıct o rozděleńı Xn, pro n→∞?
❏ nap̌r., rozděleńı je stejné pro všechny n ≥ n0,

pro nějaké vhodně zvolené n0 ∈ N;

❏ nebo rozděleńı náhodne veličiny Xn konverguje k nějakému
limitńımu rozděleńı pro n → ∞;

❏ nebo existuje nějaké rozděleńı Markovského řetězce, které zaručuje nějaky
jednoduchý princip fungovania – ”stabilitu” Markovského řetězce;
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Chováńı Markovských řetězc̊u pro n → ∞

❏ Homogénńı Markovský řetězec {Xn; n ∈ N} s diskrétńım časem
a nejvýše spočetnou množinou stav̊u S;
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❏ nap̌r., rozděleńı je stejné pro všechny n ≥ n0,

pro nějaké vhodně zvolené n0 ∈ N;

❏ nebo rozděleńı náhodne veličiny Xn konverguje k nějakému
limitńımu rozděleńı pro n → ∞;
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Stacionárńı rozděleńı Markovského řetězce
Definice: Stacionárńı rozděleńı Markovského řetězce

Řekneme, že pravděpodobnostné rozděleńı π = (πi ; i ∈ S) na
množine stav̊u S je stacionárńı rozděleńı Markovského řetězce, po-
kud plat́ı, že

πj =
∑
i∈S

πipij ,

pro všechny j ∈ S. Maticově lze také zapsát jako

π⊤ = π⊤P,

pro matici p̌rechodových pravděpodobnosti P = (pij)i ,j∈S .

Samostatný úkol

Vysvětlete, co znamená, že π = (πi ; i ∈ S) je pravděpodobnostné rozděleńı na
množine stav̊u S. Všimněte si, že π = (π1, . . . , π|S|)⊤ nezáviśı na čase n ∈ N.
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Limitńı rozděleńı Markovského řetězce
Definice: Limitńı rozděleńı Markovského řetězce

Řekneme, že pravděpodobnostné rozděleńı P = (pi ; i ∈ S) na
množine stav̊u S je limitńı rozděleńı Markovského řetězce, pokud
plat́ı, že

pi = lim
n→∞

pi(n),

kde pi(n) = P[Xn = i ], pro i ∈ S.

Samostatný úkol

Ukážte, ze pro Markovský řetězec s maticou p̌rechodových pravděpodobnosti

P =
(

1/2 1/2 0 0
1/2 1/2 0 0

0 0 1/2 1/2
0 0 1/2 1/2

)
neexistuje limitńı rozděleńı.
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Limitńı vs. stacionárńı rozděleńı
❏ Stacionárńı rozděleńı Markovského řetězce se vztahuje pouze k

pravděpodobnostem p̌rechodu pij , pro i , j ∈ S. Nezáviśı teda na
počátečném rozděleńı Markovského řetězce.

❏ Limitńı rozděleńı se vztahuje k rozděleńı celého Markovského řetězce.
Je tedy ovplivněno i počátečńım rozděleńım Markovského řetězce.

❏ Snadno lze nahlédnout, že pokud je počátečńı rozděleńı řetězce rovno
stacionárńımu rozděleńı π, pak je i rozděleńı řetězce ve všech dalśıch
časech n ∈ N, t.j. rozděleńı (pi(n); i ∈ S), rovné rozděleńı π.

Věta: Stritně stacionárńı proces

V p̌ŕıpadě, že počátečńı rozděleńı řetezce je stejné jako stacionárńı
rozděleńı, pak pro všechny k ∈ N, pro libovolnú posloupnost stav̊u
i0, . . . , ik ∈ S a libovolný čas n ∈ N plat́ı

P[X0 = i0, . . . , Xk = ik ] = P[Xn = i0, . . . , Xn+k = ik ].

Takový řetězec se nazýva striktně stacionárńı.
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Limitńı rozděleńı ⇒ stacionárńı rozděleńı

Věta: Limitńı rozděleńı a stacionárńı rozděleńı

Necht’ existuje limitńı rozděleńı P = (pi ; i ∈ S) Markovského
řetězce {Xn; n ∈ N}. Pak je toto rozděleńı zároveň stacionárńım
rozděleńım Markovského řetězce a tud́ıž plat́ı, že

P = π.

❏ Opačná implikace samožrejme obecně neplat́ı: neńı pravda, že existence
stacionárńıho rozděleńı by byla postačuj́ıci podḿınka pro existenci
limitńıho rozděleńı Markovského řetězce;
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Nerozložitelnost a existence stacionárńıho rozděleńı
Věta: Nerozložitelnost a existence stacionárńıho rozděleńı

Necht’ {Xn; n ∈ N} je nerozložitelný Markovský řetězec s
množinou stav̊u S. Pak stacionárńı rozdeleńı existuje právě když
všechny stavy jsou trvalé nenulové. Existence je nav́ıc jednoznačna.

❏ Jsou-li nav́ıc všechny stavy neperiodické, je stacionárńı rozděleńı i
limitńım rozděleńım a plat́ı

lim
n→∞

pj(n) = lim
n→∞

p(n)
ij = πj = 1

Ejνj
= 1

µj
,

❏ Jsou-li všechny stavy periodické, pak

lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

pj(k) = lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

p(k)
ij = πj .

Bez důkazu
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Nerozložitelnost a neexistence stacionárńıho rozděleńı

Věta: Neexistence stacionárńıho rozděleńı v nerozložitelném MŘ

Necht’ {Xn; n ∈ N} je nerozložitelný Markovský řetězec s
množinou stav̊u S. Pak plat́ı, že

❏ jsou-li všechny stavy Markovského řetězce p̌rechodné, nebo
všechny jsou trvalé nulové, pak stacionrńı rozděleńı neexistuje.

❏ stač́ı si uvědomit, že jsou-li všechny stavy MŘ p̌rechodné, nebo trvalé
nulové, pak muśı platit, že

p(n)
ij −→ 0, pre n→∞ a ∀i , j ∈ S

❏ z defińıcie stacionarného rozdelenia ale dostaneme spor s faktom, že sa
má jednat o pravdepodobnostné rozděleńı, tud́ıž že plat́ı∑

i∈S

πi = 1

144 / 229
NMFM332 | Statistika pro finančńı matematiky 2
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Př́ıklad: Nehodové pojǐsteńı s bonusem
❏ V konečném nerozložitelném řetězci stacionárńı rozděleńı vždy existuje.

(všechny stavy jsou totiž trvalé nenulové)
❏ Stacionárńı rozděleńı nerozložitelného řetězce nepopisuje pouze limity

absolutńıch pravděpodobnost́ı jednotlivých stav̊u, ale popisuje také
četnosti návratu do jednotlivých stav̊u, čas který daný Markovský řetězec
v jednotlivých stavech strávi.

Pŕıklad

Uvažujeme nehodové pojǐstěńı se ťremi r̊uznymi úrovněmi:
❏ základńı sazba (stav 1);
❏ sazba s bonusem 30 % (stav 2);
❏ sazba s bonusem 50 % (stav 3);

Rok bez pojistńı události znamená postup do lepš́ı pojistńı kategórie pro p̌rist́ı
rok (když taková možnost existuje). Jedná pojistńı událost v pr̊uběhu roka
znamená posun o jednu kategórii ńıž (pokud to lze) pro daľśı rok. V p̌ŕıpadě
věťśıho počt̊u události posun do základńı kategórie.
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Př́ıklad: Nehodové pojǐsteńı s bonusem

Pŕıklad

❏ situaci chceme modelovat pomoci Markovského řetězce;
❏ počet pojistńıch události Yn v danem roce n ∈ N ma Poissonovo

rozděleńı s parametrem λ > 0;
❏ náhodná veličina Xn+1 je definovaná následovně:

Xn+1 =

{ min(Xn + 1, 2) pro Yn = 0
max(Xn − 1, 0) pro Yn = 1

0 pro Yn > 1

❏ ukážte, že {Xn; n ∈ N} je Markovský řetězec;
❏ nájděte matici p̌rechodových pravděpodobnosti P;
❏ nájděte soustavu rovńıc pro nalezeńı stacionárńıho rozděleńı;
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Počet p̌rechod̊u stavem j ∈ S

Definice: Počet p̌rechodů daným stavem

Náhodná veličina

Nj(n) =
n∑

k=1
I{Xk =j},

se nazýva počet p̌rechodů stavem j ∈ S v prvńıch n ∈ N kroćıch
(resp. počet návrat̊u do stavu j ∈ S).

❏ počet návrat̊u do stavu j (náhodná veličina Nj(n)) úzce souviśı s časmi
návratu do stavu j ∈ S;
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Počet p̌rechod̊u, časy návrat̊u a klasifikace

❏ Limitńım p̌rechodem źıskame celkový počet návratu do stavu j ∈ S jako

Nj = lim
n→∞

Nj(n) = lim
n→∞

n∑
k=1

I{Xk =j} =
∞∑

k=1

I{Xk =j}.

❏ Snadno se nahlédne, že plat́ı nasleduj́ıci:
❏ Nj ≥ k ⇔ νj (k) < ∞;
❏ Nj = k ⇔ νj (k) < ∞

∧
νj (k + 1) = ∞;

Věta: 0 − 1 zákon

❏ ak je stav j ∈ S p̌rechodný, pak Pj [Nj =∞] = 0 (nula)
❏ ak je stav j ∈ S trvalý, pak Pj [Nj =∞] = 1 (jedna)

Bez důkazu
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Počet p̌rechod̊u Nj(n) a stacionárńı rozděleńı
Věta: Stacionárńı rozděleńı v řetězci s trvalými nenulovými stavy

V nerozložitelnem Markovském řetězci s trvalými nenulovými a neperiodickými
stavy plat́ı, že

lim
n→∞

Nj (n)
n

= πj , s pravděpodobnosti 1

pro všechny stavy j ∈ S.

Věta: Asymptotická normalita

V nerozložitelném MŘ s trvalými nenulovými stavy a konečnými rozptyly dob
návratu, t.j., σ2

j = Var [νi ] < ∞ nav́ıc plat́ı, že

lim
n→∞

P

[
Nj (n) − n

µi√
nσ2

i /µ3
i

]
= Φ(x), ∀x ∈ R
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Př́ıklad: Stacionárńı rozděleńı

Pŕıklad

Uvažujme Markovský řetězec s množinou stav̊u S = {0, 1, 2, . . . , } a maticou
p̌rechodových pravděpodobnost́ı

P =


q p 0 0 . . .
q 0 p 0 . . .
0 q 0 p . . .
0 0 q 0 . . .
...

...
...

...
. . .

 ,

pro nějake vhodně zvolené p > 0 a q > 0, takové, že p + q = 1.

❏ Nájděte stacionárńı rozděleńı pro daný Markovský řetězec.
❏ Využijte existenci stacionárńıho rozdeleńı ke klasifikaci stav̊u MŘ.
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Zhrnut́ı/opakováńı

❏ Homogégnńı Markovské řetězce s diskrétným časem n ∈ N a nejvýše
spočetnou množinou stavov S;

❏ Rozložitelnost a nerozložitelnost řetězce:
❏ Konečné vs. nekonečná množina stavov;
❏ Existence cesty: dosažitelnost stav̊u (stavy stejného typu);
❏ Uzav̌rené podmnožiny stav̊u ⇒ rozlož́ıtelnost řetězce;
❏ Počty a časy p̌rechodu, návratu a vstupu do daného stavu;

❏ Klasifikace stav̊u v Markovském řetězci:
❏ Přechodné stavy;
❏ Trvalé nulové a trvalé nenulové stavy;
❏ Neperiodické/periodické stavy (s periodou d > 1);
❏ Absorbčńı stavy a ergodické stavy;

❏ Limitńı a stacionárńı rozděleńı Markovského řetězce
❏ Limitńı rozděleńı - popisuje chováni celého Markovského řetězce včetne

počátečného rozděleńı;
❏ Stacionárńı rozděleńı - vyjadruje určitou stabilitu řetězce vzhledem k

pravdepodobnostem p̌rechodu;
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Časové řady
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▲
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Nádodné procesy vs. časové řady

❏ Stochastický/náhodný proces
↪→ posloupnost (reálných) náhodných velič́ın {Xt ; t ∈ T} definovaných
na stejném pravděpodobnostńım prostoru (Ω,A, P);

❏ Časová řada (proces)
↪→ stochastický proces indexovaný celoč́ıselnou množinou T (T ≡ N,
nebo T ≡ Z) (resp. stochastický proces s diskrétnym časom);

❏ v niektorých literárných zdrojoch sa pod pojmom časová řada rozuḿı již
nějaká konkrétńı realizace náhodného procesu {Xt ; t ∈ T}, t.j.,
posloupnost konkrétńıch hodnot X1, X2, . . . , neboli x1, x2, . . . ;
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B́ılý šum

Definice: B́ılý šum

Posloupnost centrovaných a nekorelovaných náhodných velič́ın
{Xt ; t ∈ T} s kladným konečným rozptylom se nazýva b́ılý šum.

Definice: Striktńı b́ılý šum

Posloupnost nezávislých, stejně rozdelených, nedegenerovaných
a centrovaných náhodných velič́ın {Xt ; t ∈ T} se nazýva striktńı
b́ılý šum.

❏ vpodstatě je b́ılý šum náhodný signál s rovnoměrnou spektrálńı hustotou;
(analógie s b́ılým svělem, které obsahuje všechny ostatné frekvence)
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Př́ıklad: B́ılý šum a striktńı b́ılý šum
Pŕıklad

❏ posloupnost nezávislých náhodných velič́ın z rozděleńı N(0, 1) je
b́ılý šum a zároveň aj striktńı b́ılý šum (obecně N(0, σ2));

❏ posloupnost nezávislých náhodných velič́ın z rozděleńı C(0, 1) je
striktńı b́ılý šum, ale neńı to b́ılý šum – neexistuje totiž ani sťredńı
hodnota, ani konečný rozptyl;

❏ posloupnost nekorelovaných náhodných velič́ın z nějakého
obecného rozděleńı F je b́ılý šum, pokud jsou veličiny centrované
(t.j. s nulovou sťredńı hodnotou) a s konečným rozptylem; Pokud
nav́ıc je rozděleńı F normálńı, pak se jedná o striktńı b́ılý šum;

❏ Striktńı b́ılý šum a b́ılý šum jsou obecně časové řady s nejjednoduš̌śı
závislostńı struktúrou – nekorelované, neboli dokonce nezávislé.
Zároveň v sobě nenesou žádnou informaci, jedna se pouze o náhodné
chyby, stochastické fluktuace.
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Silná stacionarita

Definice: Silná stacionarita

Řekneme, že posloupnost náhodných velič́ın {Xt ; t ∈ T} je striktně
stacionárńı (resp. silně stacionárńı), pokud pro ℓ ∈ N, libovolné
k1, . . . , kℓ ∈ T a každé h > 0 takové, že k1 + h, . . . , kℓ + h ∈ T
plat́ı, že

L(Xk1 , . . . , Xkℓ
) = L(Xk1+h, . . . , Xkℓ+h).

❏ Silná stacionarita znamená, že libovolná ℓ-tice náhodných velič́ıch je
stejně rozdělená v libovolnem časovém okamžiku;

❏ Z definice samožrejme plyne, že pro silně stacionárńı posloupnost
{Xt ; t ∈ T} jsou náhodné veličiny Xt stejně rozdelené pro všechny t ∈ T ;
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Slabá stacionarita

Definice: Slabá stacionarita

Řekneme, že posloupnost náhodných velič́ın {Xt ; t ∈ T} je slabě
stacionárńı, pokud plat́ı:

❏ EXt = µ pro všechna t ∈ T (t.j., nezáviśı na t);

❏ R(k) = E
[
(Xt+k − µ)(Xt − µ)

]
(t.j, nezáviśı na t ∈ T );

❏ funkce R(k) se nazýva autokovariančńı funkce posloupnosti;
❏ hodnota R(0) = E(X − µ)2 je rozptyl posloupnosti (konstantńı v čase);
❏ funkce r(k) = R(k)/R(0) se nazýva autokorelačńı funkce posloupnosti;
❏ samožrejme plat́ı, že R(k) = R(−k) pro libovolné k ∈ N;
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▲
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Př́ıklad: B́ılý šum a striktńı b́ılý šum

Pŕıklad

❏ pokud ma silně stacionárńı posloupnost konečné druhé momenty,
pak je žrejmě slabě stacionárńı;

❏ pokud je posloupnost náhodných velič́ın gausovská (t.j. všechny
konečně-rozměrná rozděleńı jsou normálńı) a slabě stacionárńı,
pak je také silně stacionárńı;

❏ striktńı b́ılý šum je silně (striktně) stacionárńı (nezávislé a stejně
rozdělené náhodné veličiny);

❏ b́ılý šum je obecně slabě stacionárńı (centrované a nekorelované
náhodné veličiny);
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Klouzavé pr̊uměry řádu q ∈ N

Definice: MA(q) proces

Necht’ posloupnost {εt ; t ∈ Z} je b́ılý šum s konečným rozptylem
σ2 < ∞. Pak náhodnou posloupnost

Xt = a0εt + a1εt−1 + · · · + aqεt−q, pro t ∈ Z,

a pro nějaké koeficienty a0, . . . , aq ∈ R, takové, že a0 ̸= 0 ̸= aq,
nazývame posloupnost klouzavých pr̊uměr̊u řádu q.

❏ obecně majú MA(q) procesy složiteǰśı korelačńı strukturu než b́ılý šum,
avšak složky Xt a Xt+k jsou nekorelované pro k > q.
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Př́ıklad: MA(1) proces
Pŕıklad

❏ necht’ Xt = εt + βεt−1, pro {εt ; t ∈ Z} b́ılý šum;
❏ Pro jaké hodnoty β ∈ R je {Xt ; t ∈ Z} stacionárńı?
❏ Jak je definovaná autokovariančńı a autokorelačńı funkce?
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Autoregresńı model řádu p ∈ N

Definice: AR(p) proces

Necht’ posloupnost {εt ; t ∈ Z} je b́ılý šum s konečným rozptylem
σ2 < ∞. Pak náhodnou posloupnost

d0Xt + d1Xt−1 + · · · + dpXt−p = εt , pro t ∈ Z, (11)

pro nějaké koeficienty d0, . . . , dp ∈ R, takové, že d0 ̸= 0 ̸= dp,
nazývame autoregresńı posloupnost řádu p.

❏ Ekvivalentně lze model p̌repsát pomoci rovnice
Xt = d̃1Xt−1 + · · ·+ d̃pXt−p + ε̃t , kde Var ε̃t = 1

d2
0
Varεt a d̃j = −dj/d0;

❏ Obecně jsou pro týto modely autokorelace nenulové a jednotlivé složky se
navzájem ovlivňuj́ı i když jsou libovolně daleko od sebe.

❏ Pokud je posloupnost stacionárńı, pak závislost mezi složkami se
vzr̊ustaj́ıćım rozd́ılem v čase nutně slabne;
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Stacionarita autoregresńı posloupnosti

Věta: Stacionarita autoregresńı posloupnosti

Necht’ {Xt ; t ∈ Z} je autoregresńı posloupnost p-tého řádu defi-
novaný rovnici (11) a necht’ bez ujmy na obecnosti d0 = 1. Necht’
jsou všechny kǒreny polynomu

d(z) = 1 + d1z + . . . dpzp

vně jednotkového kruhu v komplexńı rovině. Pak je proces {Xt ; t ∈
Z} slabě stacionárńı a náhodná veličina εt je nekorelovaná se všemi
náhodnými veličinami Xt−1, Xt−2, . . . .
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Centrovanost a kauzálnost AR posloupnosti
❏ za platnosti podḿınek p̌redchoźı věty je posloupnost {Xt ; t ∈ Z} také

centrovaná, protože ze slabé stacionarity také automaticky plyne, že

0 = Eεt = d0EXt + . . . dpEXt−p = µ

(
p∑

i=1

di

)
,

a tud́ıž µ = 0. Ak by
∑p

i=1 di = 0, pak by to znamenalo, že 1 je také
kǒrenem polynomu d(z), což je spor s p̌redpokladem uveděné věty;

❏ za platnosti podḿınek p̌redchoźı věty také plat́ı, že posloupnost
{Xt ; t ∈ Z} lze vyjáďrit v kauzálnim tvare, t.j. existuje vyjáďreńı

Xt =
∞∑

k=0

ckεt−k ,

kde koeficienty ck jsou určený vztahem c(z) =
∑∞

k=0 ckzk = 1
d(z) ,

pro |z| ≤ 1.
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Př́ıklad: AR(1) proces
Pŕıklad

❏ necht’ Xt = aXt−1 + εt , pro {εt ; t ∈ Z} b́ılý šum;
❏ polynom d(z) = 1− az má kǒren v bodě z = 1/a;
❏ kǒren je vně jednotkového kruhu ⇔ |a| < 1;
❏ potom plat́ı, že

Xt = aXt−1+εt = a(aXt−2+εt−1)+εt = · · · = akXt−k+
k−1∑
ℓ=0

aℓεt−ℓ;

❏ a náhodnú veličinu Xt lze (limitńım p̌rechodem) vyjáďrit kauzálně
jako

Xt =
∞∑

k=0

akεt−k

(t.j. lineárńı kombinaci minulosti posloupnosti {εt ; t ∈ Z})
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Př́ıklad: AR(1) proces
❏ pro parametr |a| ≤ 1
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❏ pro parametr |a| > 1

0 200 400 600 800 1000

−2
e+

79
0e

+0
0

2e
+7

9

Time t

X t

a = − 1.2 a = − 1.1 a = 1.1 a = 1.2

165 / 229
NMFM332 | Statistika pro finančńı matematiky 2
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Př́ıklad: AR(1) proces
❏ Rozptyl procesu lze spoč́ıtat i pomoci soustavy rovńıc:

EXtXt−1 = aEX 2
t−1 + EεtXt−1

EXtεt = aEXt−1εt + Eε2
t

❏ pak k̊uli nekorelovanosti εt a Xt−1 máme EXt−1εt = 0 a tud́ıž
σ2 = Eε2

t = EXtεt = EXt(Xt − aXt−1) = R(0)− aR(1)
= R(0)[1− ar(1)]

❏ z prvńı rovnice pak dostaneme
R(1) = aR(0) ⇔ a = R(1)/R(0) = r(1)

❏ pro rozptyl R(0) procesu {Xt ; t ∈ Z} dostaneme

R(0) = σ2

1− a2 = σ2

1− (r(1))2 ;
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Yule-Walkerovy rovnice
Za p̌redpokladu, že εt je nekorelované s Xt−1, Xt−2, Xt−3 . . .
(vid’ také p̌redchoźı věta o stacionaritě autoregresńı posloupnosti), lze
analogicky postup aplikovat i pro obecný autoregresný proces řádu p;

❏ uvažujme obecný autoregresný proces

Xt = a1Xt−1 + · · ·+ apXt−p + εt (12)

❏ rovnici autoregresného procesu vynásobime postupně veličinami
Xt−1, Xt−2, . . . , Xt−p a aplikujeme operátor stredné hodnoty:

EXtXt−1 = a1EX 2
t−1 + · · ·+ apEXt−pXt−1 + EεtXt−1

EXtXt−2 = a1EXt−1Xt−2 + · · ·+ apEXt−pXt−2 + EεtXt−2

. . . . . . . . .

EXtXt−p = a1EXt−1Xt−p + · · ·+ apEX 2
t−p + EεtXt−p
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Yule-Walkerovy rovnice
❏ soustavu rovńıc lze ekvivalentně p̌repsát v maticovem tvaru( R(0) . . . R(p − 1)

. . . . . . . . .
R(p − 1) . . . R(0)

) a1
...

ap

 =

 R(1)
...

R(p)


❏ neboli také pomoci autokorelačńı funkce r(·) jako( r(0) . . . r(p − 1)

. . . . . . . . .
r(p − 1) . . . r(0)

) a1
...

ap

 =

 r(1)
...

r(p)


❏ pomoci této soustavy lze spoč́ıst hodnoty autokorelačńı funkce v časech

1, 2, . . . , p. Pro hodnoty r(k), kde k > p lze využ́ıt diferenčńı rovnici

r(k)− a1r(k − 1)− . . .− apr(k − p) = 0,

kterú źıskame vynásobeńım rovnice (12) veličinou Xt−k a aplikovańım
operátoru sťredńı hodnoty;
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Výpočet rozptylu pro AR(p)

❏ pro výpočet rozptylu R(0) stač́ı vynásobit rovnici (12) veličinou εt
a opět aplikovat operátor sťredńı hodnoty;

❏ p̌ŕımočǎre dostaneme vyjáďreńı

σ2 = Eε2
t = EXtεt = EXt(Xt − a1Xt−1 − . . .− apXt−p)

= R(0)[1− a1r(1)− . . .− apr(p)];

❏ pro rozptyl AR(p) procesu teda plat́ı, že

VarXt = R(0) = σ2

1− a1r(1)− . . .− apr(p) ;
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AR(2) Pŕıklad

Pŕıklad

Necht’ posloupnost {εt ; t ∈ Z} je b́ılý šum s jednotkovým rozptylem, σ2 = 1.
Definujme AR(2) proces jako

Xt − 0.5Xt−1 + 0.06Xt−2 = εt .

❏ Spočtěte sťredńı hodnotu a rozptyl;
❏ Určete, zda je proces {Xt ; t ∈ Z} stacionárńı;
❏ Pomoci Yule-Walkerových rovnic spoč́ıtejte autokorelačńı funkci;
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Odhad neznámych parametr̊u

❏ Yule-Walkerove rovnice lze aplikovat i obráceným způsobem: použit data z
procesu a odhadnout neznáme parametry a1, . . . , ap v AR(p) procesu;

❏ pomoci dat (konkrétńı realizace procesu {Xt ; t ∈ Z}) lze odhadnout
hodnoty autokovariančńı funkce R̂(0), . . . , R̂(p);

❏ hodnoty odhadov autokovariančni funkce v daných bodech dosadit do
Yule-Walkerových rovńıc a řešit pro neznáme parametry a1, . . . , ap ;

❏ otázka pouze z̊ustava, jak správně nebo vhodně určit p̌ŕıslušný řád
autokovariančńıho procesu, parametr p ∈ N;

(existuj́ı r̊uzna kritéria, tzv. ”rules-of-thumb”, nebo lze použ́ıt tzv. ”expert
judgement”, nebo hlubš́ı statistickou analýzu a formálńı statistické testy)
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Konzistence odhadu parametr̊u
Věta: Konzistence odhadu parametr̊u v AR(p) procesu

Necht’ {Xt ; t ∈ Z} je autoregresńı posloupnost řádu p ∈ N gene-
rovaná modelem

Xt = a1Xt−1 + · · · + apXt−p + εt ,

kde {εt ; t ∈ Z} je poslopnost nezávislých, stejně rozdělených n.v.
se sťredńı hodnotou nula a konečným rozptylem σ2 < ∞. Necht’
všechny kǒreny polynomu d(z) = 1 − a1z − . . .− apzp lež́ı vně jed-
notkového kruhu v komplexńı rovině. Necht’ ân je odhad parametr̊u
a = (a1, . . . , ap)⊤ pomoci Yule-Walkerových rovńıc, založený na
pozorovnáńıch X1, . . . , Xn a odhadech R̂(k) a r̂(k), pro k ≥ 0. Pak
plat́ı, že √

n(ân − a) D−→ Np(0,σ2Γ−1),

kde Γ = (R(i − j))ij .
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Asymptotické rozdeleńı odhad̊u parametr̊u

❏ konvergence −→D v p̌redchoźı větě znač́ı konvergenci v distribuci;
❏ ekvivalentně je možné také napsat, že plat́ı

sup
x∈Rp

∣∣P(
√

n(â1 − a1) ≤ x1, . . . ,
√

n(âp − ap) ≤ xp)− F (x1, . . . xp)
∣∣→ 0,

pro n→∞, kde F : Rp → [0, 1] znač́ı združenú distribučńı funkci
mnohorozměrného normálńıho rozděleńı Np(0, σ2Γ−1);

❏ hustota mnohorozměrného normálńıho rozděleńı Np(µ, Σ) je definováná:

f (x1, . . . , xp) = 1
(2π)

p
2 |Σ| 12

exp
{
−1

2(x − µ)⊤Σ−1(x − µ)
}

,

pro x = (x1, . . . , xp)⊤ ∈ Rp , kde µ = (µ1, . . . , µp)⊤ ∈ Rp je vektor
sťredńıch hodnot a Σ pozit́ıvně definitná, symetrická variančńı matice;
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Odhad autokovariančńı/autokorelačńı funkce

❏ máme k dispozici konkrétńı realizaci časové řady {Xt ; t ∈ Z} až do
nějakého času n ∈ N (nap̌r. posloupnost {xi ; i = 1, . . . , n});

❏ to znamená, že máme k dispozici pozorované hodnoty (realizace)
náhodných velič́ın Xn, Xn−1, . . . X1;

❏ dále také p̌redpokládame, že proces {Xt ; t ∈ Z} je generovaný rovnićı

Xt = a1Xt−1 + · · ·+ apXt−p + εt ;

(je nutné si uvědomit, že hodnota/dimenze p ∈ N je (nějak) daná)
❏ parametre a1, . . . , ap ∈ R (resp. a ∈ Rp) jsou neznáme;
❏ Jak pomoci empirických dat odhadnout parametry a = (a1, . . . , ap)⊤?
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Odhad autokovariančńı/autokorelačńı funkce

❏ v praktických pŕıpadoch je k dispozici pouze konečná história (realizace)
časové řady {Xt ; t ∈ Z}, t.j., pozorováńı X1, . . . , Xn (nebo x1, . . . , xn);

❏ odhad autokovariančńı funkce R(k) pro libovolné k ∈ {0, n − 1} źıskame
pomoci vztahu

R̂(k) = 1
n − k

n−k∑
i=1

(
Xi+k −

1
n − k

n−k∑
j=1

Xj+k

)(
Xi −

1
n − k

n−k∑
j=1

Xj

)

❏ odhad pŕıslušné autokorelačńı funkce r(k) pro libovolné k ∈ {0, n− 1} pak
źıskame jako

r̂(k) = R̂(k)
R̂(0)

.
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Simulace: MA & AR proces prvého řádu
❏ MA(1): Xt = 0.8εt−1 + εt | εt ∼ N(0, 1)
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❏ AR(1): Xt = 0.8Xt−1 + εt | εt ∼ N(0, 1):
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Simulace: Autokorelačná funkce
❏ MA(1): Xt = 0.8εt−1 + εt | εt ∼ N(0, 1)
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Simulace: Parciálńı autokorelačná funkce
❏ MA(1): Xt = 0.8εt−1 + εt | εt ∼ N(0, 1)
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Simulace: MA & AR proces ťret́ıho řádu
❏ MA(3): Xt = 0.8εt−1 − 0.4εt−2 − 0.2εt−3 + εt | εt ∼ N(0, 1)
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❏ AR(3): Xt = 0.8Xt−1 − 0.4Xt−2 − 0.2Xt−3 + εt | εt ∼ N(0, 1):
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Simulace: Autokorelačná funkce
❏ MA(3): Xt = 0.8εt−1 − 0.4εt−2 − 0.2εt−3 + εt | εt ∼ N(0, 1)
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Simulace: Parciálńı autokorelačná funkce
❏ MA(3): Xt = 0.8εt−1 − 0.4εt−2 − 0.2εt−3 + εt | εt ∼ N(0, 1)
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❏ AR(3): Xt = 0.8Xt−1 − 0.4Xt−2 − 0.2Xt−3 + εt | εt ∼ N(0, 1):
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Neúplnost odhad̊u R̂(k) a r̂(k)

❏ odhad autokovariančńı funkce R(k) nějaké posloupnosti se nazýva
výběrová autokovariančńı funkce – použ́ıvame značeńı R̂(k);

❏ odhad autokorelačńı funkce r(k) nějaké posloupnosti se nazýva výběrová
autokorelačńı funkce – použ́ıvame značeńı r̂(k);

❏ pro necentrovanou posloupnost {Xt ; t ∈ {1, . . . , n}} odhadujeme sťredńı
hodnotu µ ∈ R pomoci výběrové sťredńı hodnoty definované

µ̂ = 1
n

n∑
i=1

Xi ;

❏ výberová autokovariačńı/autokorelačńı funkce spočetená na základě
realizace X1, . . . , Xn poskytuje pouze omezenou informaci o celkové
kovariančńı/korelačńı struktú̌re posloupnosti;

❏ na základě realizace X1, . . . , Xn tot́ıž logicky neńı možné spoč́ıtat hodnoty
pro R̂(k) a r̂(k), kde k ≥ n;
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Zhrnut́ı/opakováńı
❏ Stochastické procesy—časové řady—typu MA a AR ;

❏ MA(q) – ḱlzavé priemery, resp. tzv “moving averages” rádu q ∈ N;
❏ AR(p) – postupnost’ autoregresného typu s využit́ım histórie d́lžky p ∈ N;

❏ Obojsmerné využitie Yule-Walkerových rovńıc;
❏ Teoretické: charakterizácia modelu—autokovariancia/autokorelácia;
❏ Empirické: odhad neznámych parametrov v predpokladanom modeli;

❏ Identifikácia správneho modelu na základe realizácie
❏ autokovariančná/autokorelačná funkcia (resp. pŕıslušné odhady);
❏ parciálna autokovariančná/autokorelačná funkcia;

❏ Neúplnost’ odhadnutej variančnej/kovariančnej štruktúry
❏ nenulová autokovariančná štruktúra u MA procesov definovaná pouze pro

k ≤ q, kde q ∈ N je zadaný rád MA postúpnosti;
❏ nenulová autokovariančná štruktúra u AR procesov obecně pre ∀k ∈ N, ale

odhadnutelná je pouze pro zadaný rád p ∈ N, t.j., pre k ≤ p;
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Modely typu ARMA(p, q)
❏ posloupnosti klouzavých pr̊uměr̊u a autoregresńıch posloupnost́ı lze

vzájemně kombinovat do tzv. ARMA model̊u;

Definice: ARMA(p, q) proces

Necht’ posloupnost {εt ; t ∈ Z} je b́ılý šum s konečným rozptylem
σ2 <∞. Pak náhodnou posloupnost {Xt ; t ∈ Z} splňujúcu

d0Xt + d1Xt−1 + · · ·+ dpXt−p = a0εt + · · ·+ aqεt−q, (13)

pro t ∈ Z a nějaké koeficienty d0, . . . , dp , a0, . . . , aq ∈ R, takové,
že d0, dp , a0, aq ̸= 0, nazývame ARMA(p, q) model.

❏ podobně jako v p̌redchoźıch p̌ŕıpadech nás zaj́ıma, za akých p̌redpokladů
bude ARMA(p, q) posloupnost splňovat definici stacionarity (slabě);

❏ ekvivaletńı zápis ARMA(p, q) modelu lze vyjáďrit pomoci vztahu
Xt = d̃1Xt−1 + · · ·+ d̃pXt−p + ã0εt + · · ·+ ãqεt−q;
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Stacionarita ARMA(p, q) proces̊u
❏ p̌redpokládejme, že v rovnićı (13) je d0 = a0 = 1 a definujeme polynomy

d(z) = 1 + d1z + · · · + dpzp, n(z) = 1 + a1z + · · · + aqzq; (14)

Věta: Stacionarita ARMA(p, q) model̊u

Necht’ všechny kǒreny polynomu d(z) lež́ı vně jednotkového kruhu
v komplexńı rovině a nav́ıc, necht’ jsou polynomy d(z) a n(z) ne-
soudělné, t.j. nemaj́ı společné kǒreny. Pak je posloupnost defino-
vaná rovnici (13) slabě stacionárńı, s nulovou sťredńı hodnotou,
a nav́ıc, lze proces {Xt ; t ∈ Z} vyjáďrit v kauzálńım tvaru, t.j.

Xt =
∞∑

k=0
ckεt−k ,

kde {ck}∞
k=0 jsou určený vztahem c(z) =

∑∞
k=0 ckzk = n(z)

d(z) ,
pro |z | ≤ 1.
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Autokovariance/autokorelace ARMA proces̊u
❏ pokud by polynomy d(z) a n(z) měly společné kǒreny, potom by polynom

c(z) = n(z)/d(z) určoval ARMA(m, n) proces, pro m < p a n < q;
❏ autokovariančńı funkce stejně tak jako autokorelačńı funkce obecného

ARMA(p, q) procesu se spočte analogicky, jako v p̌ŕıpade AR(p) proces̊u,
pomoci Yule-Walkerových rovńıc.

Samostatný úkol

Uvažujte obecný ARMA(1, 1) proces, definovaný p̌redpisem

Xt + aXt−1 = εt + bεt−1,

pro t ∈ Z, kde {εt ; t ∈ Z} je b́ılý šum.

❏ definujte podḿınky pro které je posloupnost {Xt ; t ∈ Z} slabě
stacionárńı;

❏ nájděte autokovariančńı a autokorelačńı funkci posloupnosti
{Xt ; t ∈ Z};

❏ pokud existuje, nájděte kauzálńı vyjáďreńı procesu {Xt ; t ∈ Z};
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Lineárńı filtrace
Definice: Lineárńı filtrace/Linerńı filtr

Necht’ {ε; t ∈ Z} je centrovaná, slabě stacionárńı posloupnost a
{ξk ; k ∈ Z} je posloupnost koeficient̊u takových, že

∑
k∈Z |ξk | <

∞. Pak řekneme, že posloupnost

Xt =
∞∑

k=−∞

ξkεt−k

vznikla lineárńı filtraci z posloupnosti {ε; t ∈ Z}.
Posloupnost koeficient̊u {ξk ; k ∈ Z} se nazýva lineárńı filtr.

Definice: Kauzálńı filtr

Necht’ {ξk ; k ∈ Z} je lineárńı filtr. Pokud plat́ı, že ξk = 0 pro
k < 0, pak je filtr kauzálńı, t.j. fyzikálně uskutečnitelný.
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Lineárńı modely, procesy, systémy...
Definice: Lineárńı proces

Náhodnou posloupnost {Xt ; t ∈ Z} nazývame lineárńım proce-
sem, pokud existuje posloupnost nezávislých, stejně rozdělených
náhodných velič́ın εt , pro t ∈ Z, s nulovou sťredńı hodnotou a
konečným rozptylem a lineárńı filtr {ξk ; k ∈ Z} takový, že

Xt =
∞∑

k=−∞

ξkεt−k .

Lineárńı proces je nav́ıc kauzálńı, pokud je p̌ŕıslušný filtr kauzálńı.

❏ ARMA(p, q) model je ekvivalentńı s obecnou rovnici lineárńıho systému (vid’
Kapitola 3). Rovnice ARMA modelu ale určuje vztah nikoli mezi nenáhodnými
(deterministickými) posloupnostmi vstupů a výstupu, ale mezi náhodnými
posloupnostmi b́ılého šumu a ARMA procesem {Xt ; t ∈ Z}.
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Invertibilita ARMA posloupnosti

Definice: Invertibilita ARMA posloupnosti

Stacionárńı ARMA(p, q) posloupnost {Xt ; t ∈ Z} vzniklá z b́ılého
šumu {εt ; t ∈ Z}, se nazýva invertibilńı, jestliže existuje posloup-
nost konstant {ψk ; k ∈ Z} taková, že

∑∞
k=0 |ψk | < ∞ a plat́ı, že

εt =
∞∑

k=0
ψkXt−k .

❏ z pohledu posloupnosti {εt ; t ∈ Z} by se dalo ř́ıct, že se jedná o kauzálńı
posloupnost vzhledem k posloupnosti {Xt ; t ∈ Z};
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Př́ıklad: Striktná verzus slabá stacionarita

Samostatný úkol

Necht’ je posloupnost {Xt ; t ∈ Z} definovaná p̌redpisem

Xt = ρXt−1 + εt ,

pro |ρ| < 1 a posloupnost {εt ; t ∈ Z} je daná p̌redpisem

εt =
{

Zt t = 2k, k ∈ Z,
1√
2
(Z2

t − 1) t = 2k + 1, k ∈ Z,

kde {Zt ; t ∈ Z} je posloupnost nezávislých, stejně rozdělených náhodných
velič́ın s normovaným normálńım rozděleńım N(0, 1).

❏ Rozhodněte, zda je posloupnost {Xt ; t ∈ Z} striktně stacionárńı.
❏ Rozhodněte, zda je posloupnost {Xt ; t ∈ Z} slabě stacionárńı.
❏ Spočtěte autokovariančńı funkci posloupnosti {Xt ; t ∈ Z}.
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Invertibilita ARMA posloupnosti
Věta: Invertibilita ARMA proces̊u

Necht’ {Xt ; t ∈ Z} je stacionárńı ARMA(p, q) posloupnost, de-
finovaná rovnici (13), pro d0 = a1 = 1. Necht’ polynomy d(z) a
n(z) definovane vztahy (14) nemaj́ı společné kǒreny a nav́ıc, necht’
kǒreny polynomu n(z) lež́ı vně jednotkového komplexńıho kruhu.
Pak je posloupnost {Xt ; t ∈ Z} invertibilńı a lze psát

εt =
∞∑

k=0
ψkXt−k ,

pro k ∈ Z, kde koeficienty ψk jsou určený vztahem

Ψ(z) =
∞∑

k=0
ψkzk = d(z)

n(z) ,

pro |z | ≤ 1.
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Lineárńı predikce v časových řadách

❏ pomerně častý praktický problém v časových řadách je predikce;
❏ predikce/p̌redpověd’ budoućıch hodnot na základě pozorované realizace;
❏ z teoretického hlediska se jedná o pomerně náročnou úlohu, která vede na

podḿıněné sťredńı hodnoty...
❏ Jak to ale funguje v praxi?

❏ Jednoduchý p̌ŕıklad: predikce pozorováńı Xt+1 na základě realizace Xt
(predpověd’ o jeden krok dop̌redu na základě jediného pozorováńı);

❏ požadovaná predikce pro Xt+1 je lineárńı, t.j. X̂t+1 = a + bXt ;
❏ nav́ıc p̌redpokládame, že {Xt ; t ∈ Z} je slabě stacionárńı;

❏ kvalita predikce pomoci sťredńı kvadratické chyby mezi Xt+1 a X̂t+1;
(chceme minimalizovat’ strednú kvadratickú chybu E [Xt+1 − X̂t+1]2)
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Predikce Xt+1 formálně
❏ z formálneho/matematického hlediska teda řeš́ıme minimalizačńı problém

min
a,b∈R

E [Xt+1 − (a + bXt)]2 = min
ã,b∈R

E [Xt+1 − µ− ã − b(Xt − µ)]2 ,

kde ã = a + µ(b − 1);
❏ derivováńım podle ã a b (a formálna záměna integrálu a derivace):

∂

∂ã :− 2E [Xt+1 − µ− ã − b(Xt − µ)] = 0

∂

∂b :− 2E [Xt+1 − µ− ã − b(Xt − µ)] (Xt − µ) = 0

❏ z prvńı rovnice dostaneme okamžitě, že ã = 0;
❏ z druhé rovnice pak dostaneme, že

b = R(1)
R(0) = r(1);

❏ Predikce: X̂t+1 = a + bXt = µ + b(Xt − µ) = µ + r(1)(Xt − µ);
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Predikce Xt+1 formálně

❏ kvalita predikce sa obecně posuzuje pomoci sťredńı kvadratické
chyby/odchýlky, t.j.

MSE = E(Xt+1 − X̂t+1)2 = E [Xt+1 − µ− r(1)(Xt − µ)]2

= R(0)
[
1 + r(1)2 − 2r(1)2] = R(0)(1− r(1)2);

❏ č́ım silněǰśı je lineárńı závislost mezi Xt a Xt+1, t́ım menš́ı je chyba
predikce (t.j., p̌resněǰśı p̌redpověd’);

❏ obecně lze postup zobecnit na úlohu naj́ıt predikci pro Xt+1, na základě
pozorovnáńı Xt , Xt−1, . . . Xt−p ;

❏ následně je samožrejme možné použ́ıt predikci X̂t+1 a spoč́ıst daľśı predikci
pro nasleduj́ıci krok Xt+2;
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Př́ıklad: predikce na základě Xt a Xt−1

Samostatný úkol

Předpokládejme, že posloupnost {Xt ; t ∈ Z} je slabě stacionárńı.

❏ spočtěte obecný vztah pro predikci pozorováńı Xt+1 na základě
hodnot Xt a Xt−1;

❏ jako kritérium kvality predikce použijte sťredńı kvadratickú
chybu/odchýlku;

Samostatný úkol

❏ Uvažujte model ARMA(2, 1) daný p̌redpisem

Xt − 0.5Xt−1 + 0.04Xt−2 = εt + 0.25εt−1,

pro {εt ; t ∈ Z} b́ılý šum. Nájděte autokovariančńı a autokorelačńı
funkci procesu a jeho kauzálńı vyjáďreńı.
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▲
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Kauzalita a invertibilita ARMA proces̊u

Samostatný úkol

Necht’ {Xt ; t ∈ Z} je ARMA(2, 1) posloupnost definovaná rovnici

Xt − (a + b)Xt−1 + abXt−2 = εt − aεt−1,

kde {εt ; t ∈ Z} je b́ılý šum. Diskutujte podḿınky kauzality a invertibility
vzhledem k neznámym parametr̊um a, b ∈ R.

Spočtěte autokovariančńı a autokorelačńı funkci posloupnosti {Xt ; t ∈ Z}.
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Zhrnut́ı/opakováńı
❏ Lineárni (stochastické) modely časových řád: MA, AR a ARMA procesy;

(náhodné procesy vytvorené z b́ılého šumu, indexováný nejvýše spočetnou
množinou index̊u T - napr. množinou celých č́ısel Z)

❏ Základná charakterizace proces̊u:
❏ sťredńı hodnota procesu {Xt ; t ∈ Z}: µt = EXt ;
❏ rozptyl procesu{Xt ; t ∈ Z}: σ2(t) ≡ R(0, t);
❏ autokovariančńı a autokorelačńı funkce R(k, t) a r(k, t);

❏ Daľśı vlastnosti model̊u časových řád:
❏ silná (striktńı) a slabá stacionarita (µ, σ2, R(k), r(k));
❏ kauzálnost a invertibilita procesu;
❏ lineárni filtrace;

❏ Využit́ı v praktických (reálných úlohach):
❏ modelováńı proces̊u a odhadováńı koeficientu pomoci Yule-Walkerových

rovńıc (konzistentńı odhady);
❏ lineárńı predikce v časových řadách (p̌redpověd’ nasleduj́ıćıch pozorováńı na

základě tých p̌redchoźıch);
❏ V praxi sa často použ́ıvaju komplexneǰsie modely...

❏ napr. VARMA, NARMA, ARIMA, VARIMA, ARCH, GARCH, etc.;
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Poisson̊uv proces
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Náhodné procesy se spojitým časem

❏ Stochastický (náhodný) proces
↪→ posloupnost (systém) reálných náhodných velič́ın {Xt ; t ∈ T}
definovaných na stejném pravděpodobnostńım prostoru (Ω,A, P);

❏ Proces so spojitým časem
↪→ v p̌ŕıpadě, že T ⊆ R, pak ř́ıkame, že se jedná o proces se spojitým
časem, t.j., hodnota procesu {Xt ; t ∈ T} je definována v každém
časovém okamžiku;

❏ Trajektórie procesu
↪→ pro konkrétne ω ∈ Ω (elementárńı jev) je Xt(ω) ≡ X(ω)(t) funkce
definována na T ⊂ R (t.j., trajektórie procesu – jedna konkrétńı realizace);
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Trajektórie rôznych procesov
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▲
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Č́ıtaćı proces

Definice: Č́ıtaćı proces

Řekneme, že náhodný proces {Nt ; t ≥ 0} (proces se spojit́ım
časem) je č́ıtaćı proces, pokud nabýva celoč́ıselných nezáporných
hodnot a zároveň plat́ı, že

pokud s ≤ t =⇒ N(s) ≤ N(t).

❏ Hodnotu N(t) interpretujeme jako počet událost́ı, které nastaly do času t.
❏ Ekvivalentně lze proces {Nt ; t ≥ 0} definovat jako proces, který má

zprava spojité a neklesaj́ıćı trajektorie, nabýva pouze celoč́ıselných hodnot,
a začina z nezáporne hodnoty, t.j. N(0) ≥ 0;

201 / 229
NMFM332 | Statistika pro finančńı matematiky 2
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Trajektórie č́ıtacieho procesu
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Pŕırastky procesu a nezávislé p̌ŕır̊ustky

Pro náhodný (č́ıtaćı) process {Nt ; t ≥ 0} a pre libovolné dva časové
okamžiky t1, t2 ≥ 0 takové, že t1 < t2, p̌redstavuje náhodná veličina

N(t2)− N(t1) ≥ 0

tzv. pŕırastok náhodného procesu medzi časem t1 a časem t2.

Definice: Nezávislé p̌ŕır̊ustky

Řekneme, že proces {N(t); t ≥ 0} má nezávislé p̌ŕır̊ustky, pokud
pro každé 0 ≤ t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn, n ∈ N a ti ∈ T pro i = 1, . . . , n
plat́ı, že N(tn)−N(tn−1), . . . , N(t1)−N(t0) jsou nezávislé náhodné
veličiny.
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Poisson̊uv (č́ıtaćı) proces

Definice: Poissonův proces

Náhodný č́ıtaćı proces {N(t); t ≥ 0} se nazýva homogénńı
Poissonův proces s intenzitou λ > 0, pokud plat́ı:

❏ N(0) = 0;
❏ proces má nezávislé p̌ŕır̊ustky;
❏ p̌ŕır̊ustky N(t + h)− N(t) maj́ı Poissonovo rozděleńı s

parametrem λh;

❏ nezávislé p̌ŕır̊ustky Poissonovho procesu maj́ı Poissonovo rozděleńı s
parametrem, který je p̌ŕımo úměrný délce časového intervalu;

❏ parameter intenzity, λ > 0, je sťredńı počet události za jednotku času;
❏ souvislost Poissonovho rozděleńı s limitńım binomickým rozděleńım;
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Poissonov proces v aplikáciach

❏ Poisson̊uv proces je často interpretován jako nahodný bodový proces
na reálńı p̌ŕımce (p̊ulp̌ŕımce);

❏ Na reálńı p̌ŕımce je Poisson̊uv proces speciálńım p̌ŕıpadem
Markovského procesu se spojitým časem (Markovská vlastnost);

❏ V praxi často použ́ıvaný náhodný proces pro modelováńı náhodných
(a na sobě nezávislých) událost́ı v čase;

❏ počty pojistných události, systémy obsluhy, atd’.;
❏ chováńı zákazńık̊u, modelováńı chyb a poruch, atd’.;

❏ Existuje mnoho r̊uznych a užitečných zobecněńı Poissonova procesu:
❏ nehomogénný Poissonův proces s variabilńı intenzitou λ(t);
❏ prostorový Poissonův proces (mnohorozměrná zobecněńı);
❏ procesy obnovy/zrodu a zániku (tzv. “renewal” a “birth-death” procesy);
❏ značkované Poissonové procesy – napr. Cox proces;
❏ procesy pro zavislé události v čase – tzv. Hawkesové procesy;
❏ mnohe daľśı...

205 / 229
NMFM332 | Statistika pro finančńı matematiky 2
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Př́ıklad: Poisson̊uv proces
Pŕıklad

Telefonńı úsťredna a počet hovoru
Jednotlivé p̌richoźı voláńı jsou na sobě nezávislé. Potenciálne je ale velký počet
lid́ı, ktěŕı mohou zavolat, ale u každého jednotlivce se jedná pouze o hodně
malou pravděpodobnost, že skutečne zavolá na úsťrednu. Z historických dat
nap̌r. v́ıme, že na telefonńı úsťrednu p̌ŕıjde v pr̊uměru 5 hovor̊u za minútu.

❏ Jaká je pravděpodobnost, že za půl minúty nep̌ŕıde žádne voláńı?
❏ Jaká je pravděpodobnost, že během pět sekud p̌ŕıjde alespoň 2

voláńı?

❏ pro Poissonův proces obecně plat́ı, že N(0) = 0, proto také plat́ı, že
N(t) = N(t)− N(0) ∼ Po(λt)

a proto také plat́ı, že

P[N(t) = k] = (λt)k

k! e−λt , pro k = 0, 1, . . . .
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Přednáška 11 ∥ Bodové procesy 04.05.2023

Doby mezi událostmi v Poissonovém procesu

Věta: Doby mezi událostmi v Poissonovém procesu

Necht’ {N(t); t ≥ 0} je Poissonův proces s intenzitou λ > 0 a
necht’ {ξn; n ∈ N} je posloupnost náhodných velič́ın definovaná
p̌redpisem

ξn = inf{t > 0; N(t) = n}, n = 1, 2, . . . .

Pak náhodné veličiny Tn = ξn −ξn−1, pro n = 1, 2, . . . , pro ξ0 = 0,
jsou nezávislé náhodné veličiny s exponenciálńım rozděleńım s pa-
rametrem λ > 0 a nazývaj́ı se doby mezi událostmi v Poissonovém
procesu {N(t); t ≥ 0}.

• Idea: plati P[ξk > t] = P[N(t) < k] a dokonce i {ω; ξk(ω) > t} ≡ {ω; N(ω)(t) < k}
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Doby mezi událostmi
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Exponenciálńı a Erlangovo rozděleńı

❏ náhodná veličina ξn pro n ∈ N se nazýva doba do n-té události;
❏ náhodná veličina ξn pro n ∈ N má Erlangovo rozděleńı s hustotou

fn(x) = λn

(n − 1)!xn−1e−λx , pro x ≥ 0.

❏ Erlangovo rozděleńı s parametrami λ > 0 a n ∈ N je rozděleńı součtu n
nezávislých náhodných velič́ın s exponenciálńım rozděleńım s parametrem
λ > 0 a jedná se o speciálńı p̌ŕıpad Gamma rozděleńı;

❏ Exponenciálńı rozděleńı s parametrem λ > 0 je rozděleńı bez paměti, t.j.,
pro X ∼ Exp(λ) plat́ı, že

P[X > s + h|X > s] = P[X > h].
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Poisson̊uv proces a exponenciálńı rozděleńı

Věta: Exponenciálńı rozděleńı a Poissonův proces

Necht’ T1, T2, . . . , je posloupnost nezávislých, stejně rozdělených
náhodných velič́ın s exponenciálńım rozděleńım s parametrem λ >
0. Necht’ ξn =

∑n
k=1 Tk . Pak

N(t) =
∞∑

k=1
I{ξk ≤t}

definuje Poissonův proces s intenzitiou λ > 0.

❏ pokud teda známe počet události do nějakého času T > 0, pak je výskyt
těchto události v intervalu [0, T ] tzv. “binomický“, t.j., časy událost́ı jsou
nezávislé náhodné veličiny s rovnoměrným rozděleńım na intervalu [0, T ];
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Př́ıklad: Binomická vlastnost
Pŕıklad

Necht’ {N(t); t ≥ 0} je Poissonův proces s intenzitou λ > 0 a necht’ N(T ) = n
a s ∈ (0, T ). Pak jednoduchým výpočtom dostaneme

P[N(s) = k|N(T ) = n] =
P[N(s) = k, N(T ) = n]

P[N(T ) = n]

=
P[N(s) = k, N(T ) − N(s) = n − k]

P[N(T ) = n]

=
P[N(s) = k] · P[N(T ) − N(s) = n − k]

P[N(T ) = n]

=
(

n
k

)( s
T

)k (
1 −

s
T

)n−k

❏ Žádna část intervalu [0, T ] neńı preferována a každý podinterval má
rovnakú šancu (úměrnou své délce), že do něj padne událost. Body jsou
do intervalu [0, T ] umistňovány nezávisle na sobě.
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Poisson̊uv proces s konstantńı intenzitou
❏ Pro obecný Poissonův proces {N(t); t ≥ 0} s konstantńı intenzitou λ > 0

také plat́ı nasleduj́ıci:
❏ P[N(t + h) = n + 1|N(t) = n] = λh + o(h)

❏ P[N(t + h) = n|N(t) = n] = 1 − λh + o(h)

❏ P[N(t + h) > n + 1|N(t) = n] = o(h)

pro funkci o(h) takovou, že

lim
h→0+

o(h)
h → 0.

Samostatný úkol

Ově̌rte, že uveděné vlastnosti skutečne plat́ı pro obecný (homogenný) Pois-
sonův proces s konstantńı intenzitou λ > 0.
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Př́ıklad: Škody v neživotnem pojǐstěńı
Pŕıklad

Předpokládáme, že okamžiky pojistných události v čase tvǒŕı Poissonův proces
{N(t); t ≥ 0} s konstantńı intenzitou λ > 0 a výše škod Yk pro k ∈ N
jsou nezávislé, stejně rozdělené náhodné veličiny se sťredńı hodnotou EYk = µ.

❏ S(t) =
∑N(t)

k=0 Yk , pro t ≥ 0 a Y0 = 0 je tzv. složený Poissonův proces;

❏ veličina S(t) udáva celkovou výši škod do času t ≥ 0 a plat́ı

ES(t) = E
[

E [S(t)|N(t)]
]

= E
[

E
[ N(t)∑

k=0

Yk |N(t)
]]

= E
[

N(t) · EYk

]
= EYk ·

( ∞∑
n=0

ne−λt (λt)n

n!

)
= λtµ;

K úhradě škodńıch nákladů by pojǐst’ovna měla dostávat od pojǐstěných klient̊u
pojistné ve výši λµ za jednotku času.
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Př́ıklad: Systém obslužńı linky
Pŕıklad

Uvažujme obslužńı linku, která poskytuje určitou službu (nap̌r., pokladna v
obchodě, telefonńı linka, ...). Chceme modelovat chováńı takového systému.

❏ p̌redpokládame, že události (t.j., nap̌r. p̌ŕıchody zákazńık̊u) v systému
tvǒŕı Poissonův proces s konstantńı intenzitou λ > 0;

❏ když je linka obsazená, tvǒŕı se fronta;
❏ doby obsluhy jednotlivých zákazńık̊u jsou navzájem nezávislé náhodné

veličiny s exponenciálńım rozděleńım s parametrem µ > 0;
❏ veličina X(t) znač́ı počet zákazńık̊u v systému (ve frontě a p̌ri obsluhe);
❏ označme pk(t) = P[X(t) = k], pro k = 0, 1, . . . ;
❏ p̌redpokládame, že také plat́ı nasleduj́ıci:

P(X(t + h) = k + 1|X(t) = k) = λh + o(h)
P(X(t + h) = k|X(t) = k) = 1 − λh + o(h)

P(X(t + k) > k + 1|X(t) = k) = o(h)
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Př́ıklad: Systém obslužńı linky

Pŕıklad

❏ pro doby obsluhy pak plat́ı: T ∼ Exp(µ) a proto také plat́ı:

P(obsluha skonč́ı v čase (t, t + h]|zákazńık je obsluhován v čase t) = µh + o(h)

P(obsluha neskonč́ı v čase (t, t + h]|zákazńık je obsluhován v čase t) = 1 − µh + o(h)

P(v́ıce zákazńıku obsluženo v (t, t + h]|zákazńık je obsluhován v čase t) = o(h)

P(přijde a odejde stejný počet v (t, t + h]|zákazńık je obsluhován v čase t) = o(h)

Samostatný úkol

Použijte vlastnosti exponenciálńıho rozděleńı s parametrem µ > 0, aplikujte
Taylor̊uv rozvoj a odvod’te vztahy uvedené v p̌ŕıkladu nahǒre.
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Př́ıklad: Systém obslužńı linky
Pŕıklad

❏ obecně můžeme psát, že v systému obslužńı linky (model pro
p̌ŕıchod a obsluhu zákazńıku) nastane v intervalu (t, t + h) jedna
změna (t.j. p̌rijede jeden zákazńık nebo odejde jeden zákazńık) s
pravděpodobnosti

µh + λh + o(h);
❏ pravděpodobnost, že v takomto systému nenastane v časovém

intervalu (t, t + h) zádna změna (nový zákazńık nep̌ŕıde a zádny
nebude obslužen) je

1− (µh + λh) + o(h);

❏ pravděpodobnost, že v systému dojde v časovém intervalu
(t, t + h) k nějaké jiné změně (nap̌r. p̌rijede v́ıce zákazńıku, nebo
v́ıce zákazńıku bude obsluženo, nebo zaroveň alespoň jeden p̌rijede
a alespoň jeden bude obslužen) je zanedbatelná, t.j. řádu o(h);
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▲
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Př́ıklad: Systém obslužńı linky

Pŕıklad

❏ zaj́ıma nás limitńı chováńı pravděpodobnosti

pk(t) = P[X(t) = k],

pro t →∞;
❏ Jaké je limitńı rozděleńı zákazńık̊u v systému?

(hromad́ı se zákazńıci ve front’e, nebo je systém prázdny?)

❏ Př́ıklad lze řešit pomoci soustavy diferenciálńıch rovńıc...
❏ ... budeme uvažovat samostatně p̌ŕıpad pro k = 0 a k = 1, 2, . . . ;
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Řešeńı pomoci diferenciálńıch rovńıc
❏ pro k = 0 dostaneme:

p0(t + h) = p0(t)(1 − λh + o(h)) + p1(t)(µh + o(h)) +
∞∑

j=2
pj(t)o(h)

❏ pro k = 1, 2, . . . dostaneme:

pk(t + h) =
k−2∑
j=0

pj(t)o(h) + pk−1(t)(λh + o(h))

+ pk(t)(1 − λh − µh + o(h))

+ pk+1(t)(µh + o(h)) +
∞∑

j=k+2
pj(t)o(h)
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Řešeńı pomoci diferenciálńıch rovńıc
❏ pro k = 0 dostaneme:

p0(t + h) = p0(t)(1 − λh + o(h)) + p1(t)(µh + o(h)) +
∞∑

j=2
pj(t)o(h)

❏ pro k = 1, 2, . . . dostaneme:

pk(t + h) =
k−2∑
j=0

pj(t)o(h) + pk−1(t)(λh + o(h))

+ pk(t)(1 − λh − µh + o(h))

+ pk+1(t)(µh + o(h)) +
∞∑

j=k+2
pj(t)o(h)
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Řešeńı pomoci diferenciálńıch rovńıc

❏ algebraickou úpravou a limitńım p̌rechodem pro h→ 0+ dostaneme
diferenciálńı rovnici pro k = 0:

∂

∂t p0(t) = −λp0(t) + µp1(t)

❏ algebraickou úpravou a limitńım p̌rechodem pro h→ 0+ dostaneme
diferenciálńı rovnice pro k = 1, 2, . . . :

∂

∂t pk(t) = λpk−1(t) − (λ+ µ)pk(t) + µpk+1(t)
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Řešeńı pomoci diferenciálńıch rovńıc

❏ algebraickou úpravou a limitńım p̌rechodem pro h→ 0+ dostaneme
diferenciálńı rovnici pro k = 0:

∂

∂t p0(t) = −λp0(t) + µp1(t)

❏ algebraickou úpravou a limitńım p̌rechodem pro h→ 0+ dostaneme
diferenciálńı rovnice pro k = 1, 2, . . . :

∂

∂t pk(t) = λpk−1(t) − (λ+ µ)pk(t) + µpk+1(t)
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Řešeńı pomoci diferenciálńıch rovńıc
❏ Pokud existuje limita limt→∞pk(t), pak muśı platit

0 = −λp0(∞) + µp1(∞)
0 = λpk−1(∞)− (λ + µ)pk(∞) + µpk+1(∞)

❏ Soustava rovńıc, jej́ıž řešeńım je

pk(∞) = ρkp0(∞),

kde ρ = λ/µ;
❏ Zároveň muśı platit, že

∞∑
k=0

pk(∞) = 1,

jelikož se jedná o pravděpodobnostńı rozděleńı na množine {0, 1, 2, . . . , };
(limitné rozděleńı teda existuje pro ρ < 1 a ide o geometrické rozděleńı s
parametrem ρ = λ

µ
)
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Sjednoceńı nezávislých Poissonových proces̊u
❏ Generická vlastnost Poissonového rozdeleńı:

N1 ∼ Poiss(λ1) ∧ N2 ∼ Poiss(λ2) =⇒ N1 + N2 ∼ Poiss(λ1 + λ2)

❏ Analogický aj pro Poissonov proces

Pro {N1(t); t ≥ 0} a {N1(t); t ≥ 0} dva nezávislé homogénńı Poissonové
procesy s intenzitou λ1 > 0 a λ2 > 0, pak aj

{N1(t) + N2(t); t ≥ 0}

je homogénńı Poissonov proces s pŕıslušnou intenzitou λ1 + λ2;

Samostatný úkol

Ukážte, že Poissonov proces {N1(t) + N2(t); t ≥ 0} definovaný jako součet
dvou vzájemně nezávislých homogénńıch Poissonových proces̊u s intenzitami
λ1 > 0 a λ2 > 0 splňuje vlastnosti Poissonového procesu.
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Přednáška 11 ∥ Bodové procesy 04.05.2023

Zobecněńı pro v́ıce proces̊u
❏ Zjednoceńı dvou nezávislých Poissonových proces̊u lze samozrejme

zobecnit na v́ıce než dva procesy;

❏ Obecně, pro m ∈ N vzájemně nezávislých homogénńıch Poissonových
proces̊u {N1(t); t ≥ 0}, . . . , {Nm(t); t ≥ 0} s intenzitami λj > 0 pro
j = 1, . . . , m plat́ı, že

N(t) = N1(t) + · · ·+ Nm(t)

je opět Poissonov proces s p̌ŕıslušnou intenzitou

λ = λ1 + · · ·+ λm.

Samostatný úkol

Ukážte, že Poissonov proces {N1(t) + · · · + Nm(t); t ≥ 0} definovaný jako
součet m vzájemně nezávislých homogénńıch Poissonových proces̊u s intenzi-
tami λj > 0 pro j = 1, . . . , m, splňuje vlastnosti Poissonového procesu.

222 / 229
NMFM332 | Statistika pro finančńı matematiky 2
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Nezávislost a podḿıněná závislost

❏ Necht’ {N(t); t ≥ 0} je Poissonův proces s intenzitou λ > 0;
❏ Události v procesu náhodne označ́ıme dvěma r̊uznymi nálepkami...
❏ S pravděpodobnosti p ∈ (0, 1) označ́ıme událost nálepkou A;

(výskyt události typu A tvǒŕı č́ıtaćı proces {N1(t); t ≥ 0})
❏ S pravděpodobnosti (1− p) označ́ıme událost nálepkou B;

(výskyt události typu B tvǒŕı č́ıtaćı proces {N2(t); t ≥ 0})

Věta: Nezávislost rozděleného Poissonového procesu

Č́ıtaćı procesy {N1(t); t ≥ 0} a {N2(t); t ≥ 0} jsou vzájemně
nezávislé homogénńı Poissonové procesy s p̌ŕıslušnými intenzitami
λ1 = λp a λ2 = λ(1 − p).

223 / 229
NMFM332 | Statistika pro finančńı matematiky 2
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Nezávislost a podḿıněná závislost

❏ Poissonové procesy {N1(t); t ≥ 0} a {N2(t); t ≥ 0} jsou dle p̌redchoźı
věty združeně nezávislé;

❏ Podḿıněně, p̌ri daném stavu procesu {N(t); t ≥ 0}, jsou ale procesy
{N1(t); t ≥ 0} a {N2(t); t ≥ 0} vzájemně závislé;

Samostatný úkol

Ukážte, proč jsou procesy {N1(t); t ≥ 0} a {N2(t); t ≥ 0} p̌ri danem N ∈ N
podḿıněně závislé. Dokonca jeden proces zcela určuje ten druhý.
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Různá zobecněńı Poissonového procesu

❏ zobecněńı Poissonového procesu v neeuklidovských prostorech;
(fundamentalńı nástroj v pravděpodobnosti, teórii ḿıri a topológii)

❏ dvojitě stochastický Poissonův proces (Cox̊uv proces);
(Poisson̊uv proces s náhodnou intenzitiou - funkci Λ(t))

❏ složený Poissonův proces (tzv. marked process);
(událost v čase ma vlastńı náhodnou hodnotu)

❏ Poissonův proces se závislými p̌ŕırastkami (Hawkes̊uv proces);
(homogénny nebo nehomogénný, tzv. “self-exciting stochastický process“)

❏ tzv. compound Poissonův proces;
(Poisson̊uv process jako součet několika složených Poissonových proces̊u)

❏ mnohé daľśı zobecněńı a speciálńı p̌ŕıpady;
(užitečný nástroj pro pravděpodobnostńı teórii a stochastické modelováńı)
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K čomu je to všetko dobré?
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To conclude...

Závěrečné zkoušky

227 / 229
NMFM332 | Statistika pro finančńı matematiky 2
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Zkouškové terḿıny

Momentálne sú v SISe vyṕısané 4 skúškové terḿıny. Prihlásenie na
konkrétny terḿın je nutné prostredńıctvom systému SIS. Minimálne jeden
daľśı terḿın bude vyṕısaný v zá̌ŕı 2023.

Závěrečná zkouška pozostáva z dvou časti:

❏ Prvńı část zkoušky
↪→ početná čast’ skúšky na 90 minút (nutné minimum: 50 %);

❏ Druhá část zkoušky
↪→ teoretiká čast’ skúšky na 90 minút (nutné minimum: 50 %);
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Zkouškové terḿıny

❏ 1. Terḿın: Sťreda | 15.05.2023 (10/10)
(Posluchárna 12) | 9:00)

❏ 2. Terḿın: Ponděĺı | 29.05.2023 (1/20)
(Posluchárna K11) | 9:00)

❏ 3. Terḿın: Ponděĺı | 12.06.2023 (0/20)
(Posluchárna K11) | 9:00)

❏ 4. Terḿın: Sťreda | 28.06.2023 (0/20)
(Posluchárna K11) | 9:00)

❏ 5. Terḿın: Zá̌ŕı 2023
(dodatečne bude up̌resněno)

Na konkrétný zkouškový terḿın je nutný zápis prostredńıctvom
elektronického systému SIS (nejpozději jeden den p̌red zkouškou!
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