NMFM301 — Statistika pro finanéni matematiky

Pravdépodobnostni rozdéleni a poradkové statistiky

Podrobné riesenie prikladov (A) a vysledky (B) z 1. cvicenia

A Vzorové priklady s podrobnym feSenim

A1l. Necht X; m4 distribuéni funkci F' pro vSechna i =1,...,n.
o Urcete distribucnf funkce X(1) a X(,).
Resenf:
Nech F(qy(x) je distribucnd funkcia X ;). Potom plati, Ze:
F(l)(x) = P[X(l) <z]=1 —P[X(l) >z]=1-P[X; >uz,...,X, > 1]
Di-J[Pxi>a) @ 1-J[1-Fa)=1-(1-F@)", VzeR

i=1 i=1

n

kde rovnost (1) plynie z nezdvislosti ndhodnych veli¢in X; az X,, a rovnost (2) z definicie
distribué¢nej funkcie F(x) = P[X; < z] a faktu, ze ndhodné veliciny X1, ..., X,, si rovnako
rozdelené (pretoZe sa jednd o ndhodny vyber).

Nech Fi,y(x) je distribucnd funkcia X,). Potom analogicky plati, Ze:

F(n)(.’lt) :P[X(n) <LU] ZP[Xl <z, ..., X, Sm] :ﬁP[Xi SLE] = [F(l‘)]n, Vz e R

i=1

kde sa v poslednych dvoch rovnostiach opit vyuzila vlastnost nezévislosti a rovnakého roz-
delenia ndhodnych veli¢in X1, ..., X,.

e Necht X; m4 hustotu f vzhledem k Lebesguové mife. Najdéte hustoty Xy a X(n)-

Resent:

Ked'7e X; m4 hustotu f vzhledem k Lebesguové mife, tak plati, Ze f(x) = F'(x) pre vietky
x € R. Zaroveil aj pre hustoty f(1) a f(,) ndhodnych velicin Xy a X(,) plati, ze f1)(z) =
Fyy(@) a fm)(x) = F(,,)(z). Preto:

e Fy(@) = 51— (1= F(@)") = n(1 ~ F@))"" - £ P(a)
)
0

13}
fay (@) = o
=nf(z)1 - F(x)]" !, Vz € R;
0
T oz

1
fny () Fiy(z) = —x[F(x)]" = nf(z)[F(z)]" 1, Vz € R.



e Uved'te hustoty X (1) & X(n), kdyz X; ma eponencidlni rozdéleni s parametrem A > 0.

Resenf:
Vzhledem k tomu, Ze pfesnéd parametrizace hustoty neni uvedend, muzeme piedpokladat, ze
hustota nahodné veliciny X; je ve tvaru

fz) = Xe 7,

pro > 0 a hustota je nulovd jinak (pro parameter plati A > 0). Pfislusnd distribuéni funkcia
pre x € R je preto v tvare

F(z) = (1) I{zs0p-
Pifmym dosazenim do f(1)(z) a f(,)(x) dostaneme

Jay(z) = nie " . [2>03,

n—1
Foy () = nre™ [1 - 6‘”} a0y

A2. Necht X; méa distribuéni funkci F' pro vSechna i =1,...,n.

e Urcete sdruzenou distribucni funkei X1y a X(,).

Reseni:
Nech G : R? — [0, 1] oznacuje zdruzent distribuént funkciu ndhodného vektoru (X (1), X(n)) "
Potom (z definicie zdruzenej distribucnej funkeie) plynie, ze
Glz,y) =P Xy <2AXp <yl=PFi: X;<2AX1<y,..., X, <y
P[X) <y,...,X, <y| = [Fy)]" pre ¥ > y;

P{Xi <zU---UX, <z}n{X; <y}n---N{X, <y} prez <y;

Totiz, ak * > y a chceme aby minimum z X;,...,X,, bolo mensie ako x a zaroven maxi-
mum z X1, ..., X, bolo mensie ako y, tak staci, aby vSetky nadhodné veli¢iny Xy, ..., X, boli
mensie, ako y. Na druhu stranu, ak < y, tak minimélne jedna hodnota z X1, ..., X, musi

byt mensia, ako x a zéroveii vietky hodnoty musia byt mensie, ako .

Zdruzend distribu¢na funcia pre pripad x > y je preto zrejmad, a plati, ze

G(x,y)=[F(y)]" prez>y.

Pre pripad = < y zavedieme ndhodné javy 4, = {X; < 2 A X3 < yA--- AKX, <y}, t]
ndhodny jav A; znaci skutecnost, ze ndhodnd veli¢ina X; je menSia nez x a vsetky ndhodné
veli¢iny (samozrejme vratane X;) st mensie, nez y. Premysliet, Ze ndhodny jav A; moze zna-
menaf aj to, Ze vietky ndhodné veli¢iny Xi,..., X, si mensie, nez z (t.j. ndhodné javy A;
nejsou neslicitelne).

Nésledne mozeme vyjadrit pravdepodobnosti:
P(A;) = F(z) - [F(y)]" ™
P(A;NA)) = [F()]?- [F(y)]"™* prei#j
P(Ain AN Ag) = [F(@)]* - [F(y)]"™ prei#j#k

8

P(A N---NA)

[F(2)]"



Opét premysliet, ze ndhodny jav, napr. {4; N 4; N Ay}, znamend, ze ndhodné velic¢iny X, X
a X si mensie, nez x a zaroven vsetky veliciny X71,..., X, si mensie, nez y. Samozrejme to
opat zahfiia aj situdciu, ze vietky nahodné velic¢iny X1, ..., X,, si mensie, nez .

Pre pripad = < y moZeme preto pomocou principu inkluze a exkluze vyjadrit distribuént
funkciu G(z,y) ako

G(z,y) = P(U A;) = zn: P(A) =Y S PANA)+ Y Y S PANA;NA) + -+
i=1 i#] i#j#k
A (=D"P(AIN-- N Ay)

Binomickou vetou a jednoduchou tpravou potom dostaneme

n

Glo.y) = F)" 3 (

Jj=0

;L) [FF@V[Fy)]"7 =[FW)]" - [Fly) - F@)]"  prez<y.

Dohromady teda, zdruzend distribucnd funkcia ndhodného vektoru (X (1), X(y,) )T je pre vietky
(7,y) € R? dand predpisom

[F'(y)" pre x > y;

G(x,y) = n "
[F(y)]" = [F(y) — F(x)]" prez <y.

e Necht X; m4 hustotu f vzhledem k Lebesguové mife. Najdéte sdruzenou hustotu X (1) a X(n)-
Resent:

Zdruzenu hustotu ndhodného vektoru (X 1y, X, (n))T ziskame parcialnym derivovanim zdruzenej
distribuénej funkcie, podla oboch premennych:

92 0 pre x > y;
(.9) = =2 _Gla,y) =
PO 7020y T\ - D@ W) - F@P? pre <y

Pamitat, ze zdruzend hustota je takto definovand pre vietky body (z,y) € R2.

A3. Necht X; ma spojité rozdéleni s distribuéni funkei F' a hustotou f.

e Urcete sdruzenou hustotu rozmez{ W,, a minima Xy).
Resent:
Vyuzijeme vysledok predchddzajiceho prikladu—t.j., zdruzené rozdelenie (distribuénd funk-

cia, resp. hustota) ndhodného vektoru (X(l),X(n))—r je dané funkciou G(z,y), resp. g(z,y)
(pre Tubovolné (z,y) € R?). Kedze v zadani sa pozaduje pouze zdruzend hustota, postaci



vySetrovat pripad pre x < y, pretoze g(x,y) = 0 pre > y. Nasledne pouZijeme vetu o trans-
formécii ndhodného vektoru s transformaénou funkciou ¢ : R? — [0,00) x R definovanou

nasledovne:
y—x w
t = = .

Prislusné inverzné zobrazenie (kedze w =y —x a 2z = ) je

= (2)-6)

Kedze x < y, tak mdme z < z +w a teda w > 0. Pre Jakobidn inverzného zobrazenia t~! sa
Tahko overf, Ze platf |.J;-1| = 1 a preto pre zdruzent hustotu nahodného vektoru (W,,, X(1)) "
dostaneme z vety o transformacii:

h(w,2) = g(z, 2 +w) = n(n — 1) f(2)f(z +w)[F(z +w) — F(2)]" 2, pre z € Raw >0,

a h(w, z) = 0 jinak (pozor na tento 'nulovy’ pripad, hustota je totiz definovand pre vsetky
body (w, z) € R?, takze nestaci pouze zmienit pripady, pre ktoré je hustota nenulova).

Necht X; mé exponencidlni rozdéleni. Ukazte, ze W,, a X (1) jsou nezdvislé. Urcete rozdéleni

nédhodné veli¢iny exp{—AW,}.

Nech X; ~ FEuxp(\) pre nejaky parameter A > 0, tak, Ze prislund hustota je f(z) =

Aexp{—Az} prex >0a f(x) =0prez <0 (t.j. EX = 1/A). Prislusnd distribu¢nd funkcia je
1—e @

0 inak.

re x > 0;
F(x): p =

Hustotu f(z) je mozné zapisat aj v tvare f(z) = Ae ™ - [0y, kde I} je identifikdtorovd
funkcia, ktora vrati hodnotu jedna, ak je podmienka v argumente splnend a vrati hodnotu
nula, ak podmienka splnené nie je. Analogicky aj pre distribuént funkciu mézeme pouzit
kompaktnejsi zapis F(z) = (1 — e ) - [{2>0}-

Priamym dosadenim do hustoty h(w, z) dostaneme, ze

hw,z) =n(n—1)f(2)f(z + w)[F(z + w) — F(2)]"?
n(n—1)- e M5y - Ae XTI s gy - [e7 — e AETITR gy
_ n(n . 1))\26771/\'267/\1”[1 o 67)\w]n72]l{220}]1{w>0}

= n)\e*”’\zﬂ{zzo} S(n—1)Ae M1 — e*)‘w]"*QH{ww} .

n

Exzp(n\) Jfw, (w)

Hustotu h(w, z) je teda mozné faktorizovat na stcin dvoch ¢lenov, pricom oba Eleny zavisia
iba na jednej premennej. Prvy ¢len je evidentne hustota ndhodnej veli¢iny s exponencidlnym
rozdelenim s parametrom nA > 0 (t.j. hustota ndhodnej veli¢iny X (1)) a druhy clen nezdvisi
na z € R a jedna sa teda o hustotu ndhodnej veliciny W,,. Vd'aka tejto faktorizacii vieme, Ze
nahodné veliciny X1y a W), st vzdjomne nezavislé (pripomeiite si ekvivalenény vztah, ktory
déva do stvislosti faktorizdciu zdruzenej hustory s nezévislostou ndhodnych veliéin).



Na zéver, rozdelenie ndhodnej veli¢iny Y = exp{—AW,,} ziskame opat pomocou vety o trans-
formacii (tentokrdt postaci len “jednorozmernd varianta).

Transformécia: ¢ : w — e~ t.j. ndhodn4 veli¢ina Y = t(W,,) = e W=;
Inv. transformécia: t=! : y — —1 logy, t.j. ndhodnd veli¢ina W,, = t=1(Y)) = —1 log(e
(zdroven pre w > 0 dostdvame, ze y € (0,1))

—)\Wn);

Podla vety o transformécii ndhodnej veliéiny mame pre hustotu nahodnej veli¢iny Y nasle-
dujici vztah:

1 1
Frio) = i, (-5 1080 )+ |25 = o pacosniy - o2 L
=(n-1)(1-y)"?  preye(0,1),
a samozrejme fy (y) = 0 jinak. Zdroven sa jednd o hustotu ndhodnej veli¢iny s beta rozdelenim
s parametrami 1 an — 1 (t.j. Y ~ Beta(l,n — 1)).
A4. Necht Xi,...,X, je ndhodny vybér z rozdéleni R(0,1). Spoéitejte hustotu W,,, EW,, a var W,.
Reseni:
Pre zdruzeni hustotu ndhodnych velicin W, a X (1) uz mdme hustotu v tvare:
h(w,z) =n(n —1)f(2)f(z +w)[F(z +w) — F(2))]""? pre z€ Raw >0,

a h(w, z) = 0 jinak. KedZe ndhodné veli¢iny X, ..., X,, maji rovnomerné rozdelenie na intervale
0,1), tak pozndme tvar hustoty f(x) aj distribuénej funkcie F'(z). Plati, ze:

(@) =ze,1))
a tiez
F(z)=x prex € (0,1),

pricom F(z) =0 pre x <0 a F(xz) =1 pre > 1. Po dosadeni preto dostaneme zdruzend hustotu

h(w, Z) = n(n — I)H{ze(o,l)}ﬂ{z+we(071)}[Z +w — Z]niQH{w>0}
n(n = Dleo1-wyw" Lwe)-

Potrebujeme totiz, aby

O0<z4+w<1
—w<z<l—w

ale zaroven aj z > 0 a 0 < w < 1. Preto identifikdtorové funkcie v danom tvare. Pre hustotu
ndhodnej veliciny W,, (a prislugné charakteristiky strednej hodnoty a rozptylu) staéi integrovat
zdruZent hustotu vzhladom k premennej z € R. Dostaneme:

fwn(w) :/ h ’U) Z (n 1>wn—2 Al_w 1dz

n(n — Dw" (1 —w) prew € (0,1)



A5.

a fu., (w) = 0 inak. Teraz je uZitoéné uvedomit si, Ze sa jednd o hustotu ndhodnej veli¢iny, ktord
ma Beta rozdelenie, s parametrami « =n — 1 a § = 2. To znamen4, Ze

W, ~ Beta(a, 3) = Beta(n —1,2),
pricom z vlastnosti Beta rozdelenia vieme, Ze pre strednt hodnotu a rozptyl platia nasledujtice
vzfahy:
a n—1 af 2(n—1)

W= = nr1 VU S G et ) T it 9 1R

Nghodné veliciny X, Y jsou nezdvislé. X mé rovnomérné rozdéleni na intervalu [—1,1] a Y m4&
rovnomérné rozdéleni na intervalu [0, 1]. Spoc¢téte podminéné stFedni hodnoty:

o« E[X2+Y|Y].
Reseni:
7Z linearity podmienenej strednej hodnoty plynie tdprava
E[X?+Y|Y] =E [X?]Y] +E [Y]Y]

a nezdvislosti X a Y a definicie podmienej strednej hodnoty (t.j., meratelnosti ndhodnych
velicin X a Y) tiez
E[X?IY]=EX* a E[Y[|Y]=Y

Preto dostaneme E [X? +Y|Y] =EX?+Y =1/3+Y.
e E[X|X +Y].

Regent:
V prvom rade, sicet W = X + Y m4 rozdelenie s hustotou (overte samostatne)

F(w+1), prew e (-1,0];

1

=, pre w € [0,1];
fw(w) = ?

5(7w+2)a pre w € [172);

0 jinak.

Zdruzené rozdelenie ndhodného vektoru (X, W) T ziskame zo zdruzeného rozdelenia ndhodného
vektoru (X,Y)T pouzitim vety o transformécii. Rozdelenie ndhodného vektoru (X,Y)T je
(z nezavislosti X a Y') dané hustotou

fla,y) = % Te-1,13y - Liyepay,  pre (z,y) e Rx R
Definujme transformciu
t (X, V) — OU,W) =X, X+Y)"
a prislusné inverzné zobrazenie
T (UW) — (U,W-U)T.

Je zrejmé, ze Jakobidn inverzného zobrazenia je | J| = 1 a preto zdruzené rozdelenie ndhodného
vektoru (U, W) resp. ndhodného vektoru (X, X +Y)T (a tiez plati, ze fir,w) = f(x,x+v) =
f(x,wy) je dané hustotou

1
Jwow)(u,w) = 3 Twel-1y - Tpw-uep,ny: pre (u,w) € R x R.



B

B1.
B2.
B3.

B4.
B5.

B6.
B7.

BS8.

B9.

Pozadovani podmienenti strednii hodnotu spocitame (z definicie) podla vzfahu

E (XX +Y =] ZEXW =u] = - [ o fvan(@w)da
Ty S0 grdr = 5w 1) akwe (~1,0);

=9 T Jungrdr=w—3 ak w € [0, 1];

%(zl—w) 'f$—1 sede = 3 ak w € [1,2).

o E[X?+Y[X +V].

Analogickym sposobom, ako predchédzajuci priklad.

Vysledky
(a) EZ ~ Exp(\ + v) (b) EZ = & (c) PY <Y] =2
Fz(z) = FX7y(Z, Z)

folu) = ﬁ, pro u € (0,1)

_ n—1

Neni. Lze napr. ukdzat, ze lim,_, _~, F(z,y) =y pro y € (0, 1), coz je spor s vlastnosti distribuénf
fce, kdy musi platit, ze lim,_, o F(z,y) =0 (a stejné tak i limy_, o F(z,y) =0).

Wa ~ Beta(n —1,2)

V prvnim kroku vyuzit zdruzenou hustotu nahodného vektoru (Xq, X (n))T, nasledné pouzit vétu
o transformaci (hustoty) ndhodného vektoru a nédsledné z hustoty ziskat distribuéni funkei H (z).

Vyuzit vztah EW,, = EX(,) — EX(1) a (pomoci per partes integrovani) spocitat.

Vyuzit vztah EW,, = EX(,) — EX(1) a nasledné aplikovat vztah (hint) EX = fooo[l — F(x)]dz.

B10. Hustota nédhodné veli¢iny Y,, = n[l — %} je faly) = =1(1 - %)n_l, pro z € (0,n). To jiz

implikuje (Scheffé theorem) i konvergenci v distribtici (teda F,(y) — F(y), pre n — oo a vSechny
y € R, které jsou bodmi spojitosti F, kde F,, a F jsou distribuéni funkce Y, a Y).



