
NMFM301 – Statistika pro finančńı matematiky

Pravděpodobnostńı rozděleńı a pořádkové statistiky

Podrobné riešenie pŕıkladov (A) a výsledky (B) z 1. cvičenia

A Vzorové pŕıklady s podrobným řešeńım

A1. Necht’ Xi má distribučńı funkci F pro všechna i = 1, . . . , n.

• Určete distribučńı funkce X(1) a X(n).

Řešeńı:
Nech F(1)(x) je distribučná funkcia X(1). Potom plat́ı, že:

F(1)(x) = P [X(1) ≤ x] = 1− P [X(1) > x] = 1− P [X1 > x, . . . ,Xn > x]

(1)
= 1−

n∏
i=1

P [Xi > x]
(2)
= 1−

n∏
i=1

[1− F (x)] = 1− (1− F (x))n, ∀x ∈ R

kde rovnost’ (1) plynie z nezávislosti náhodných velič́ın X1 až Xn a rovnost’ (2) z defińıcie
distribučnej funkcie F (x) = P [Xi ≤ x] a faktu, že náhodné veličiny X1, . . . , Xn sú rovnako
rozdelené (pretože sa jedná o náhodný výber).

Nech F(n)(x) je distribučná funkcia X(n). Potom analogický plat́ı, že:

F(n)(x) = P [X(n) ≤ x] = P [X1 ≤ x, . . . ,Xn ≤ x] =

n∏
i=1

P [Xi ≤ x] = [F (x)]n, ∀x ∈ R

kde sa v posledných dvoch rovnostiach opät’ využila vlastnost’ nezávislosti a rovnakého roz-
delenia náhodných velič́ın X1, . . . , Xn.

• Necht’ Xi má hustotu f vzhledem k Lebesguově mı́̌re. Najděte hustoty X(1) a X(n).

Řešeńı:
Ked’že Xi má hustotu f vzhledem k Lebesguově mı́̌re, tak plat́ı, že f(x) = F ′(x) pre všetky
x ∈ R. Zároveň aj pre hustoty f(1) a f(n) náhodných velič́ın X(1) a X(n) plat́ı, že f(1)(x) =
F ′
(1)(x) a f(n)(x) = F ′

(n)(x). Preto:

f(1)(x) =
∂

∂x
F(1)(x) =

∂

∂x
[1− (1− F (x))n] = n(1− F (x))n−1 · ∂

∂x
F (x)

= nf(x)[1− F (x)]n−1, ∀x ∈ R;

f(n)(x) =
∂

∂x
F(n)(x) =

∂

∂x
[F (x)]n = nf(x)[F (x)]n−1, ∀x ∈ R.
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• Uved’te hustoty X(1) a X(n), když Xi má eponenciálńı rozděleńı s parametrem λ > 0.

Řešeńı:
Vzhledem k tomu, že přesná parametrizace hustoty neńı uvedená, můžeme předpokládat, že
hustota náhodné veličiny Xi je ve tvaru

f(x) = λe−λx,

pro x ≥ 0 a hustota je nulová jinak (pro parameter plat́ı λ > 0). Př́ıslušná distribučńı funkcia
pre x ∈ R je preto v tvare

F (x) = (1− e−λx) · I{x≥0}.

Př́ımym dosazeńım do f(1)(x) a f(n)(x) dostaneme

f(1)(x) = nλe−nλx · I{x≥0},

f(n)(x) = nλe−λx
[
1− e−λx

]n−1

· I{x≥0}.

A2. Necht’ Xi má distribučńı funkci F pro všechna i = 1, . . . , n.

• Určete sdruženou distribučńı funkci X(1) a X(n).

Řešeńı:
NechG : R2 → [0, 1] označuje združenú distribučnú funkciu náhodného vektoru (X(1), X(n))

⊤.
Potom (z defińıcie združenej distribučnej funkcie) plynie, že

G(x, y) = P [X(1) ≤ x ∧X(n) ≤ y] = P [∃i : Xi ≤ x ∧X1 ≤ y, . . . , Xn ≤ y]

=

 P [X1 ≤ y, . . . , Xn ≤ y] = [F (y)]n pre x ≥ y;

P [{X1 ≤ x ∪ · · · ∪Xn ≤ x} ∩ {X1 ≤ y} ∩ · · · ∩ {Xn ≤ y}] pre x < y;

Tot́ıž, ak x ≥ y a chceme aby minimum z X1, . . . , Xn bolo menšie ako x a zároveň maxi-
mum z X1, . . . , Xn bolo menšie ako y, tak stač́ı, aby všetky náhodné veličiny X1, . . . , Xn boli
menšie, ako y. Na druhú stranu, ak x < y, tak minimálne jedna hodnota z X1, . . . , Xn muśı
byt’ menšia, ako x a zároveň všetky hodnoty musia byt’ menšie, ako y.

Združená distribučná funcia pre pŕıpad x ≥ y je preto zrejmá, a plat́ı, že

G(x, y) = [F (y)]n pre x ≥ y.

Pre pŕıpad x < y zavedieme náhodné javy Ai = {Xi ≤ x ∧ X1 ≤ y ∧ · · · ∧ Xn ≤ y}, t.j.
náhodný jav Ai znač́ı skutečnost, že náhodná veličina Xi je menšia než x a všetky náhodné
veličiny (samozrejme vrátane Xi) sú menšie, než y. Premysliet’, že náhodný jav Ai môže zna-
menat’ aj to, že všetky náhodné veličiny X1, . . . , Xn sú menšie, než x (t.j. náhodné javy Ai

nejsou neslúčitelne).

Následne môžeme vyjadrit’ pravdepodobnosti:

P (Ai) = F (x) · [F (y)]n−1

P (Ai ∩Aj) = [F (x)]2 · [F (y)]n−2 pre i ̸= j

P (Ai ∩Aj ∩Ak) = [F (x)]3 · [F (y)]n−3 pre i ̸= j ̸= k

· · ·
P (A1 ∩ · · · ∩An) = [F (x)]n
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Opät’ premysliet, že náhodný jav, napr. {Ai∩Aj ∩Ak}, znamená, že náhodné veličiny Xi, Xj

a Xk sú menšie, než x a zároveň všetky veličiny X1, . . . , Xn sú menšie, než y. Samozrejme to
opät’ zahŕňa aj situáciu, že všetky náhodné veličiny X1, . . . , Xn sú menšie, než x.

Pre pŕıpad x < y môžeme preto pomocou prinćıpu inkluze a exkluze vyjádrit’ distribučnú
funkciu G(x, y) ako

G(x, y) = P (∪n
i=1Ai) =

n∑
i=1

P (Ai)−
∑∑

i̸=j

P (Ai ∩Aj) +
∑∑∑

i̸=j ̸=k

P (Ai ∩Aj ∩Ak) + · · ·

· · ·+ (−1)n−1P (A1 ∩ · · · ∩An)

= nF (x)[F (y)]n−1 −
(
n

2

)
[F (x)2] · [F (y)]n−2 + · · ·+ (−1)n−1

(
n

n

)
[F (x)]n.

Do výrazu na poslednom riadku vhodne pripoč́ıtame nulu, a to v nasledujúcom tvare:

0 = [F (y)]n − [F (y)]n = [F (y)]n −
(
n

0

)
[F (x)]0[F (y)]n

Binomickou vetou a jednoduchou úpravou potom dostaneme

G(x, y) = [F (y)]n −
n∑

j=0

(
n

j

)
[−F (x)]j [F (y)]n−j = [F (y)]n − [F (y)− F (x)]n pre x < y.

Dohromady teda, združená distribučná funkcia náhodného vektoru (X(1), X(n))
⊤ je pre všetky

(x, y) ∈ R2 daná predpisom

G(x, y) =

 [F (y)]n pre x ≥ y;

[F (y)]
n − [F (y)− F (x)]

n
pre x < y.

• Necht’ Xi má hustotu f vzhledem k Lebesguově mı́̌re. Najděte sdruženou hustotu X(1) a X(n).

Řešeńı:

Združenu hustotu náhodného vektoru (X(1), X(n))
⊤ źıskame parciálnym derivovańım združenej

distribučnej funkcie, podl’a oboch premenných:

g(x, y) =
∂2

∂x∂y
G(x, y) =

 0 pre x ≥ y;

n(n− 1)f(x)f(y)[F (y)− F (x)]n−2 pre x < y;

Pamätat’, že združená hustota je takto definovaná pre všetky body (x, y) ∈ R2.

A3. Necht’ Xi má spojité rozděleńı s distribučńı funkćı F a hustotou f .

• Určete sdruženou hustotu rozmeźı Wn a minima X(1).

Řešeńı:

Využijeme výsledok predchádzajúceho pŕıkladu—t.j., združené rozdelenie (distribučná funk-
cia, resp. hustota) náhodného vektoru (X(1), X(n))

⊤ je dané funkciou G(x, y), resp. g(x, y)
(pre l’ubovolné (x, y) ∈ R2). Ked’že v zadańı sa požaduje pouze združená hustota, postač́ı
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vyšetrovat’ pŕıpad pre x < y, pretože g(x, y) = 0 pre x ≥ y. Následne použijeme vetu o trans-
formácii náhodného vektoru s transformačnou funkciou t : R2 → [0,∞) × R definovanou
následovne:

t(x, y) =

(
y − x

x

)
=

(
w

z

)
.

Pŕıslušné inverzné zobrazenie (ked’že w = y − x a z = x) je

t−1(w, z) =

(
z

w + z

)
=

(
x

y

)
.

Ked’že x < y, tak máme z < z +w a teda w > 0. Pre Jakobián inverzného zobrazenia t−1 sa
l’ahko oveŕı, že plat́ı |Jt−1 | = 1 a preto pre združenú hustotu náhodného vektoru (Wn, X(1))

⊤

dostaneme z vety o transformácii:

h(w, z) = g(z, z + w) = n(n− 1)f(z)f(z + w)[F (z + w)− F (z)]n−2, pre z ∈ R a w > 0,

a h(w, z) = 0 jinak (pozor na tento ’nulový’ pŕıpad, hustota je totiž definovaná pre všetky
body (w, z) ∈ R2, takže nestač́ı pouze zmienit’ pŕıpady, pre ktoré je hustota nenulová).

• Necht’ Xi má exponenciálńı rozděleńı. Ukažte, že Wn a X(1) jsou nezávislé. Určete rozděleńı
náhodné veličiny exp{−λWn}.

Řešeńı:

Nech Xi ∼ Exp(λ) pre nejaký parameter λ > 0, tak, že pŕıslušná hustota je f(x) =
λ exp{−λx} pre x ≥ 0 a f(x) = 0 pre x < 0 (t.j. EX = 1/λ). Pŕıslušná distribučná funkcia je

F (x) =

 1− e−λx pre x ≥ 0;

0 inak.

Hustotu f(x) je možné zaṕısat’ aj v tvare f(x) = λe−λx · I{x≥0}, kde I{·} je identifikátorová
funkcia, ktorá vráti hodnotu jedna, ak je podmienka v argumente splnená a vráti hodnotu
nula, ak podmienka splnená nie je. Analogicky aj pre distribučnú funkciu môžeme použit’

kompaktneǰśı zápis F (x) = (1− e−λx) · I{x≥0}.

Priamým dosadeńım do hustoty h(w, z) dostaneme, že

h(w, z) = n(n− 1)f(z)f(z + w)[F (z + w)− F (z)]n−2

= n(n− 1) · λe−λzI{z≥0} · λe−λ(z+w)I{z+w≥0} · [e−λz − e−λ(z+w)]n−2 · I{w>0}

= n(n− 1)λ2e−nλze−λw[1− e−λw]n−2I{z≥0}I{w>0}

= nλe−nλzI{z≥0}︸ ︷︷ ︸
Exp(nλ)

· (n− 1)λe−λw[1− e−λw]n−2I{w>0}︸ ︷︷ ︸
fWn (w)

.

Hustotu h(w, z) je teda možné faktorizovat’ na súčin dvoch členov, pričom oba členy závisia
iba na jednej premennej. Prvý člen je evidentne hustota náhodnej veličiny s exponenciálnym
rozdeleńım s parametrom nλ > 0 (t.j. hustota náhodnej veličiny X(1)) a druhý člen nezáviśı
na z ∈ R a jedná sa teda o hustotu náhodnej veličiny Wn. Vd’aka tejto faktorizácii vieme, že
náhodné veličiny X(1) a Wn sú vzájomne nezávislé (pripomeňte si ekvivalenčný vzt’ah, ktorý
dáva do súvislosti faktorizáciu združenej hustory s nezávislost’ou náhodných velič́ın).
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Na záver, rozdelenie náhodnej veličiny Y = exp{−λWn} źıskame opät’ pomocou vety o trans-
formácii (tentokrát postač́ı len ´jednorozmerná varianta).

Transformácia: t : w → e−λw, t.j. náhodná veličina Y = t(Wn) = e−λWn ;
Inv. transformácia: t−1 : y → − 1

λ log y, t.j. náhodná veličina Wn = t−1(Y ) = − 1
λ log(e−λWn);

(zároveň pre w > 0 dostávame, že y ∈ (0, 1))

Podl’a vety o transformácii náhodnej veličiny máme pre hustotu náhodnej veličiny Y nasle-
dujúci vzt’ah:

fY (y) = fWn

(
− 1

λ
log y

)
·
∣∣∣∣∂t−1(y)

∂y

∣∣∣∣ = (n− 1)λelog y[1− elog y]n−2 · 1

λy

= (n− 1)(1− y)n−2, pre y ∈ (0, 1),

a samozrejme fY (y) = 0 jinak. Zároveň sa jedná o hustotu náhodnej veličiny s beta rozdeleńım
s parametrami 1 a n− 1 (t.j. Y ∼ Beta(1, n− 1)).

A4. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı R(0, 1). Spoč́ıtejte hustotu Wn, EWn a varWn.

Řešeńı:

Pre združenú hustotu náhodných velič́ın Wn a X(1) už máme hustotu v tvare:

h(w, z) = n(n− 1)f(z)f(z + w)[F (z + w)− F (z))]n−2 pre z ∈ R a w > 0,

a h(w, z) = 0 jinak. Ked’že náhodné veličiny X1, . . . , Xn majú rovnomerné rozdelenie na intervale
(0, 1), tak poznáme tvar hustoty f(x) aj distribučnej funkcie F (x). Plat́ı, že:

f(x) = I{x∈(0,1)}

a tiež

F (x) = x pre x ∈ (0, 1),

pričom F (x) = 0 pre x < 0 a F (x) = 1 pre x > 1. Po dosadeńı preto dostaneme združenú hustotu

h(w, z) = n(n− 1)I{x∈(0,1)}I{z+w∈(0,1)}[z + w − z]n−2I{w>0}

= n(n− 1)I{z∈(0,1−w)}w
n−2I{w∈(0,1)}.

Potrebujeme tot́ıž, aby

0 < z + w < 1

−w < z < 1− w

ale zároveň aj z > 0 a 0 < w < 1. Preto identifikátorové funkcie v danom tvare. Pre hustotu
náhodnej veličiny Wn (a pŕıslušné charakteristiky strednej hodnoty a rozptylu) stač́ı integrovat’

združenú hustotu vzhl’adom k premennej z ∈ R. Dostaneme:

fwn
(w) =

∫ ∞

−∞
h(w, z)dz = n(n− 1)wn−2

∫ 1−w

0

1dz

= n(n− 1)wn−2(1− w) pre w ∈ (0, 1)
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a fwn
(w) = 0 inak. Teraz je užitočné uvedomit’ si, že sa jedná o hustotu náhodnej veličiny, ktorá

ma Beta rozdelenie, s parametrami α = n− 1 a β = 2. To znamená, že

Wn ∼ Beta(α, β) ≡ Beta(n− 1, 2),

pričom z vlastnosti Beta rozdelenia vieme, že pre strednú hodnotu a rozptyl platia nasledujúce
vzt’ahy:

EWn =
α

α+ β
=

n− 1

n+ 1
V ar(Wn) =

αβ

(α+ β)2(α+ β + 1)
=

2(n− 1)

(n+ 2)(n+ 1)2
.

A5. Náhodné veličiny X, Y jsou nezávislé. X má rovnoměrné rozděleńı na intervalu [−1, 1] a Y má
rovnoměrné rozděleńı na intervalu [0, 1]. Spočtěte podmı́něné středńı hodnoty:

• E
[
X2 + Y |Y

]
.

Řešeńı:
Z linearity podmienenej strednej hodnoty plynie úprava

E
[
X2 + Y |Y

]
= E

[
X2|Y

]
+ E [Y |Y ]

a nezávislosti X a Y a defińıcie podmienej strednej hodnoty (t.j., meratel’nosti náhodných
velič́ın X a Y ) tiež

E
[
X2|Y

]
= EX2 a E [Y |Y ] = Y.

Preto dostaneme E
[
X2 + Y |Y

]
= EX2 + Y = 1/3 + Y .

• E [X|X + Y ].

Řešeńı:
V prvom rade, súčet W = X + Y má rozdelenie s hustotou (overte samostatne)

fW (w) =



1
2 (w + 1), pre w ∈ (−1, 0];

1
2 , pre w ∈ [0, 1];

1
2 (−w + 2), pre w ∈ [1, 2);

0 jinak.

Združené rozdelenie náhodného vektoru (X,W )⊤ źıskame zo združeného rozdelenia náhodného
vektoru (X,Y )⊤ použit́ım vety o transformácii. Rozdelenie náhodného vektoru (X,Y )⊤ je
(z nezávislosti X a Y ) dané hustotou

f(x, y) =
1

2
· I{x∈[−1,1]} · I{y∈[0,1]}, pre (x, y) ∈ R× R.

Definujme transformciu

t : (X,Y )⊤ −→ (U,W )⊤ ≡ (X,X + Y )⊤

a pŕıslušné inverzné zobrazenie

τ : (U,W )⊤ −→ (U,W − U)⊤.

Je zrejmé, že Jakobián inverzného zobrazenia je |Jτ | = 1 a preto združené rozdelenie náhodného
vektoru (U,W )⊤ resp. náhodného vektoru (X,X+Y )⊤ (a tiež plat́ı, že f(U,W ) ≡ f(X,X+Y ) ≡
f(X,W )) je dané hustotou

f(U,W )(u,w) =
1

2
· I{u∈[−1,1]} · I{w−u∈[0,1]}, pre (u,w) ∈ R× R.
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Požadovanú podmienenú strednú hodnotu spoč́ıtame (z defińıcie) podl’a vzt’ahu

E [X|X + Y = w] ≡ E [X|W = w] =
1

fW (w)
·
∫ ∞

−∞
x · f(X,W )(x,w)dx

=


1

1
2 (w+1)

·
∫ w

−1
1
2xdx = 1

2 (w − 1) ak w ∈ (−1, 0];

1
1
2

·
∫ w

w−1
1
2xdx = w − 1

2 ak w ∈ [0, 1];

1
1
2 (2−w)

·
∫ 1

w−1
1
2xdx = w

2 ak w ∈ [1, 2).

• E
[
X2 + Y |X + Y

]
.

Řešeńı:
Analogickým spôsobom, ako predchádzajúci pŕıklad.

B Výsledky

B1. (a) EZ ∼ Exp(λ+ ν) (b) EZ = 1
λ+ν (c) P [Y < Y ] = λ

λ+ν

B2. FZ(z) = FX,Y (z, z)

B3. fU (u) =
2

(u+1)2 , pro u ∈ (0, 1)

B4. EV = n−1
n+1

B5. Neńı. Lze napr. ukázat, že limx→−∞ F (x, y) = y pro y ∈ (0, 1), což je spor s vlastnosti distribučńı
fce, kdy muśı platit, že limx→−∞ F (x, y) = 0 (a stejně tak i limy→−∞ F (x, y) = 0).

B6. Wn

θ ∼ Beta(n− 1, 2)

B7. V prvńım kroku využit združenou hustotu náhodného vektoru (X(1), X(n))
⊤, následně použ́ıt větu

o transformaci (hustoty) náhodného vektoru a následně z hustoty źıskat distribučńı funkci H(x).

B8. Využ́ıt vztah EWn = EX(n) − EX(1) a (pomoci per partes integrováńı) spoč́ıtat.

B9. Využ́ıt vztah EWn = EX(n) − EX(1) a následně aplikovat vztah (hint) EX =
∫∞
0

[1− F (x)]dx.

B10. Hustota náhodné veličiny Yn = n
[
1 − Wn

θ

]
je fn(y) = n−1

n

(
1 − z

n

)n−1
, pro z ∈ (0, n). To již

implikuje (Scheffé theorem) i konvergenci v distribúci (teda Fn(y) → F (y), pre n → ∞ a všechny
y ∈ R, které jsou bodmi spojitosti F , kde Fn a F jsou distribučńı funkce Yn a Y ).
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