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Bodové odhady neznámých parametr̊u pomoćı metody maximálńı věrohodnosti

Cvičeńı 27.10.2026 & 29.10.2026 | Zimńı semestr 2026/2027

Necht’ X1, . . . , Xn je reálný náhodný výběr (i.i.d.) z rozděleńı s hustotou fθ(x) (vzhledem k Lebesgueově
mı́ře, př́ıpadně vzhledem k č́ıtaćı mı́ře), která záviśı na neznámém parametru θ ∈ Θ ⊆ R (př́ıpadně na
v́ıcerozměrném parametru θ ∈ Θ ⊆ Rp pro nějaké p ∈ N). Připomeňme, že odhad neznámého parametru
θ ∈ Θ (resp. vektorového parametru θ ∈ Θ) na základě náhodného výběru X1, . . . , Xn je měřitelné
zobrazeńı z výběrového prostoru Rn do parametrického prostoru Θ ⊆ R (resp. Θ ⊆ Rp).

Samotný odhad θ̂ ≡ T (X1, . . . , Xn) = T (X), kdeX = (X1, . . . , Xn)>, lze zkonstruovat mnoha zp̊usoby
(MM, GMM atd.) a jedńım z nich je postup založený na principu maximalizace věrohodnostńı funkce.

Věrohodnostńı funkce je jakožto funkce neznámého parametru θ ∈ Θ při daném náhodném výběru
definována předpisem

L(θ,X) ≡ L(θ,X1, . . . , Xn) =

n∏
i=1

fθ(Xi), pro θ ∈ Θ.

Věrohodnostńı funkce L(·,X) : Θ→ R je vlastně sdružená hustota náhodného vektoru (X1, . . . , Xn)> ∈ Rn
(jelikož náhodné veličiny X1, . . . , Xn jsou nezávislé), která je vyhodnocena (resp. vyč́ıslena) v konkrétńı
realizaci náhodného výběru. Jelikož je parametr θ ∈ Θ neznámý, d́ıváme se na výraz L(θ,X) jako na funkci
neznámého parametru. Tato funkce je ovšem také náhodná, protože záviśı na datech – tj. na náhodném
výběru X1, . . . , Xn.

Jelikož mnoho běžných pravděpodobnostńıch rozděleńı patř́ı do exponenciálńı rodiny rozděleńı, je z te-
oretického i výpočetńıho hlediska často vhodněǰśı uvažovat tzv. logaritmickou věrohodnostńı funkci, která
je definována předpisem

l(θ,X) ≡ l(θ,X1, . . . , Xn) = logL(θ,X1, . . . , Xn) =

n∑
i=1

log
(
fθ(Xi)

)
.

Odhad neznámého parametru θ ∈ Θ pomoćı metody maximálńı věrohodnosti je pak definován jako
hodnota θ ∈ Θ, pro kterou funkce l(θ,X) nabývá svého (globálńıho) maxima, tedy plat́ı, že

θ̂n ∈ Argmax
θ∈Θ

l(θ,X).

Hledáńı maxima již prob́ıhá standardńım zp̊usobem: pokud je funkce l(θ,X) diferencovatelná vzhledem
k parametru θ ∈ Θ, pak definujeme tzv. skórovou funkci

U(θ,X) ≡ ∂

∂θ
l(θ,X) =

n∑
i=1

f ′θ(Xi)

fθ(Xi)
,

kde f ′θ(Xi) znač́ı derivaci hustoty fθ podle parametru θ ∈ Θ, vyč́ıslenou v realizované hodnotě Xi ∈ R.
Řešeńım rovnice U(θ,X) = 0 nalezneme extrém logaritmické věrohodnostńı funkce l(θ,X), který

může být lokálńım minimem, lokálńım maximem nebo sedlovým bodem. Pokud je nalezený stacionárńı
bod lokálńım maximem (tedy např. plat́ı, že U ′(θ,X) = ∂

∂θU(θ,X) < 0 pro všechny θ ∈ Θ, teda funkce
l(·,X) je konkávńı), pak je daný bod maximálně věrohodným odhadem neznámého parametru θ ∈ Θ.

Pokud je parametr θ ∈ Θ ⊆ Rp v́ıcerozměrný (tj. p > 1), pak L(·,X) : Θ → R a l(·,X) : Θ → R.

Kandidáty na maximálně věrohodný odhad θ̂n ∈ Θ můžeme za předpokladu diferencovatelnosti a vnitřńıho
řešeńı nalézt řešeńım soustavy p rovnic

U(θ,X) = 0 ∈ Rp,

kde U(θ,X) = ( ∂
∂θ1

l(θ,X), . . . , ∂
∂θp

l(θ,X))> a θ = (θ1, . . . , θp)
> ∈ Rp. Následně je nutné ještě ověřit, zda

nalezené řešeńı skutečně odpov́ıdá globálńımu maximu.
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A Př́ıklady

A1. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z Paretova rozděleńı s hustotou

fθ(x) =
θ

xθ+1
I(1,∞)(x), pro θ > 2.

Pomoćı momentové metody a metody maximálńı věrohodnosti najděte odhad neznámého parametru
θ > 2. [Použijte vztahy EXi = θ

θ−1 , varXi = θ
(θ−1)2(θ−2) ]

A2. Určete asymptotické rozděleńı momentového odhadu θ̃n a maximálně věrohodného odhadu θ̂n z před-
choźıho př́ıkladu a porovnejte jejich asymptotické rozptyly.

A3. Metodou maximálńı věrohodnosti na základě náhodného výběru X1, . . . , Xn ∼ fθ(x) najděte odhad

θ̂n parametru θ, pokud hustota fθ ∈ F je definovaná předpisem

fθ(x) =
θ

1− θ
x(2θ−1)/(1−θ)I(0,1)(x), θ ∈ (0, 1).

Najděte asymptotické rozděleńı θ̂n.

A4. Momentovou metodou najděte odhad θ̃n parametru θ v modelu z předchoźıho př́ıkladu. Určete
asymptotické rozděleńı θ̃n a porovnejte asymptotický rozptyl maximálně věrohodného odhadu θ̂n
a momentového odhadu θ̃n.

A5. Uvažujte náhodný výběr X1, . . . , Xn z normálńıho rozděleńı N(µ, σ2), kde oba parametry µ ∈ R a
σ2 > 0 jsou neznámé. Pomoćı metody maximálńı věrohodnosti najděte odhad vektorového parametru
θ = (µ, σ2)> ∈ Θ ≡ R× (0,∞). Najděte asymptotické rozděleńı tohoto odhadu.

A6? Necht’ X1, . . . , Xn ∼ U(min(0, θ),max(0, θ)) pro θ ∈ Θ ≡ R/{0} (tj. rovnoměrné rozděleńı na daném

intervalu). Pomoćı metody maximálńı věrohodnosti sestrojte odhad θ̂ pro neznámý parametr θ ∈ Θ.
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B Doplňuj́ıćı př́ıklady (opakováńı, nahrazováńı, procvičováńı)

Př́ıklady v sérii B jsou určeny pro samostatné procvičováńı nad rámec výuky cvičeńı.

V následuj́ıćıch př́ıkladech obecně předpokládáme, že náhodné veličiny X1, . . . , Xn tvoř́ı náhodný výběr
z rozděleńı s hustotou fθ(x) ∈ F = {fθ(x), θ ∈ Θ}.

B1. Metodou maximálńı věrohodnosti najděte odhad θ̂n parametru θ v modelu

fθ(x) = θ(θ + 1)xθ−1(1− x)1(0,1)(x), θ > 0.

Určete asymptotické rozděleńı θ̂n.

B2. Momentovou metodou najděte odhad θ̃n parametru θ v modelu F , kde

fθ(x) = θ(θ + 1)xθ−1(1− x)1(0,1)(x), θ > 0.

Určete asymptotické rozděleńı θ̃n.

B3. Metodou maximálńı věrohodnosti najděte odhad θ̂n parametru θ v modelu

fθ(x) =
2x

θ2
exp
{
−
(x
θ

)2}
I(0,∞)(x), θ > 0.

Určete asymptotické rozděleńı θ̂n.

B4. Momentovou metodou najděte odhad θ̃n parametru θ v modelu F , kde

fθ(x) =
2x

θ2
exp
{
−
(x
θ

)2}
I(0,∞)(x), θ > 0.

Určete asymptotické rozděleńı θ̃n.

B5. Metodou maximálńı věrohodnosti najděte odhad θ̂n parametru θ v modelu

fθ(x) =
1
√

2πθ
exp
{
−

(x− θ)2

2θ2

}
, θ > 0.

Určete asymptotické rozděleńı θ̂n.

B6. Metodou maximálńı věrohodnosti najděte odhad θ̂n parametru θ v modelu

fθ(x) =
x

θ2
exp
{
−
x2

2θ2

}
I(0,∞)(x), θ > 0 (Rayleighovo rozděleńı).

Určete asymptotické rozděleńı θ̂n.

[Použijte vztah EX2
i = 2θ2X .]

B7. Metodou maximálńı věrohodnosti najděte odhad θ̂n parametru θ v modelu

fθ(x) =

√
θ

2πx3
exp
{
−
θ(x− 1)2

2x

}
I(0,∞)(x), θ > 0.

Určete asymptotické rozděleńı θ̂n.

B8. Metodou maximálńı věrohodnosti najděte odhad θ̂n parametru θ v modelu

fθ(x) =

√
1

πx3
exp
{
−

(x− θ)2

θ2x

}
I(0,∞)(x), θ > 0.

Určete asymptotické rozděleńı θ̂n.

B9. Metodou maximálńı věrohodnosti najděte odhad θ̂n parametru θ v modelu

fθ(x) =
θ

x2
exp
{
−
θ

x

}
I(0,∞)(x), θ > 0.

Určete asymptotické rozděleńı θ̂n.
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