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Bodové odhady neznamych parametri pomoci metody maximélni vérohodnosti

Cviceni 27.10.2026 & 29.10.2026 | Zimni semestr 2026 /2027

Necht X1, ..., X, je redlny ndhodny vibér (i.i.d.) z rozdéleni s hustotou fy(x) (vzhledem k Lebesgueové
mife, piipadné vzhledem k ¢itaci mire), kterd zavisi na nezndmém parametru § € © C R (piipadné na
vicerozmérném parametru 8 € ® C RP pro néjaké p € N). Pripomenme, Ze odhad nezndmého parametru
0 € O (resp. vektorového parametru @ € @) na zdkladé ndhodného vybéru Xi,...,X, je méfitelné
zobrazeni z vybérového prostoru R™ do parametrického prostoru © C R (resp. ® C RP).

Samotny odhad b= T(X1,...,X,) =T(X),kde X = (X1,...,X,) ", Ize zkonstruovat mnoha zptisoby
(MM, GMM atd.) a jednim z nich je postup zalozeny na principu maximalizace vérohodnostni funkce.

Vérohodnostni funkce je jakozto funkce nezndmého parametru § € © pii daném ndhodném vybéru
definovana predpisem

L(0,X)=L(0, X1,...,X,) = [[ fo(X3),  prode®.

Vérohodnostn{ funkce L(-, X) : © — R je vlastné sdruend hustota ndhodného vektoru (Xi,...,X,)" € R®
(jelikoz ndhodné veliciny Xi,..., X, jsou nezdvislé), kterd je vyhodnocena (resp. vy¢islena) v konkrétni
realizaci ndhodného vybéru. Jelikoz je parametr § € © nezndmy, divdme se na vyraz L(6, X ) jako na funkci
neznamého parametru. Tato funkce je ovsem také nahodnd, protoze zavisi na datech — tj. na ndhodném
vybéru Xi,..., X,.

Jelikoz mnoho béznych pravdépodobnostnich rozdéleni patii do exponencidlni rodiny rozdélent, je z te-
oretického i vypocetniho hlediska casto vhodnéjsi uvazovat tzv. logaritmickou vérohodnostni funkci, ktera
je definovéna predpisem

16, X) =10, X1, Xp) = 10g L(0, X1, Xn) = > log (fol(Xa) ).
=1

Odhad neznamého parametru 6 € © pomoci metody maximdlni vérohodnosti je pak definovan jako
hodnota 6 € O, pro kterou funkce (6, X)) nabyva svého (globalniho) maxima, tedy plati, ze

b, € Argmax (6, X).
0co

Hledani maxima jiz probiha standardnim zpusobem: pokud je funkce I(6, X) diferencovatelnd vzhledem
k parametru 6 € ©, pak definujeme tzv. skdrovou funkci

U, x)= 2100, x) = f:

kde fj(X;) znaci derivaci hustoty fp podle parametru 6 € ©, vyéislenou v realizované hodnoté X; € R.

Resenfm rovnice U(, X) = 0 nalezneme extrém logaritmické vérohodnostni funkce 1(6, X), ktery
muze byt lokdlnim minimem, lokdlnim maximem nebo sedlovym bodem. Pokud je nalezeny stacionarni
bod lokdlnim maximem (tedy napf. plati, ze U’ (0, X) = %U(@,X) < 0 pro vsechny 6 € O, teda funkce
(-, X) je konkdvni), pak je dany bod mazimdlné vérohodnym odhadem nezndmého parametru 6 € ©.

Pokud je parametr 8 € ® C RP vicerozmeérny (tj. p > 1), pak L(-,X) : ® - Ral(,X): ©®@ — R.

Kandidédty na maximdlné vérohodny odhad 6,, € ® muzeme za piedpokladu diferencovatelnosti a vnitintho
feSeni nalézt FeSenim soustavy p rovnic

U§,X)=0¢cR?,

kde U(8, X) = (55;1(0, X),..., 53-1(0,X))" a0 = (61,...,6,)" € R". Nésledn& je nutné jesté ovéfit, zda

nalezené feseni skutecné odpovida globdlnimu maximu.



Al.

A2,

A3.

A4.

A5.

A6*

Piiklady

Necht X1,...,X, je ndhodny vybér z Paretova rozdéleni s hustotou
0

folz) = ﬁﬂ(l,oo)(x)a pro 6 > 2.

Pomoci momentové metody a metody maximalni vérohodnosti najdéte odhad neznamého parametru
0 > 2. [Pouzijte vztahy EX; = 5%, var X; = WM]

Urcete asymptotické rozdéleni momentového odhadu 571 a maximalné vérohodného odhadu §n z pred-
choziho piikladu a porovnejte jejich asymptotické rozptyly.

Metodou maximdln{ vérohodnosti na zékladé ndhodného vybéru Xi,..., X, ~ fp(z) najdéte odhad
0,, parametru 6, pokud hustota fy € F je definovana predpisem

0 _ _
fo(z) = mgc(?e n/a 9)]1(071)(14)7 6 e (0,1).

Najdéte asymptotické rozdéleni én.

Momentovou metodou najdéte odhad 9n parametru ¢ v modelu z piedchoziho piikladu. Urcete
asymptotické rozdéleni 6, a porovnejte asymptoticky rozptyl maximalné vérohodného odhadu 9
a momentového odhadu 6,,.

Uvazujte ndhodny vybér Xy, ..., X,, z normalniho rozdéleni N(u,c?), kde oba parametry p € R a
o? > 0 jsou nezndmé. Pomoci metody maximalni vérohodnosti najdéte odhad vektorového parametru
0= (u,0%)T € ® =R x (0,00). Najdéte asymptotické rozdéleni tohoto odhadu.

Necht X7,...,X, ~ U(min(0,6), max(0,0)) pro § € © = R/{0} (tj. rovnomérné rozdéleni na daném
intervalu). Pomoc{ metody maximélni vérohodnosti sestrojte odhad 6 pro nezndmy parametr 6 € O.



B Dopliujici priklady (opakovani, nahrazovani, procvic¢ovani)

Piiklady v sérii B jsou urc¢eny pro samostatné procvicovani nad ramec vyuky cviceni.

V nésledujicich piikladech obecné predpoklddame, ze ndhodné veli¢iny X, ..., X, tvori ndhodny vybér
z rozdéleni s hustotou fy(z) € F = {fo(x), 0 € O}.

B1l. Metodou maximélni vérohodnosti najdéte odhad ’9\” parametru # v modelu
fo(x) = 0(6 + 1)z~ (1 —2)1(0,1)(),0 > 0.

Urcete asymptotické rozdéleni @n

B2. Momentovou metodou najdéte odhad On parametru 6 v modelu F, kde
fo(@) =00+ )21 (1 —2)1(0,1)(x),0 > 0.

Urcete asymptotické rozdéleni gn
B3. Metodou maximélni vérohodnosti najdéte odhad é\n parametru 6 v modelu
2z T2
fo(z) = 72 &P —(5) }H(O,oo)(x)v 6> 0.
Urcete asymptotické rozdéleni @n

B4. Momentovou metodou najdéte odhad 571 parametru 6 v modelu F, kde
2z T\ 2
fo(@) = T3 exp{~(5) Hoon (@), >0,

Urcete asymptotické rozdéleni On.

B5. Metodou maximélni vérohodnosti najdéte odhad é\n parametru 6 v modelu

1 (z — 6)2
fo@) = o= >0

Urcete asymptotické rozdéleni é\n

B6. Metodou maximélni vérohodnosti najdéte odhad §n parametru 6 v modelu

xT

2
fo(z) = r exp{f;?}]lm’oo)(x), 0>0 (Rayleighovo rozdéleni).

Urcete asymptotické rozdéleni gn
[Pouzijte vztah E X2 = 26% ]

B7. Metodou maximélni vérohodnosti najdéte odhad é\n parametru 6 v modelu

[% O(x — 1)2
fo) =155 exp{*%}ﬂm,m)(ﬂﬁ), 0> 0.

Urcete asymptotické rozdéleni é\n

B8. Metodou maximélni vérohodnosti najdéte odhad §n parametru 6 v modelu

— )2
fota) = g e { - @), 0> 0.

Urcete asymptotické rozdéleni 0.

B9. Metodou maximélni vérohodnosti najdéte odhad é\n parametru 6 v modelu
0 0
fo@) = — exp{ == Ho00) (@), 6> 0.

Urcete asymptotické rozdéleni é\n



