Matematicka analyza pro fyziky I
ZS 2016/17, MFF UK

7. Cviceni

1. Reste diferencidlni{ rovnice - specidlni pravé strany

a) ¥/ +y=4sinx

o

y' —y=e"cosx

v ' +y +y=e " cosx+e Tsinw
y// - 5y/ 4 4y — 4m262x

y" =3y +3y —y=e*—2x+16
2y" — 3y" — 3y + 2y = (e* + e *)2
y//// _ 2y/// + y// — eCE _|_ 1

y//// +y= (x 4 1)4
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Reste diferencialni rovnice - specidlni pravé strany

a) ¥y +y=4sinz
Char. rovnice: A2 +1 =0, A\; =i, Ao = —4, FS: cosz,sinz
Part. FeSeni: y,(z) = Az cosxz + Brsine = A=-2,B=0
y(z) = ccosx + dsinz — 2x cosx
b) v —y =e"cosx
Char. rovnice: A2 =1 =0, A\; =1, \g = —1, FS: €%, e7®
Part. FeSeni: y,(z) = Ae® cosz + Be*sine = A= —é,B = %
y(z) = ce® + de™® + 2e"sinz — te” cos
)y +y +y=e"cosxr+e Tsinx
Char. rovnice: A2 + A +1=10, \j o = —% & @, FS: e=%/2 cos(v/3x/2), e/ sin(v/3z/2)
Part. feSeni: y,(z) = Ae " cosx + Be *sinz = A=1,B=-1
y(z) = ce=*/? cos(v/3x/2) + de=*/?sin(v/3x/2) — e T sinz 4+ e % cosx
d) y// _ 5y/ + 4y — 4.’1326%
Char. rovnice: A2 =5\ +4 =0, \; =1, Ay = 4, FS: %, e¥*
Part. feden: y,(r) = e?*(A2° + Br +C) = A=-2,B=2,C=-3
y(z) = ce® + de?® + e2*(—2x? + 2z — 3)
e) ¥ =3y +3y —y=e*—x+16
Char. rovnice: A3 —3X2 4+ 3\ —1=0, A\; =1, Ay =1, A\3 = 1, FS: €%, ze®, 22e”
Part. fedeni: y,, (z) = Azx3e® = A=1/6
Part. FeSeni: yp,(x) = Az +B = A=1,B=-13
y(z) = ce® + dze® + d'zve* + x3e% /6 + x — 13
f) 2y/// _ 3y// _ Sy’ + 2y — (eac 4 e—:(:)2
Char. rovnice: 2X3 —3X2 —3A\+2=0, \{ =2, \g = —1, A3 = 1/2, FS: ¢%/2 7% ¢2*
Part. fegenis RHS=¢e%": y,(2) = Aze*® = A =1/9
Part. fedenis RHS=e~2%: y,(z) = Be™®® = B = —1/20
Part. FeSenis RHS=2: y,(z) =C = C =1
y(x) = c1e%/? 4+ coe™ + c3e2* + xe?* /9 — 27 /20 4 1
g) Y — 2 4y =" +1
Char. rovnice: A —2X3 + A2 =0, A\ =0, \a =0, \3 =1, \y = 1, FS: 1,2, %, ze”
Part. fesenis RHS=¢": y,(z) = Az?e® = A=1/2
Part. fegenis RHS=1: y,(z) = Bz? = B =1/2
y(x) = c1 + com + c3e® + cqwe® + 2%e% /2 + 2% /2.



h) y//// +y= (l‘ + 1)4
Char. rovnice: A\* +1=10, A\1234 = i% + %i, FS: eX7/V2gin(z/v/2), etw/V2 cos(x/v/2)
Part. fedeni: y,(v) = Az* + Bx® + C2?+ Dz + F = A=1,B=4,0=6,D=4,F = —23

y(x) = span{FS} + z* + 4% + 622 + 4z — 23

2. Reste diferencialn{ rovnice - Variace konstant

a) ¥/ +y=tanx
b) y —y =2

y'+y=cos 3z

y'+2y +y=e"Inz

C

o,

3z
y// _ 3y/ + 2y = 713—6z
4y — Ay +y = /21 — 22

@

)
)
)
)
)
f)

a) ¥y +y=tanx
Hom: FS: {cosz,sinz}, yg = ¢1 cosx + cosinx
yp = c1(x) cosx + co(x) sinx

i (z) cosx + cy(x)sinz =0

¢ (z)(—sinz) + ¢h(z) cosz = tanz

dj(z) = —sinx/cosx

cy(x) = —cj(z) cosx/sinz = sinx

c1(z) = sin(x) + log(cos(z/2) — sin(x/2)) — log(sin(z/2) + cos(x/2))
co(x) = —cosz.
b) y" —y =2
Hom: FS: {e*, e "}, yg = c1€” 4+ coe™*
yp = c1(x)e” + ca(x)e™™

2e”
T / —x —
ci(z)e” — cy(x)e ]
1
/ —
cfz) = o — 1
, 9 6290
_ T
cy(z) = —ci(z)e ot — 1

c) y'+y=cos 3z

Hom: FS: {cosz,sinz}, yg = ¢ cosz + cysinx
yp = c1(x) cosx + co(x) sinx

i (z) cosz + ch(x) sinz = 0
1
cos3 x

¢y (x)(—sinx) + cy(z) cosz =



dj(z) = —sinz/cos® x

cy(z) = = (z) cosz/sinz = 1/ cos® x

c1(x) = —1/(2cos?(x))
co(x) = tan(x).

cos(2z)
2cosx

2sin?(x)—1
2cosx

. . 1 sin?(x)
y(x) = cj cosx+casinz Toos@ T cosw

d) v +2y +y=e"Inzx
Hom: FS: {e %, ze ™™}, yg = c1e™" + coxe™
yp = c1(z)e™™ + co(x)ze™™

= c1cosx+cosinr+ = 1 CcoSx+cosinr—

T

A (z)e™™ + ch(z)ze ™ =0

T

c1(z) = 4(21nx—1)
ca(z) =zlnzr — .

y(z) = c1e™% + coze ™ — 3e %22 + Le %2’ Inw.
3z
xT

e) ¥ =3y +2y =%
Hom: FS: {e%,e?*}, yg = c1€® + cpe?®
yp = c1(x)e” + ca(z)e?”

cy(x)e” + cy(x)e*™ =0

5 6390
ci(z)e” + 25 (z)e™ = T
/ / —e??
xX
ci(z) = —e“cy(x) = 11
/ o e’
c2(@) = e+ 1

c1(z) = —e* 4+ In(e” + 1)
co(x) =In(e” +1).
f) 4y’ — 4y +y = e*/2V/1 — 22
Hom: FS: {ew/Q,mex/Q}, Yy = 12 4 come™/?
yp = c1(x)e*/? + co(x)ze®/?
& (z)e™? + cy(z)ze™? = 0

A (x)e™? )2 + cy(x)e™?(1 + x/2) = */?\/1 — a2

c(x) = —xch = —x\/1— 22
ch(z) =1— 22

%(1 o 332)3/2
co(r) = %(ZE 1 — 22 + arcsin(x)).

ci(w) =




1 0*f  f  0%f

3. Necht f(l',y,Z) = \/W
Mit r:=+/x? +y? + 22 erhilt man

ox?  Oy? 022

1 =z T
fx(m7y> Z) = _7“72 : ; = _7“73 und
P 3022 1 1
fl"x(xay,Z) = _Tr =322 7475 — TT’)
und analog
1 1 5 1 1
Fuy(@:y,2) =3y —5 = =, foalw,y,2) =327 5 —
also

3 3
f:px+fyy+fzz:ﬁ($2+92+22)—7§ =0.
4. Spot¢téte v8echny parcialni derivace prvniho fadu

a) f(z,y.2) == z-arctan(z/y)  b) f(z,y,2) =2

Zu a)
of _ = 1
or vy 1+§—§'
g _ &z 1
dy v+
% = arctan(z/y).
Zu b)
of . 41
0 .
83{ = 2y" 12¥ Inax.
gz =2¥ y*Inz-Iny.

5. Spoctéte smisené parcidlni derivace druhého Fadu

a) f(z,y) = arccos \/(y/x)  b) f(z,y) =2

2f 1 1 b 0% f

_ = —9 y?—1 23 ylll ]
a) 920y 4\/@($_y)3/2 )8x8y yx +2y°x nx

. Dokazte, ze + + =0 pro (x,y,2)#(0,0,0).

6. Zdkladni pojmy vektorové analyjzy. Budiz f = (f1, f2, f3) a fi = fi(x1,22,23), i = 1,2,3. Necht maji
funkce f1, fo a f3 spojité parcidlni derivace prvniho fadu v kazdém sméru. Definujeme rotaci vektorového

pole f

Bxg 8333 ’ 6%3 8331 ’ 6%1 8$2

_(3f3 0fs 0ft O0fs 0fa 8f1)

divergenci vektorového pole f

O Of  0fs
lef‘_ a$1+8.%'2+ax3.



Dokazte nasledujici identity:

L

3
div(grad f) = Z pro f:R? - R,

QJ
sw

rot(grad f) = (0,0,0) pro f:R® = R,
div(rot f) =0 pro f:R® = R3.

S D B A
6(1328.%’3 axgal'g, 83:18373 8.%'381‘17 6x28:c3 81’38%2
2 2 2 2 r 2 2
div(rot f) = 0° f3 0% f2 n O°fh 03 n Ffr  OFH 0
O0x9011 895383:1 O0x30xy  Ox10x9 Ox1013 O1902%3

7. Dokazte néasledujici odhady pron € N :

rot(grad f) = ( > = (0,0,0).

(2) lim —\ﬁ.—f

n—oo N

1 n
(+3)
n
monoton-wachsend ist und gegen e konvergiert und die Folge

1 n+1
()
mn

monoton-fallend ist und gegen e konvergiert.
Wir schreiben

Wir setzen als bekannt voraus, dass die Folge

n" n"

— dp, =nc, =n .
enn!’ " " enn)!

Cn =
Aus den Abschétzungen

Cntl _ (n+1)ntt el 1 (n+1)" 1 1+1 ”<1
Cn entlin+ 1) nm e nn e

d, etl(n+1)! nn n e nm n e

folgt, dass (cp,) eine fallende und (d,,) eine wachsende Folge sind. Aus den Ungleichungen

dopy _ (n+D™ @™l n+1 1 (n+D" ntl 1 <1+1>”+1>1
n

1
Cn<01:g, dn>d1:*

folgt (1).

wir schreiben (1) um:

11 vVn! 1
Aus lim {/e- - hm f{fdot folgt auch lim ﬂ = —.

n—00 ee n—oo N e



8. Spoctéte nasledujici limity:

i 2n?+n—3 B) I 2n3 + 6n i 2n° +3n — 2
a)nLH;O nd — )nlﬁn;on3—7n+7 Cnlﬁn;on5—3n3+l’
2 2 2 in?2 on 2\2 n+1
d) lim s n+ns1T1 " ) e) lim %, £)* lim S
n—oo n.cos 3n + (2n + sin4n)? n—oo (54 L)n n—oo (n + 1)"

Napovéda k f)
7 Bernoulliho nerovnosti plyne pro x > —%, 7e

2 2 2,.2
(+o = [+a?] > [1+ 2a] =100+ 5

Zu a)
2 <
2P 4n—3 T+ h-% 4w
nd —1 nd _ 1 1— L
n3 n3 n3
Aus %0—> 0, #—)O, %—>0folgt%+#—%—)0. Ebenso folgt 1—%—>1.Insgesamt konvergiert
U/n—>T:O.
Zu b)
Folgt analog:
2n° + 6n 2+ 5 2
3 = o T = 2
ns —Tn+7 1———1-? 1
Zu c)
2n° 430 -2 2-3k— 2,
n5—3n3+171—i+i—>17 '
n? n®
Zu d) .
2n? + 2n + nsin 2n 24 2 4 sin2n 2 1
= —_— = = —
ncos3n + (2n + sin4n)? %‘HL"F%*'% 4 2
Zu e)

Alle a,, sind positive und lassen sich abschétzen durch

220 4 2n%2" + pt A" 4 p22n Tl 4 gt (4)” 2(2)" n?
— +2n +

5

0<a,= < = = — > 0+0+0=0.

Grip S Z
Also geht auch a,, gegen 0.
Zu f)

Wir schreiben erstmal a,, um:

n n
n 1
an: N = ]_— -n
<n+1> ( n~|—1>

1
Nach der Ungleichung aus dem “Hinweis” folgt (33 = __H>7 dass
n

+n2 1 2 1 n n n3 1 n n3 .
n+1 4 n+1 n+1l 4n+1)2 n+1 4(n+1)2

Also ist auch a,, — 0.

an21+n‘<—

Uberlegen Sie sich, dass die klassische Bernoulli-Ungleichung das Ergebniss nicht liefert, und das die
Verallgemeinerung aus dem “Hinweis” also nétig war.



9. Spoctéte nésledujici limity:
n

a) lim ——— zeR b) lim (Vn+1-+n)

n—oo 1 4 x2n’ n—o0

. 1 2 n—1 1 .
¢) nh_>H;O<n2+n2+---+ 3 —I—n> d) nh_)n(f)lo<\/n+\/ﬁ—\/n—\/ﬁ>

e) lim vVn+1—<n f)* li_)mn(\/n2+2—€/n3+1>.

n—o0

xn
zu (a): Hier ist zunéchst festzustellen, dass der Ausdruck T+ fiir = —1 alterniert, was bedeutet,

x

n
dass fiir ¢ = —1 der Grenzwert nicht existiert. Da 1 5 = T gilt | ergibt sich insgesamt
+x — + "
x

folgende Fallunterscheidung;:
0 falls |z| < 1

. z" -3 fallsx = -1
Iim —— =
n—oo 1 4 x2n % falls z =1
0 falls |z| > 1

‘ - e (Vn+1—n)(Vn+1+yn)\ . 1 -
zu (b) lim (v + \/ﬁ)—nlliﬁlo( N ES TN )ﬂﬂmmﬂ/ﬁ_o

. 1 2 n—1 1 . 1 2 n—1 n
zu(c)nll)n;o ¥+ﬁ+“'+ — +ﬁ — lim 74_?4_..._1_ — +$

= s (k)= (55
| L ntVa—(—vE) 2/
zu(d)nll)néo<\/n+\f— n_\/ﬁ>_nh—>nolo\/n+\/ﬁ+\/n_\/ﬁ_nh—>rgo\/n+\/ﬁ+\/n_\/ﬁ

2
= lim

2
"*m\/1+ﬁ+\/1—ﬁ:5:

1

Zu e)
Wir benutzen die Formel a® — b = (a — b)(a® + ab + b?) fiir a = {/n + 1 und b = ¢/n.

_ VWt 1= Y+ 1P+ Ynt1n+ Vn? _ n+l-n
1 Y+ 12+ fn+1¥n+Vn2  Y(n+1)2+In+1yn+ Vn?
1

n

— 0.
Y+ 12+ In+1¢n+ Vn?
Also geht a,, gegen Null.
Aus der Rechnung folgt auch, dass ngan — % Wir wissen also nich nur, dass a, gegen Null geht,

. I _2
sondern auch “wie schnell”, ndmlich als %n 3.

Zu f)
Wir folgen der Aufgabe e) mit dem Unterschied, dass wir die Formel

a® —b% = (a—b) (@®+a*b+ -+ ab* +b°)

~~
*




anwenden und das fiir a = vn2 +2,b = v/n3 + 1:

" :n(a—b):n(a_b) _t:n.aﬁ—b(; :n-(n2+2)3_(n3+1)2
" 1 * * *
_onb46nt+12n2 48— (nS+ 20 +1)  6n° + 120 4+ 8n — 20! —n
N * - * '
Es gilt
5 2 3 2 2 \13
2 n“(l+ %)|2 2
lim ¢ _ lim u: lim [ "2)] = lim (1+7)% =1

n—00 n5 n—00 n5 n—00 n5 n—00 n2
und dhnlich fiir die andere Summanden in . Also

_6n5+12n3+8n—2n4—n 6—{—%—#%—2—%

6
n n
an n % — 6
. Urcete limity nasledujicich posloupnosti pro n — oo.
(n+1)! 9 3\? 5\3 (=)™ n n!
a0 3 (14 ) g
2) (n+2)! —n! ) o +n Jrn 2 2n2 +5 ) nn
e) V345 TN f) (n+a)(n+b)—n, a,b>0
(n+1)! (n+1)n! n+1 1—1—% oo
Zu a = = = it o)
7)(71—1—2)!—71! (n+2)(n+1)—1)n! n2+3n+3 n—i—%—i—%
3\ 53 15 90 270 405 243 15 75 125
vy (16 2) - (14 2))] 2o [0, 20 20 405 208y 15 T 135
n n n n2 nd n4 nd n n?2 nd
270 405 243 125 145 405 243
=15n+904+—+ — 4+ —+1-1n—Th—— —1=15+— - — — "3 15
n n? n3 n n n?2 n3
(=" n (=" nooo
= — 0
zu ) 2n2 +5 2n+%
(n—1)—Faktoren
2u d) nl_1-2:3.--(n—1)-n < nn1 _ Lo
nn" n" n" n

<

zue) Bsgilt: 78 Y < YB3y < Y3 =737 = lim V345470 =
_— n—o0
7

—n= (n+a)(n+b)—n*  n®+n(a+b)+ab—n?
zu f) /(n+a)(n+b)—n= ta)(ntb)+n /r?tn@th) +ab)+n

a+b+ % oo @+ b
= —

Y1+t ab g 2

. Ukazte, Ze posloupnost realnych ¢isel (&,)p—; definovand pomoci  &,41 =

&1 > 0 konverguje k +/a.

Zunichst kann man festhalten:

(erd) oo

N | —

&, > Va fiir n > 2,



12.

denn nach der Ungleichung zwischen dem arithmetischen und geometrischem Mittel gilt:

1 a a
§n = 5 <§n—1 + fn—1> > 4 [&n-1- e = \/5

Weiterhin ist die Folge (&,)y—, monoton fallend:

fn—i—l . 1 a 1 a B
. 2O+&>S2O+«5P>L

Somit existiert der Grenzwert:

A= lim &,.
n—oo

Und mit

1 1
A:§(A+§) & M= X+l flgg A=ya.  [(~va) entfillt, da & > 0]

Spoctéte nasledujici limity:

o (=57 w (B 0 (DT a0 (1eh)

ZU a:
2n n n n n
lim (1—3> = lim [(1+(3>) .<1+3)> } = lim <1+(?’)> . lim <1+( 3)) _
n—oo n n—oo n n n—oo n n—oo n
—e—3
676
zu b
n? -1
w4+ 1\" _ [n? (14 ) 1\ —2\"] .
g n — 1 i . 1 n—aqo . —2\—1
<n2—2> n2(1—%) (+n2> <+ n2) — e (e77)
—e3
ZUu C

Fiir jedes k € N und n > k gilt

wn (23 = (D) T[T

Die Folge rechts konvergiert gegen e¥. Also ist lim inf a,, > e fiir alle k£ € N. Die Folge ist also divergent.
n—o0

291/n
1\" 1\"
=1tz) = |\t

Der Ausdruck in [...] konvergiert gegen e und % — 0. Man wiirde also natiirlich vermuten, dass
bn, — €¥ = 1 konvergiert. So einen Satz (d.h. a, — a,b, — b == al» — a’) haben wir aber nicht

bewiesen! Wir miissen also einen Umweg nehmen. Z.B. folgt aus der Betrachtung in 4a)

1\" 1\"
1<bn:<1+2> <<1+> —e* >k
n kn

zu d:

Also gilt 1 < hrr_l}inf b, < limsupb, < ek fiir alle k € N, d.h. lim b, =1.

n—00 n—00



13. Spo¢téte nasledujici limity:

2 —2r -8 T —sinz sing \ «2
lim ———— lim ——— li lim Inz In(1 —
R e BN L ot (% D el =2
. sin Zx . In(sinbz) 24+ x)" =27 ) 1
lim — 2 £) lim o2t lim - T2 h) lim 27
°) +53 (x—3)2 ) 210 In(sin 3x) 8) 250 x2 ) a1
zu a :

Nach der Regel von 'Hospital gilt:
22 —2x -8 . (a*—22-8) | 2w-2

lim ——— — - _
eod 12 — Oz +20  aoi (22 — 9z + 20)’ 254 22 — 9 0
zu b :
Nach der Regel von 'Hospital gilt:
. x—sinz . (x—sinz) . 1—cosz . (1 —cosx) . sinz 1
llm ——=lim ————*=1lim ——— =1lim ———~—~ = lim = -
x—0 563 z—0 (JUS)/ x—0 3:[,‘2 z—0 (3562)’ z—0 Ox 6
ZU C :
Nach der Regel von 'Hospital gilt:
, sinz =2 3In(sno)
lim = lim exp | —5*—
x—0 X x—0 X
Nebenrechnung;:
31n sin x In sin & 1 . 1 cosxz _ 1
tim 2R gy MO gy Isine mIne g S —n
70 x2 =0 z—0 x2 =0 2z
3 rcosx —sinx 3 .. —zsinz 3 .. —xcosx —sinx
— lim e ra— = — lim - = — lim - =
2z x?sinz 2 20 x2 cosx + 2z sinx 2 20 4x cosx + (2 — x2)sinx
§1 rsinx — 2cosx
2 20 (6 — 22) cosx — 6x sinx
3 2 _ 1:>1‘ sinzx T%__%
2 \6)” 2 % \Ua -
zud :
Nach der Regel von I'Hospital gilt:
In(1 = =1 1 2 1 2
lim Inz In(1 — z) = lim M = lim ———— = lim (Inz) -x. Da ¢ — 1, gengt es lim (Inz)
Tl 11 mna zT1 ey "3 = 1—=x 21 1—=x
zu betrachten.
In z)? 2lnzx -1
(In.z) zlimg =0 = lim InzIn(l—2)=0
211 1 —x 11 -1 1
Zu e :
I sin 5 B s (7‘(‘ 3)_ 1
lim @_3)7 oo weil sin 5 =—1.
zu f :
Nach der Regel von 'Hospital gilt:
. 1 5 .
lim In (s.m 5x) — lipy 5 Heosbr lim§ ' Ezrzg% _ 1m§  cos 5z sin 3z
210 In(sin 3x) el0 == -3cos3z  xl0 3 8L zl0 3 sin bz cos 3z
§ 3COS3:B cosHxr — bsin3x - sin bx § ;_1
3 xw 5cos3z - cosbx — 3sin3x -sinbx 3 5

Zu g :

Nach der Regel von 'Hospital gilt:



14.

lim (2+2) -2 = lim 2m<1+ 2)' -1
z—0 x2 z—0 2
(1+5)7 [m(+3) + ks 3]
lim 2
x—0 2z
In(1+2)+ -2
= lim(1+ f)z lim 2 Y2 2 iy
z—0 z—0 2z z—0 2x
=1
In(1+2 1 1+2 1 1
= lim ( 2)—l-*ZIim( 2) ==
z—0 2x z—0 2 4 2
zu h :
Nach der Regel von 'Hospital gilt:
Inz

. 1 . (lnzc) .
lim zT-= = lim e\l1-+/ =exp | lim
z—1 z—1 z—1

Spoctéte nasledujici limity:
(m/2 — arcsinz)
Vi—az2

b) lim (14 arctanz)'/?,

a) lim
r—1—

z—0
c) lim (cosz)® ™2
T—T/2—
(/2 — aresin) v
_ /2 — arcsinx ) V122
: | =1 =1
ma: lm U= m
—x
: 1/x 1
zub: lim (1+arctanz)”/* =exp| —In(1+ arctanx)
z—0 X
1 In (1 t
lim —In (1 + arctanz) = lim n(1+ arctan) =
z—0 T z—0 T
arctan )/ = ¢
: T—7/2 _ T
zZu C : lim (cosz) = exp ((:U — —) In cos a:)
Tx—7/2— 2
. T . Incosz
lim ((a:— —) lncosac) = lim T =
z—mw/2— 2 T—T/2— —
2
lim sinz =
T—7/2—
—_———
=1
2(x+ 7%
lim M =0 = lim (cosz)* ™2 =1
r—mw/2— —SINT T—7/2—

1—=x

)) o i (

lim 2% lim

x—0

1

x—0

T+arctanz ~ 1+z2
Colsw(— sin x)
)

(1+37 -1
.CU2
+ lim
z—0 2(2 +x

x—0
.
lim
z—7/2— COST



