Matematicka analyza pro fyziky I
ZS 2016/17, MFF UK

5. Cviceni

1. Dokazte, ze je-li x € R, x # (2k 4 1)m pro vSechna k € Z a u = tan 3, pak plati

. 2u 1 — u?
sinr = —, CoOST = ——.
14 u? 14 u?
T T sin T x 1 2u
e sinx = 2sin —cos — = 2 2 cos? = = 2tan = = da
2 2 cos 3 2 21—|—tan2% 14+ u2’
2
sin“ x 1 1 1
sinz +cos’z =1 < 5 +1= 3 — tan’z+1= 3 <= 00821'227
Ccos® x cos® T Ccos® x tan“x + 1
2 x 2
B 9 T 9Ty 23;( Qx)il—tanéil—u
® cosx = cos® — —sin“ —*=cos” — (1 — tan* — ) = =
2 2 2 2 tan?x+1 1+ u?

2. Najdéte primitivni funkci k f pomoci parcidlni integrace :
a) flz) =42 sin(2z) b) fl@)=43e ™ ) f(z)=In? (x +V1+ 332) d) f(z) = cos(lnz)

zZu a
_ .2 ! __ 2
9 . U= u' =2z T“ cos 2x /
x* sin2x dx = . 9 =———+ [ x cos2zx dx
/ [U':sm2x v:—‘x’zx] 2
u==x v =1 xzcos2m+msin2x /Sin2m d x2cos2x  xsin2r  cos2x
= . = — €Xr = —
v = cos 2x v:% 2 2 2 2 2 4
zu b
2 u=a? u' =2z —x%e™® 2 —x%e™® e~
/ac?’e_r dr = 5 2| = —|—/J:exdac:
VvV =zem v =% 2 2 2
Zu C
1.2 e ;o 21n(a:+\/1+x2)( = )
/ln2 <$+ 1+:I:2> dr = u=1n (er 1+x> R 1+\/1+x2
v =1 v==1a
21n<a:—|—\/1+x2> / 3
:man(x—i— 1—|—x2>—/ Vit +x.$dl«
T+ V1 + a2 V1422

1+$

_ 2 ! _ V1ta?

u—ln(ac—i—\/l—i—m) U= s
’_ T

x
:mln2<:z:+ 1+x2)—2/ln<x—|— 1—}—1‘2) dr =
i b=Vt s

V= i
2 x
vi+x <1+\/1+7> o
z+V1+ 2

=1

=$1n2(l‘+ 1+x2)—2 \/W]m(x%— 1+x2>—/

= z1n? (z+\/1+x2) —2\/1+x21n(x—|— 1—{—x2)—|—29}

ud:

N

/ __sin(lnx)

/cos(lnx) do = [ u=cos(lnz) u'=—""0 ] = zcos(Inx) —i—/sin(lnx) da

v =1 v=21

Ycos (x £ y) = coszcosy Fsinzsiny



o ; _ cos(lnx)
= [ u/— slln(ln z) = x = zcos(lnz) + zsin(lnzx) — /cos(ln x) dx
v = v=2z

= /cos(ln x) dr = g (cos(Inz) + sin(lnz))

. Najdéte primitivni funkce k f :
e’ __sinx cos

a) f(x) = ———  b) f(z)

er 4+ e~  14cos?x

3

(\4/:73+ 1) Vad
v
z Inz In(lnx)

d) f(z) =2(1—2)° ¢) f(z) =cos’zVsinz [w = sinz] f) f(z) =

Néavod : Mizete pouzit navrzenych substituct [ . ] .

e’ u = e* U du 1 1 2u
P Cll‘ = = T = 1 du = - 1 du =
et +e % du=¢e% dr =u dx u+ = u u-+ = 2 ) uw+1

u

1
5 n(e + )
zu b
sinz cos® x U = COST sinz cos’z  du —us
————— dxr = . = : = — du =
1+ cos?z du = —sinz dx 1+cos?2z —sinz 1+ u?
3
—ud —u
d d
/1—i—u2 u+/1 w2
3
1
:_C082$+51n(1+005332)
Zu ¢

3/ t+1
zud
e P e
zu e :
/cosg’x\/siﬂ dr = /cos4+lxm dr = [w:sinx ] = /cos‘“‘lxm dw =
dw = coswdzx COST
/(1—sin2x)2 sinx dw = (1—w2)2 wr dw = /(1—2w2+w4) wr dw =
/ (w% — 2w +w%) dw = %(sinx)% + é (sinx)% + % (sinx)%
zu f:

1 u=In(Inx) 1 du 1
iy = - Y N
/1‘ Inz In(lnz) v [du: 1 dx] /:13 Inz In(lnz) L /u u=In(In(Inz))

zlnx

w [z = cos z] c) flx) = VT [t = (1/:):»3}

[u=1In(Inz)]



4. Najdéte primitivni funkci k nésledujicim funkcim

2

fi(z) =2 (1 —2)° f2(2) = iy

fs(@) = fa(z) = sin(5z — y) — sin(5y — x)
f5(2) = o= fol@) = 52

f1(®) = i fe(@) = i

folz) == 5= fo(@) == A

(1—2)t 11z +1)

f1 : partielle Integration, /f1 (r)dx = —

11-12
8% 4-27)1/3
fa: t =83 + 27, dt = 242%dx, /f2 ("”'JFS)
1 :1:4—\/§
f3:y:x4,dy:4x3dx,/f3(x)da::8\/§ln T3l
5r —
f4:/f4 COS(? y) — cos(by — x).

f5:y=¢€" dy = e¥dx, /fg,(:ﬁ)d:l: = arctg(e”).
T —2 1
fo: /f6 )dz = —3—21n $+2‘ + Earctg(x/Q)

s :z:—|—3 dx /f / dy 1act <x+3>
. = I — .
Ty T 52 +1) 58\ T

cos“x —sin“x
fs: /fg dx—/dm—smm—cosx.

COST — SInx

fo:z= %,d dx /fg dx = arcsinh (\;5)

1+ a2 / z? .
————dz = zV/1+22 — /dx — arcsinh z. Also
/fw \/1—1—:1:2 V14 22 V14 22
1
/fw x)dz §m\/ 1+22— 5 arcsinh z.
5. Najdéte primitivni funkci k
f@) =
x) 1= )
V2 -3z +2

Zohlednéte, na kterém intervalu (a,b) p¥islusné vypocty plati.

/ﬁ Iy + V32 — 1.

(“) /\/TH /ﬁ

x € (—00,1) und z € (2, 00).

Auf (—o0, —1) und (1, 00) gilt

Subst. y = falls |y| > 1, also fiir

N | =

5 >
r— =
2



6. Najdéte primitivni funkci k

filz) = fa(z) = 5=

27

(0} 4$7
o) o= oty i) =

1
fﬁ(‘r) '~ l1+sinx+cosz
z—1 ‘

f / dz 1/ dz +1/ dz 1/ dz 1 ¢ +11
N _— = — = —_— — — = = —— arc X — 1n .
VA1 T "2 ) 2yt 4] a1 4 zx1 . MOETT T

2 dz dr 1 dzx 2 1
. de = 2 — | = P —1 —1| =1 —1.
f2 /fz(x)x 3/x—1 x+3/x2+x+1 nle 1] -zl + 3
| S ——

I

f5(x) == x arctanz

1 20 + 1 3 dz 3
I=- [ ——d _ 71 —=ITI
2/m2+x+1$ 2/x2—|—:c—|—1 n(@® +o+1) -3
%,_/
2:U—i—1 20+ 1
Subst. z , —act
! V3 \f/z2+1 BV
yt—1 1 y? 2 2y — 1
Subst. y =Inx,dy = — dy ———dy == ——arctg ——
s Y Y /f3 /3+1 /y poy+1V T 2 T BT
1
f1: Subst. y = x4, /f4(:c)d / y———iln(x +2)

22 22 x2 1 1
5 : | xarctanxdr = — arc anx—f = —arctanxz — —x + — arctan .
f t d t ——dx t + t

2 2 14 22 2 2 2

fe : Subst y = tang

s'nx cosx sin +cos 1 — sn2x y2 cos2x 1
in— = — — = in“ — - —
g =ycosy, sin'y 2 2 1+¢2 2 1442
2
1 d 1r2
dy = 3 gm,/f(, dx—/ % Hy 72 /dy-ln‘lﬂ—tan‘
o8 1+ Try? T 1+y o 14y

7. (i) Necht R = R(u,v) je racionélni funkce v u a v. Budte n € N, n > 2, a a,b € R s a # 0. Ukaite, ze

primitivni funkci k
f(z) == R(z, Vax + b)

1ze vzdy najit pomoci substituce

t:=Vaxr+b
(ii) Najdéte primitivni funkei k

flz) :=2* 3z +1.

= Vax+0b, dt= Lil-nqy
n

/R Vazx + )dx:/R<t _b’t> Myn—1 44
a a

; 0 s B-1\> 1 /10 27 4
Subst. t = 3z +1: [ >3z + 1dz = 3 .t.tdt:§ E_7+Z




8. Integrieren Sie die folgenden Funktionen

1 z!
@) f(x>:x(l+x)(1+w+x2) b) f(x):3?4+5332+4
Vi e
) @)= =1 Q) @) ==
__ ltsmz o=t
2 f(x)_sin:v(l—i—cos:p) h i) Va3 (a —x)
T 1
9) f@)= R e
) S = ot
zZu a)
B Cx+D

A
Ansatz: f(a:):;—i-m_’_l +x2+x+1

=1=A(x+1)(2*+2+1)+ Bx(2® + x+ 1) + (Cz + D)x(x + 1)

Zum Bestimmen der reellen Grofen A, B,C und D wird die Gleichung an verschiedenen Stellen x
getestet oder es werden die Koeffizienten vor bestimmten Potenzen von x verglichen.

z=0 = A=1

r=-—1 = B=-1

x3 = 0=A+B+C = C=0

z? = 0=24+B+C+D = D=-1

Jetzt kann das Integral einfacher berechnet werden:

1 1 1 dx
dr= [ (1_ - dr = In|z| — 1 - [ —F—
/f(x) x /(m 71 x2+x+1> z=In|z| —In|z+ 1| /($+§)2+i

x 4/ dx ! x ’ 2 . (2x—|—1>+c
_ 2 —  _—ln|—| - Z_arctan | ==~
z+1l 3] (2E)2+1 r+1 V3 V3
zu b)
R ks o
A+ 5x2+4 xd + 522 4+ 4

Zur Partialbruchzerlegung werden die Nullstellen des Nenners ermittelt:

5 25 5 3
st + 5P 4+4=0 = x2:—§i T oA=oE, 2 ma=d, apa =42

Die Nenner der Partialbriiche haben bei komplexen Nullstellen z die Form
(x —2)(x —2) = 22 + |2|* — 22 Re(2)
L 522 + 4 _ Ax+ B n Cx+ D
rt+ 52244 2?+1 22 +4
Die Unbekannten A, B,C' und D koénnen analog Aufgabe a) mittels Koeffizientenvergleich ermittelt

werden: A=C =0 , B:é, D:_l?)j

/ xt d / 14 1 16 d . arctan x 16 / dx
———dx = — T =1 -
x4+ 5x? 4+ 4 3(x2+1) 3(z2+4) 3 3-4 (%)24_1

= —52° —4 = (Az + B)(2* +4) + (Cz + D)(2* + 1)




arctanx 8 ¢ T L
————— — —arctan —
3 3 2

zu ¢)

Eine Substitution, welche zum Verschwinden aller auftretenden Wurzeln fiihrt, ist z.B.:

r=1t, z€[0,00), t€[0,00), dx=6t dt (#)

3 3 42 _
/\/E \/Eda;(ﬁ)/t t-6t5dt:6/t7( =l

Vz—1 21 t—1)(t+1)
1 6 6. 3
:6/<t6—t5+t4—t3+t2—t+1—t+1> dt:7t7—t6—|—gt5—§t4—|—2t3—3t2+6t—61n(t+1)+0

(ﬁ)6{’/§<i+(€/§)2+1>—|—€/§<3\;/E—3>+2\/5—33—61n(%+1)+0
zu d)

Die Funktion f(z) besitzt den natiirlichen Definitionsbereich x € (—1,1).
Bei Ausdriicken der Form /1 — 22 bietet sich eine trigonometrische Substitution an.

Hier: x =sint, te& (—g,g) , dxr =-costdt ()

d
Man beachte, dass in dem angegebenen Intervall d—f = cost > 0 gilt und damit die Zuordnung einein-

deutig ist.

22 (+) [ sint (cost>0) 1 t  sin2t
———dz = tdt = in®tdt = [ = (1 —cos2t)dt =~ — C
/m x /|cost\ cos /sm /2( cos 2t) 5 1 +

_ % B sintQCost L C (;) arcs21na; Y 12— 2 L C

zZu e)

Bei gebrochenrationalen Funktionen in sin und cos fiihrt folgende Substitution zum Ziel:

2
tangztv IE(—ﬂ',ﬂ'), te(—O0,00), d.I:mdt
, 2t 1—¢2
sing = = COST =
14 si 1+ 2 2 2 +2t+1 1 1
/de:/ L+t2 : dt:/+ * dt:/ t+2+4+ | dt
sinz(1 4 cos x) 2t .(1_,_@) 142 2t 2 ¢
142 1+¢2
Dian? % 4 tan 4 11 tan 2|+ C
= —tan” — 4+ tan — + — In |[tan —
4 2 2 2 2
zu f)
d
/H:/4 T g
e Ve
o [0,a), a>0 W oT at? 4at3
: = > =7 .4 = (1142
Substitution we{(a,O], 0<0 P t, t>0, =z TR dx (1+t4)2dt

T do — y 4¢3 gt — at n a dt
a—z vT 1+thH2 7 144 1+¢4



Der verbleibende Integrant wird in Partialbriiche zerlegt:

V2 V2 V2 V2
1+t* = t S 4D gy = ——— 4
+ 0 <« 19 = 5 5 34 5 22
1 At + B Ct+ D
= (vegl. Aufe. b =
(ve &b T a 2LVat+1 22—Vt +1
1 1 1
Losung nach bekannter Methode: A=— (C=——— B=D-=—-
§ 24/2 22 2
/adt_ a/ 2t +2v/2 2t — 2v/2
1+t 4,2 2rVoA+1 2 —V2A+1
/ 2t + /2 P V2 dt _a 2t — /2 P V2 dt
4{ 2 4+2t+1 42 ) 2+V2t+1 4v2 ) 2—V2+1 42 ) 2 —V2t+1

B nt2+\ft+1+a/ dt +a/ dt

_ oy t2+\ft+1+a/ dt +a/ dt
C4V2 2 V21| 2) (V2tR 1241 2) (V2t—-1)2 41
a |+ V2t+1

a
= In + . (arctan V2t + 1) + arctan(vV2t — 1 ) +C
42|12 —V2t+ 1] 2V2 ( ) ( )
Zusammen:
T dx at a +V2t+1 a
—_— = | — + (arctan V2t + 1) + arctan(v/2t — 1 ) +C
Y3 a—1) 1+t 4\/ —V2t+1| 22 ( ) | ) t=4/ 2
zu g)
Eine Nullstelle von 23 + 1 erriit man: 9= —1.

Durch Polynomdivision erhélt man den quadratischen Term (23 + 1) : (z + 1) = 22 — x + 1, welcher
keine rellen Nullstellen besitzt.

r o A Bx+C
w+1 xz+1 22—2+1
1 1
= = — = B: = —
’ 3

/acdat 1/ dx +1/ z+1 d 11 | +1‘+1/ 20 —1 d—i—l/ dx
= — | ————dxr=—Inlz | —dx+= | ———
x3+1 3) z+1 3) z22—zx+1 3 6 ) 22—x+1 2/ 22—z +1

1 1 1 22 — 1
= —§In|x+ 1]+ 61]{1@2 —z+1)+ \/garctan< ’ ) +C (vgl. Aufg. a)

zu h)
Analog Teilaufgabe d) gilt = € (—1,1) und die Substitution (x) fithrt zum Erfolg.

/ dz (i)/ cost dt _/ dt (tan_é:y)/ 1 2 dy
(1-z)V1—22 J (1—sint)cost ) 1—sint 1— 20 1442

1+y2
2 dy / dy 2 2
/1+y22y (y71)2 y—l tan(archln:p) -1
sing 2sin £ cos § _ sing ©

= tan —

cosp+1  cos?f —sin® £ +cos? £ +sin? ¥ cos g 2

Zusaztlich gilt:



10.

11.

arcsin T dx 2v1 — 2242
= tan = —- +C’
2 V1i—z2+1 (1—2)V1—a? r—V1—22-1
zu i)
x —x 2z 1 t2 1
Subst. ¢t = e, dt = da: /mdx = /eél—i_e“”dx = /+dt =
e 4 =2 et + 1 tt+1
1 1 1 V2
- + —dt = —(arctan \/§t+1 + arctan ﬁt—l) =
2/t2+\/§t—|—1 2 — V2t +1 2 ( ) ( )

\gi (arctan(\@ex +1)+ aTCtan(\@GZ — 1))

. Man berechne eine Stammfunktion der folgenden Funktion:

I+

Hinweis: Benutzen Sie eine Substitution, welche zum Verschwinden aller auftretenden Wurzeln fiihrt.

Subst. z = 5, dz = 6y°dy.

1+ Vx /(1+y3)y5 / 5., 4.3 2 2 65/
—=—mdr =6 [ 5—-dy =6 [ Pyt Yt F 27 F 2y + 2+ dy = = =+ n
Vo — (v* —v?) y—1 5

3x2/3

+ 4212 + 6213 + 1226 + 21In |26 — 1).

Man berechne eine Stammfunktion der folgenden Funktion:

1 s/ +1
f) = (x—12Vaz—-1"

+1 3 +1 6t2
Subst. t = /= S e PR L 1
uos PR I ()P
1 —6t2 8 (x+1\*3
/f(“’)d””‘/(tm 1>2't' womit =5 (75)
B-1
Bud

fa) = {xQSin(l/x), x #0,
0, z=0.
Ukazte, 7ze
(i) f je spojitd,
(i) f je diferencovatelna,
(iii) f meni spojité diferencovatelna.
Tedy je f’ nespojita funkce, kterd ma primitivni funkei.

f ist offensichtlich stetig in allen = mit x # 0. Stetigkeit in Null folgt aus der Abschétzung
|f(z) = f(0)] = |f(2)] < a*.

zu (ii):
f(x) = 2zsin(1/x) — cos(1/z),z # 0.

_ 2
oy =10 |

< |—| = |h], also f'(0) = 0.

h




zu (iii):

1
f ist nicht Stetig: f’ <2k> = —1 fiir alle k € N, aber f/(0) =0
T

Folgende Skizze zeigt f und f’ bei Null.

0.21

2 0.4

0.2 0.4

X
—0.1




