Matematicka analyza pro fyziky I
ZS 2016/17

4. Cviceni

1 2 1
1. Necht = — 1).
echt f(z) <$+3 3x+5> x—1 (z#1)
c 1
a) Ukazte il_%f(m) = 33
1 1
b)  Udejte 6 > 0 takové, Ze pro vSechna x s |x — 1| < d plati:  |f(z) — @’ 100"

Zu a :

1 2 1 3r+5—2x—6 1 1
flz) = (x+3 - 3$+5) x_1:<<$+3)(3x+5)) z—1 (z+3)(3z+5)

1 1
lim f(z) = —= gilt genau dann, wenn |f(x) — —| eine Nullfolge ist:
r—1 32 32
o) - 1 I132-(z4+3)Bz+5)| | -32* -4z +17| |z 1| |3z - 17|
32 | (@+3)Bz+5)32 | |(x+3)(3x+5)32] 32|z +3| |3z +5|
. . 1 20 1
Firz € Uj(1),dhfiro <1 (») = f(x)—ﬁ_kv |m—]:n—1\24 =
-1
]x24 | <eg <<= |r—1/<24e = §<24¢cund mit (x) folgt 6 < min {1,24¢}
1 1 24
zub : ‘f(x) 33| < 100 ist nach a) fiir 6 = 100 erfiillt.
2. a) Vyjadrete
lim f(z) = A, lim f(z)=A, lim f(z) =400, lim f(z)=-+oo,
lim f(z)=A, lim f(z)=A4, lim f(z)=+o0
z—at z—a~ z—at

proa € R a A € R pomoci kvantifikitori.
b) Definujme

U(a,d) =(a—d,a+9d) pro a€R JeR,>0,
U(+00,8) = (1/5,00) pro 6 €R,6 >0,
U(—00,0) = (—00,—1/§) pro 0 €R,0 >0,

U+(a d)=[a,a+6) pro acR,6eR,6>0,

U (a,0) =(a—4d,a] pro ae€R,JeR, >0,

P*(a,8) =U"(a,0) \ {a}, P~ (a,0) = U (a,0) \ {a}, P(a,d) = U(a,d) \ {a}.
Vyjadiete pomoci této notace vyse uvedené limity.

3. Spoctéte nasledujici limity:

a)  lim T (h£0) b)  lim — (\/333 —1- \/11>
z—0 sin bx =4 x — 4
: 1000 ,—v/Z .ot =1
c) lim 2z e d) lim (n € N)
T—00 z—1 T —
| 1000 1
~ 10 10\~ 10 ; il
e) lim (2" +10') kgo(x + k)" f) xl_l)%:_ (2 +x/1+ a:2>

. 4
g) ml_1}rg1_ <2+x\/1+3:2>



Zu a :

.
Aus der Vorlesung kann lim ST _ 1 als bekannt vorausgesetzt werden. Somit ergibt sich:

z—0 X
. sinaz . sin ax bz a a
lim — = lim - =2
z—0sinbr =—0| ax sinbx b b

iy (VBe=T-vil) =  lm— ((W—m><M+m>>

A — 4 =4 x —4 (\/31‘7—1%—\/ﬁ)
lim 1 3(z —4) 3
1 =
z=dx —43r—1+ 11 2411
ZU C : zu d :
42000 ] n—1

lim 21900 ¢=VZ — 1im — = 0 lim = lim 2 =n
Tr—00 t—oo e z—1 x—1 rz—1 —
ZUu e :

1000 1000

> (z+ k) > (14 5)10

. k=0 T k=0 B
B0 (@05 1010) A (@) 1001

T

zu fund g :
Es gilt:
4 x
(24—:):\/14-2) = <2+ x2+4>.
x ||
Somit ist

4 4
lim (2+$\/1+2):4 und  lim <2+x1/1+2>:0.
z—0t T z—0~ T

.a) Funkce f:(0,1] — R budiz definovéna jako : f (%) =1, f <ﬁ> :=0,n €N, ana kazdém

1 1

n+l’n

pritbéh funkce a ukazte, Ze limita lin% f(z) neexistuje.
T—

intervalu necht jsou funkéni hodnoty na koncich intervalu spojeny tuseckou. Nalrtnéte

x proz € Q, . C . o
1 jinak. Pro kterd zo € R existuje JE&O fx)?

b) Necht f(z) = {

Zu a :

f(x)




lir% f(x) kann nicht existieren, denn in jeder e—Umgebung von x = 0 kommt jeder Wert aus dem
T—r

Intervall [0, 1] als Funktionswert von f(z) beliebig oft vor.

zub :
lim f(x) existiert nur fiir xg = 1, denn nur an dieser Stelle lassen sich f(z) =1 fir x € R\ Q und
T—T0
f(z) =z fir z € Q in einer e—Umgebung unterbringen.
5. Budiz f : R — R spojitd na R. Funkce fi a f_ jsou definovany jako:

_ | f(@), pokud f(z) >0 | —f(2), pokud f(z) <0
Frl@) = { 0, pokud f(z) <0 * J-(@) = { 0, pokud f(z)>0"

Ukazte:

a) Plati f =f1 — f- a [fl = f++ f-.

b)  fi a f- jsou spojité na R.

Bemerkung: Wenn eine Funktion f im Punkt xg stetig ist, so ist die Funktion |f| auch im Punkt zg
stetig.

Denn wenn |f(z) — f(zo)| < ¢ fiir |z — zo| < 0(g) gilt, so ist auch | |f(x)| — |f(z0)| | <€,
nach der Dreiecksungleichung nach ,unten“: ||| — |y|| < | — y| fiir z,y € R.

zu a : klar nach Definition von fi und f_

f+g |f—4

2 * 2
— max {f, g} stetig nach Satz 3 Abschnitt 2.3.2
f+ = max{f,O} und f— = max{—f,O}

tanx + tany

zu b : Es gilt:! max {f, g} =

} = f4 und f_ stetig.

6. Dokazte: t = —=
a) okaZte an(z + y) T tanz tang

1 1
b) 1l6arctan— — 4darctan— = 7
) 239

zZu a :
. . . sin « cos y+cos x sin y
¢ ( n ) sm(x + y) SIN X COSY + COS TSIy cosz cosy tanx + tany
an(z +y) = = - - = - —
cos(z+y) cosxcosy —sinxsiny cosw CosyFsinwsiny 1 —tanztany
COS T COos Yy
zu b :

1
Sei x so gewdhlt, dass tanx = 3 gilt:

2 10

£ 5 y 120
= tan2z = 51 = — A tandz = 1225 = —.

1— & 12 1-2 119

120

T = —1 1
Mit y := 4z — — folgt: t = 119 =2
BTy R YT TI0 T 939

1 1
= 7w = 16z — 4y = 16 arctan — — 4 arctan —.
s r — 4y arctan 3 arctan 239

7. Spodctéte nésledujici limity:

1 1 1+2z)...(1 -1
a) lim< R ), b) lim( +a)(1+20)...(1+na) , neN,
a—2\x? —2x a2 —4 @0 x
V1—-2x—2%2—(1- vV 1-1
f) lim kil w>, g) lim L
z—0 x z—0 x

!Siehe 3.Serie Aufgabe 2.

Ztan (f%) =—tan] = —1



8. Vysetiete nasledujici funkce na spojitost:

2.7}2 —X N T
a>(ﬂ@—{42§§2iZN b) ﬂm—{_i vie O f@=s+r

d) f(z)=z—[z], wobei[z]=max{ke€Z: k<uz}.

1<y
8
(Ax-B)/(x+1)

Der folgenden Satz der Vorlesung® ist der Schlssel zur Losung dieser Aufgabe:

f:Co>D — C, 2y € D. Dann gilt:
f stetig in zg <= zp ist isolierter Punkt oder lim f(z) =

Z—20
f(=0).
[ #Fn weN _ [ i «¢N
z+1 reN 1 z €N

Zunéchst ist festzuhalten, dass die Funktion fiir x € R\ N stetig ist, denn fiir zp € R\ N gilt stets
f(zo) ist definiert und f(z9) = limg_z, f(z). Da n > 0 Vn € N gilt, ist die Funktion f insbesondere
auf (—oo,1) stetig. Auch fiir x = 1 ist f stetig, denn f(1) = —1 = lim,_,1 —%5. Der néchste Punkt, der

o}
in Bezug auf Stetigkeit ,problematisch werden kann, ist z = 2. Da lim, 2 —%5 nicht existiert, kann die

Funktion an der Stelle auch nicht stetig sein. Fiir x = 3 gilt f(3) = % # lim, 1 -%5 = 3, also liegt keine
Stetigkeit an dieser Stelle vor; jedoch fiir x = 4, wie man leicht nachrechnet. Fir ¢ = 5 gilt wieder:
f(5) = % # lim, 5 %5 = %, also keine Stetigkeit. Fiir n > 5 ist stets f(n) =4 — nl—fl > 2 wihrend
limg , f(2) = 5 < 2 stets kleiner 2 ist. Somit ist f fiir n > 5 im Punkt x = n niemals stetig.

zub :

A f(X)

A Ao

-1 0 1

f(x):{ _xw i;g ist nur stetig in ¢ = 0.
zZu ¢
x+1 fr >0
T x 1
= _—= _— = f :O — .t f]R O tt..
f(x) x—l—m $+m‘sign(x) x+sign(x) o fr oz f ist auf R\ {0} stetig
x—1 fr <0
zud :

32.3.2 Satz 2



9.

10.

Offensichtlich ist die Funktion f auf R\ Z stetig.

Zjistéte, zda jsou nasledujici funkce ryze monotoni a (pokud ano) najdéte inverzni funkci.

e -
a) f(x)=v1—-22, x€[-1,0] b) sinhx:%, xr€R  ¢) coshz = 5 z€R
X
v
2
zZu a :
f(z) = V1 —2?ist auf D(f) =[—1,0] stetig und monoton wachsend.
= 3f i y=V1-22 <= y?*=1-22 = 2=—/1—92 (,—“ wegen D(f) = [-1,0])
= [7H(@) = —V1-2? mit D(f~!) = R(f) = [0,1]
zub:
P a—
sinhz = —5 ist stetig und monoton wachsend auf ganz R.
r _ -

— Jsinh™! = Arsinh : y = % —= e’ = (") -1 = (ex)1/2 =y+Vy?+1 (,—

entfillt, da e* > 0, Vz € R)
= x =log (y +Vyr+ 1) —> Arsinh(z) = log (m + Va2 + 1)

Zu C :

Eine zunéchst  formale* Berechnung der Umkehrfunktion des Cosinus hyperbolicus, also der Funktion
Areacosinus hyperbolicus fithrt zu folgendem Ergebnis:

x —x
y:7e +2€ = 2ye$:(ex)2+1

= (e")1p=yEVy*—1 = z=log <yim> = Arcosh(z) = log <xi\/x2—1)

Die Funktion ist offensichtlich doppeldeutig, denn fiir jedes x € [1,00) existieren zwei Funktionswerte.
Der Grund hierfiir ist darin zu sehen, dass Cosinus hyperbolicus symmetrisch zur Y-Achse ist, fiir jeden
Funktionswert also zwei Urbilder mit gleichen Betrag und unterschiedlichem Vorzeichen existieren.
Anschaulich gesehen entspricht also der ,untere* Ast des Areacosinus hyperbolicus dem linken“ Ast des
Cosinus hyperbolicus und entsprechend fiir die anderen Aste.

Die Giilltigkeit der obigen ,formalen“ Rechnung ist dadurch gesichert, dass Cosinus hyperbolicus auf
[0,00) bzw. auf (—o0, 0] stetig und streng monoton, d.h. injektiv ist. Durch die Umformung:

. ) N _
Arcosh(e) = —log v+ Va? 1) = log (ﬁ) - 10g<(x+\/x27—1)($—1/a:27—1)> -
log (w— x2—1)

Najdéte prirozené definiéni obory funkci, vySetiete funkce na diferencovatelnost a najdéte jejich derivace:
.2
3 sin“ x 11—z
a) ev 7 b) — ¢) |n%—a?|sin’z d) cos? e) xz**
) 9 ) sin 1'2 ) ) | ‘ ) ) 1 P ) ) )

£) |coszl, g) 29n:, h) V1-—e 2, D) |z —1)(z —2)2(x - 3)3



zua: D(f)=R Afl(x)= (e’”3 cosTy = e’ oSz, (23 cosz) = f(x) - (322 cosx — a3 sinx)

. / . . .
sin? x 2sin z cos z sin 2% — sin
(sin z2)2

2 2

xrcosx? - 2x

zub: D(f)={zeR:22#kr, keN}A f'(z) = (sinxQ

(22 — 72)sin’z , |z| >

muc: f(z)=|r—a*[sin®w = |z +a| |7 —ofsin®z = 0 Jal=m p = D(f) =R
(72 — 2 sin’x | |z| <7
limM — lim wsinQ:p - 0 A lim f(@) = f(=m) _
T €r—T T Tr—T T——T T+
PPN it el BPNE SR
T——T T+

2zsin?z + 2(z? — 72)sinzcosw , x| > 7
:}f’(l’): 0 5 |I‘|:7T

2z |zl <7

ud: D(f)={zeR:z+#—1} A flz)= {cos? G;iﬂ/_ms G;z) Sm(ii)'ui)?

zu e : Die Funktion f kann ,sinnvoll“ nur auf D(f) = {z € R : 2 > 0} betrachtet werden:

2(7% — 2%)sinx cos x — 2 sin

1 1
Zwar konnte (—2)7* als (—2)7% = =0 =1 definiert werden, doch ist dies fiir irrationale Zahlen,
1
wie 7 nicht mdglich, denn es ist zum Beispiel nicht klar, welches Vorzeichen (—m) 2" = W haben
-7

soll.
Jedoch gilt, dass f auf (0, 00) nicht nur stetig, sondern sogar differenzierbar ist:
/

Allgemein gilt: f > 0 = (logf) = J;c4 — f-(logf) = f. Da f(z) = 2*° auf
(0,00) aber stets grosser Null ist, kann der Logarithmus von f auch gebildet werden. Somit ist
f'(x) = 2% . (log z*®)’ = 2°® . (2log z + 2) und man betrachtet
D(f) = (0,00) als den ,naturgeméssen“ Definitionsbereich von f.
zuf: f(x)=|cosz |= D(f) =RA f'(x) =sgn(cosx) - (—sinz) fiir x # g +kr, keZ;

also nicht diff’bar in z = g Yk, ke

'
\ -1 0 1 2 3
-

1

sug: flr) =25 = — D<f>:R\{x:ovx:,j7, kGZ\{O}}Af’(x)=f(m)-

1 1
log2 - cos — - <—2>
x x

‘Kettenregel



11.

suh: fr)=V1-e = D(f)=RAf(2)

re=®
B V1—e
V1—e7? 1—e
T

= lim sign z -
z—0 & 2

fiir x € R\ {0}, denn

lim 7]"(3:) — f0) = lim @ = lim
x—0 x—0 x—0 X z—0

Dieser Grenzwert existiert nicht, also ist f an der Stelle zg = 0 nicht differenzierbar.

zui: f(z)= ’(:c —1)(z —2)%*(z — 3)3‘ =sign(z —1)(z —1)(z — 2)%sign(z — 3)(z — 3)> = D(f) =R
Sei x #1,3: f'(x) =sign(z — 1) -sign(z — 3) - [(z — 1)(z — 2)*(z — 3)*]’

= sign(z—1)-sign(z—3)-[(z — 2%z —32+ (z —1)2(z —2)(z —3)3 + (z — 1)(z — 2)%3(x -

— f(1
lim fla) = /1) = lim sign(z — 1) -8 = der Grenzwert existiert nicht.
z—1 rz—1 z—1

T3 x—3
Zusammenfassend kann man sagen, dass f auf R\ {1} diff’bar ist.

Zjistéte, zda jsou funkce v bodé xyp =1 diferencovatelné!

2
1—$2,x§1 l ,0<x <1 211 ,0<zr <1
T
a)f(a:):{ 2 }b)f(w)z ot o fw={ "
-1, x>1 f?+§7 > 1 _Z—i_Z’ r>1
ZUu a
1—x2,x§1
flz) = ist stetig im Punkt 29 = 1, da f(1) = f(14+) = lim 2 _-1=0=
22 —1,z>1 1+

lim 1 —2%= f(1-).

r—1—

1—(1+h)?

— ,h <0 _
L fL+Rh) - (1) h =0 [ =@+h) hs0
Weiter gilt: = ) = .

h (I+h)*—1 2+h ,h>0

T,h>0
Daher kann f im Punkt x¢g = 1 nicht differenzierbar sein.
zu b :

1
— ,0<e <1 1
flz) = N ist stetig im Punkt o = 1, da f(1) = f(14) = lim - =1 =
_£+§ > 1 z—1+ T
2 27 -
lim —— + 3_ f(1-)
r—1— 2 2_
1 1 ~1
— 1) ; h <0 —— ,h<0

Wetter oty JAFR) = £ _ <h+1 )h _) ot
eiter gilt: ’ = (1+h)? 3 1 = L

(— 5 +2—1>h,h20 —1—-=,h>0

Damit ist f’ (1) = f} (1) = —1 und f im Punkt zo = 1 differenzierbar.

zu ¢ :
2
Lil 0<z<1
Die Funktion f(x) = v 5 ist im Punkt z¢p = 1 nicht stetig und kann somit auch
x
—— 4+, z=>1

4 4
nicht differenzierbar sein.



12. Najdéte rovnici te¢ny
a) k parabole y =3z —2? v bodé (1,2),
b) kelipse (z—1)2+4y?>=4 v bodé <0, @)

Bemerkung Die Gleichung der Tangente im Punkt =zg an die Funktion [ ist:

Lyt = (o) + f'(wo) (x — o) |

zua: f'(1)=1und f(1) =2 — yp=2+1lrx—-1)=z+1

(x —1)2 x—1

zub:(z—1) +4y" =4 = y=fla)=4/1-"—

V3 Vi1
EE R IV

7(0) = —— und £(0) = 5t 5

2v/3

13. Najdéte rozméry valcové konzervy, ktera ma p¥i daném objemu 1 dm® minimalni plochu.

14. Urcete derivace (ffl)/(y) a (gfl)l(y) pro funkce

a) f(x)=InvV1+2*, ze€(0,00), b) g(x):sinh:r:%, reR
zZu a :

y=logVl4+t =e"=V14+t =e¥=1+2'—= 2= Ve -1

dy 1 1 1 213 de 1+24 N ey
dr V1424 21+ 24 14+ dy 2x

zub :

y = sinh(z) = x = arsinh(y)

dy dx 1 1/ 1
—~ = cosh(z) = 1+sinh2x:>—:—:>gl y) =
dx ) dy 1 + sinh? z ( ) (

15. Pro néasledujici funkce naleznéte lokalni a globaln{ extrémy:

~—

1
a) f(@) = e na0,00) (neN), b) f(@) = = na (0,%0)
ZU a :
n=1 4y
n=2
n=33
n=4
2
1
X
0 1 2 3 4 5 6

fl(z) =nz"le™® — 2" ® = e %2 (n — 2)

Es gilt: f'(z9) =0 <=



e 29 = 0: An dieser Stelle liegt ein lokales und globales Minimum vor (siehe Skizze), denn f(z) >
7(0) , Ve € [0, 00).

e 2o = n: An dieser Stelle liegt ein lokales und globales Maximum vor (siche Skizze), denn f/(z) > 0
fir z € (n—e,n) und f'(z) <0 fiir x € (n,n+¢€) (¢ > 0).

zu b :

l-J;—lnw_l—lnx |

/ _ _ —
fiz)=2=2 o = =0 — z=c¢

f/(x) > 0 fiir z < e = lokales Maximum. f/(z) < 0 fiir x > e = globales Maximum.

Wegen 1ir% f(z) = —oo existiert keine Minimum, weder ein lokales noch ein globales.
T
16. Pro nasledujici funkce naleznéte lokalni a globélni extrémy:
a) f(x)=l|2%2—1|na[-2,2] b) f(z)=sinzsin2z na R

a) f(x) ist differenzierbar auf (—2,2) \ {—1,1} und dort echt grosser 0. Wegen f(1) = f(—1) = 0 sind

folglich x = 1 bzw. x = —1 globale Minimumstellen.
, 22 1< <1 1 -2 1<z«
f(x)_{ or i 1<fpl<2 WL S@=0 0 0 1o <2
x = 0 eine lokale Maximumstelle. Bleiben noch die Randpunkte 2 und —2 zu untersuchen. Es ist
f(2) = f(—2) = 3. Also sind insgesamt:
(2;3),(—2;3) globale Maxima
(1;0),(—1;0) globale Minima und
(0;1) lokales Maximum.
b)
f(z) = sinzsin(2z) = 2sinzsinz cosz = 2cos z(1 — cos® z)
f'(x) = cosxsin(2r) + 2sinx cos(2x)
= 2sinzcos® x + 2sin z(cos? z — sin® z)
= 2sinz(cos®x + 2cos’x — 1)
= 2sinz(3cos’x — 1)
f"(x) = 2cosx(3cos’x —1) —6sinxcosa2sinz

= 2cosz(3cos’x — 1 — 6sin’ )

= 2cosz(9cos’x —7)



notwendige Bedingung fiir lokale Extrema: f/(z) =0

1
f(x)=0 <« sinz=0 oder |cosz|= 3

sinx =0 < z=kr fir keZ

Wir setzen 21 := 0 und x2 := . Dann erhalten wir f”(z1) =4 und f”(z2) = —4. Also ist (0;0) lokales
Minimum und (7;0) lokales Maximum. Sei weiter x3 € (0,7/2) und x4 € (7/2,7) so gewihlt, dass

\/T 4 1
cosx3 =4/—= un CosSxy = —\/ =
3 3

T3, —x3 sowie s und —x4 sind weitere Extremstellenkandidaten. Wir haben

Fas) = 1" (~s) =24/ 5 (g _ 7) <0 und

Fas) = (e = -2 (g _ 7) 0.

fea) = e =23 (1-3) = NESEV

flza) = f(—24) = —%\/5

Ausserdem ist

Aufgrund der 27-Periodizitdt von f gibt es also die folgenden Extrema:
. 4 4
globale Maxima : r3 + 2k, §\/§ , | —x3 4+ 2k, §\/§ kel

4 4
globale Minima : { <x4 + 2k, —9\/§> , <—x4 + 2k, —9\/§> ke Z}

lokale Minima : {(2k~,0):k € Z}
lokale Maxima : {(2k+ 1)7,0): k€ Z}



