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4. Cvi£ení
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1. Nech´ f(x) =

(
1

x+ 3
− 2

3x+ 5

)
1

x− 1
, (x 6= 1).

a) Ukaºte lim
x→1

f(x) =
1

32
.

b) Udejte δ > 0 takové, ºe pro v²echna x s |x− 1| < δ platí: |f(x)− 1

32
| < 1

100
.

zu a :

f(x) =

(
1

x+ 3
− 2

3x+ 5

)
1

x− 1
=

(
3x+ 5− 2x− 6

(x+ 3)(3x+ 5)

)
1

x− 1
=

1

(x+ 3)(3x+ 5)

lim
x→1

f(x) =
1

32
gilt genau dann, wenn

∣∣∣∣f(x)− 1

32

∣∣∣∣ eine Nullfolge ist:∣∣∣∣f(x)− 1

32

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣32− (x+ 3)(3x+ 5)

(x+ 3)(3x+ 5)32

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ −3x2 − 14x+ 17

(x+ 3)(3x+ 5)32

∣∣∣∣ = |x− 1| |−3x− 17|
32 |x+ 3| |3x+ 5|

Für x ∈ U1(1), d.h für δ < 1 (?) =⇒
∣∣∣∣f(x)− 1

32

∣∣∣∣ ≤ |x− 1| 20

32 · 3 · 5
= |x− 1| 1

24
=⇒

|x− 1|
24

< ε ⇐⇒ |x− 1| < 24 ε =⇒ δ < 24 ε und mit (?) folgt δ < min {1, 24ε}

zu b :

∣∣∣∣f(x)− 1

32

∣∣∣∣ < 1

100
ist nach a) für δ =

24

100
erfüllt.

2. a) Vyjád°ete

lim
x→a

f(x) = A, lim
x→+∞

f(x) = A, lim
x→a

f(x) = +∞, lim
x→+∞

f(x) = +∞,

lim
x→a+

f(x) = A, lim
x→a−

f(x) = A, lim
x→a+

f(x) = +∞

pro a ∈ R a A ∈ R pomocí kvanti�kátor·.
b) De�nujme

U(a, δ) = (a− δ, a+ δ) pro a ∈ R, δ ∈ R, δ > 0,

U(+∞, δ) = (1/δ,∞) pro δ ∈ R, δ > 0,

U(−∞, δ) = (−∞,−1/δ) pro δ ∈ R, δ > 0,

U+(a, δ) = [a, a+ δ) pro a ∈ R, δ ∈ R, δ > 0,

U−(a, δ) = (a− δ, a] pro a ∈ R, δ ∈ R, δ > 0,

P+(a, δ) = U+(a, δ) \ {a}, P−(a, δ) = U−(a, δ) \ {a}, P (a, δ) = U(a, δ) \ {a}.
Vyjád°ete pomocí této notace vý²e uvedené limity.

3. Spo£t¥te následující limity:

a) lim
x→0

sin ax

sin bx
, (b 6= 0) b) lim

x→4

1

x− 4

(√
3x− 1−

√
11
)

c) lim
x→∞

x1000 e−
√
x d) lim

x→1

xn − 1

x− 1
(n ∈ N)

e) lim
x→∞

(
x10 + 1010

)−1 1000∑
k=0

(x+ k)10 f) lim
x→0+

(
2 + x

√
1 +

4

x2

)

g) lim
x→0−

(
2 + x

√
1 +

4

x2

)



zu a :

Aus der Vorlesung kann lim
x→0

sinx

x
= 1 als bekannt vorausgesetzt werden. Somit ergibt sich:

lim
x→0

sin ax

sin bx
= lim

x→0

[
sin ax

ax
· bx

sin bx
· a
b

]
=
a

b

zu b :

lim
x→4

1

x− 4

(√
3x− 1−

√
11
)

= lim
x→4

1

x− 4

(
(
√
3x− 1−

√
11)(
√
3x− 1 +

√
11)

(
√
3x− 1 +

√
11)

)
=

lim
x→4

1

x− 4

3(x− 4)
√
3x− 1 +

√
11

=
3

2
√
11

zu c : zu d :

lim
x→∞

x1000 e−
√
x = lim

t→∞

t2000

et
= 0 lim

x→1

xn − 1

x− 1
= lim

x→1

n−1∑
k=0

xk = n

zu e :

lim
x→∞

1000∑
k=0

(x+ k)10(
x10 + 1010

) = lim
x→∞

1000∑
k=0

(1 + k
x)

10(
1 +

(
10
x

)10) = 1001

zu f und g :

Es gilt: (
2 + x

√
1 +

4

x2

)
=

(
2 +

x

|x|
√
x2 + 4

)
.

Somit ist

lim
x→0+

(
2 + x

√
1 +

4

x2

)
= 4 und lim

x→0−

(
2 + x

√
1 +

4

x2

)
= 0.

4. a) Funkce f : (0, 1] −→ R budiº de�nována jako : f
(

1
2n

)
:= 1, f

(
1

2n−1

)
:= 0, n ∈ N, a na kaºdém

intervalu
[

1
n+1 ,

1
n

]
nech´ jsou funk£ní hodnoty na koncích intervalu spojeny úse£kou. Na£rtn¥te

pr·b¥h funkce a ukaºte, ºe limita lim
x→0

f(x) neexistuje.

b) Nech´ f(x) =

{
x pro x ∈ Q,
1 jinak.

Pro která x0 ∈ R existuje lim
x→x0

f(x)?

zu a :



lim
x→0

f(x) kann nicht existieren, denn in jeder ε−Umgebung von x = 0 kommt jeder Wert aus dem

Intervall [0, 1] als Funktionswert von f(x) beliebig oft vor.

zu b :

lim
x→x0

f(x) existiert nur für x0 = 1, denn nur an dieser Stelle lassen sich f(x) = 1 für x ∈ R \ Q und

f(x) = x für x ∈ Q in einer ε−Umgebung unterbringen.

5. Budiº f : R→ R spojitá na R. Funkce f+ a f− jsou de�novány jako:

f+(x) =

{
f(x), pokud f(x) ≥ 0

0, pokud f(x) < 0
a f−(x) =

{
−f(x), pokud f(x) ≤ 0

0, pokud f(x) > 0
.

Ukaºte:

a) Platí f = f+ − f− a |f | = f+ + f− .

b) f+ a f− jsou spojité na R.
Bemerkung: Wenn eine Funktion f im Punkt x0 stetig ist, so ist die Funktion |f | auch im Punkt x0
stetig.

Denn wenn |f(x)− f(x0)| < ε für |x− x0| < δ(ε) gilt, so ist auch | |f(x)| − |f(x0)| | < ε,
nach der Dreiecksungleichung nach �unten�: ||x| − |y|| < |x− y| für x, y ∈ R.

zu a : klar nach De�nition von f+ und f−

zu b : Es gilt:1 max {f, g} = f + g

2
+
|f − g|

2

=⇒ max {f, g} stetig nach Satz 3 Abschnitt 2.3.2

f+ = max {f, 0} und f− = max {−f, 0}

}
=⇒ f+ und f− stetig.

6. a) Dokaºte: tan(x+ y) =
tanx+ tan y

1− tanx tan y

b) 16 arctan
1

5
− 4 arctan

1

239
= π

zu a :

tan(x+ y) =
sin(x+ y)

cos(x+ y)
=

sinx cos y + cosx sin y

cosx cos y − sinx sin y
=

sinx cos y+cosx sin y
cosx cos y

cosx cos y+sinx sin y
cosx cos y

=
tanx+ tan y

1− tanx tan y

zu b :

Sei x so gewählt, dass tanx =
1

5
gilt:

=⇒ tan 2x =
2
5

1− 1
25

=
5

12
∧ tan 4x =

10
12

1− 25
144

=
120

119
.

Mit y := 4x− π

4
folgt: tan y =

120
119 − 1

1 + 120
119

=
1

239
2

=⇒ π = 16x− 4y = 16 arctan
1

5
− 4 arctan

1

239
.

7. Spo£t¥te následující limity:

a) lim
x→2

( 1

x2 − 2x
− x

x2 − 4

)
, b) lim

x→0

(1 + x)(1 + 2x) . . . (1 + nx)− 1

x
, n ∈ N,

f) lim
x→0

√
1− 2x− x2 − (1− x)

x
, g) lim

x→0

√
x+ 1− 1

x
.

1Siehe 3.Serie Aufgabe 2.
2tan

(
−π

4

)
= − tan π

4
= −1



8. Vy²et°ete následující funkce na spojitost:

a) f(x) =

{
x2−x

x2−3x+2
x 6∈ N

4x−6
x+1 x ∈ N

b) f(x) =

{
x x ∈ Q
−x x /∈ Q c) f(x) = x+

x

|x|

d) f(x) = x− [x], wobei [x] = max{k ∈ Z : k ≤ x}.
zu a :

Der folgenden Satz der Vorlesung3 ist der Schlssel zur Lösung dieser Aufgabe:

f : C ⊃ D −→ C, z0 ∈ D. Dann gilt:

f stetig in z0 ⇐⇒ z0 ist isolierter Punkt oder lim
z→z0

f(z) =

f(z0).

f(x) =

{
x2−x

x2−3x+2
x 6∈ N

4x−6
x+1 x ∈ N

=

{
x
x−2 x 6∈ N
4x−6
x+1 x ∈ N

Zunächst ist festzuhalten, dass die Funktion für x ∈ R \ N stetig ist, denn für x0 ∈ R \ N gilt stets
f(x0) ist de�niert und f(x0) = limx→x0 f(x). Da n > 0 ∀n ∈ N gilt, ist die Funktion f insbesondere
auf (−∞, 1) stetig. Auch für x = 1 ist f stetig, denn f(1) = −1 = limx→1

x
x−2 . Der nächste Punkt, der

in Bezug auf Stetigkeit �problematisch� werden kann, ist x = 2. Da limx→2
x
x−2 nicht existiert, kann die

Funktion an der Stelle auch nicht stetig sein. Für x = 3 gilt f(3) = 3
2 6= limx→1

x
x−2 = 3, also liegt keine

Stetigkeit an dieser Stelle vor; jedoch für x = 4, wie man leicht nachrechnet. Für x = 5 gilt wieder:
f(5) = 14

6 6= limx→5
x
x−2 = 5

3 , also keine Stetigkeit. Für n ≥ 5 ist stets f(n) = 4 − 10
n+1 > 2 während

limx→n f(x) =
n
n−2 < 2 stets kleiner 2 ist. Somit ist f für n > 5 im Punkt x = n niemals stetig.

zu b :

f(x) =

{
x x ∈ Q
−x x /∈ Q ist nur stetig in x0 = 0.

zu c :

f(x) = x+
x

|x|
= x+

x

x · sign(x)
= x+

1

sign(x)
=


x+ 1 fr x > 0

∞ fr x = 0

x− 1 fr x < 0

=⇒ f ist auf R \ {0} stetig.

zu d :

32.3.2 Satz 2



O�ensichtlich ist die Funktion f auf R \ Z stetig.

9. Zjist¥te, zda jsou následující funkce ryze monotóní a (pokud ano) najd¥te inverzní funkci.

a) f(x) =
√

1− x2 , x ∈ [−1, 0] b) sinhx =
ex − e−x

2
, x ∈ R c) coshx =

ex + e−x

2
, x ∈ R

zu a :

f(x) =
√
1− x2 ist auf D(f) = [−1, 0] stetig und monoton wachsend.

=⇒ ∃f−1 : y =
√
1− x2 ⇐⇒ y2 = 1− x2 =⇒ x = −

√
1− y2 (�−� wegen D(f) = [−1, 0])

=⇒ f−1(x) = −
√
1− x2 mit D(f−1) = R(f) = [0, 1]

zu b :

sinhx =
ex − e−x

2
ist stetig und monoton wachsend auf ganz R.

=⇒ ∃ sinh−1 = Arsinh : y =
ex − e−x

2
⇐⇒ 2yex = (ex)2 − 1 =⇒ (ex)1/2 = y ±

√
y2 + 1 (�−�

entfällt, da ex > 0, ∀x ∈ R)

=⇒ x = log
(
y +

√
y2 + 1

)
=⇒ Arsinh(x) = log

(
x+

√
x2 + 1

)
zu c :

Eine zunächst �formale� Berechnung der Umkehrfunktion des Cosinus hyperbolicus, also der Funktion
Areacosinus hyperbolicus führt zu folgendem Ergebnis:

y =
ex + e−x

2
⇐⇒ 2yex = (ex)2 + 1

=⇒ (ex)1/2 = y ±
√
y2 − 1 =⇒ x = log

(
y ±

√
y2 − 1

)
=⇒ Arcosh(x) = log

(
x±

√
x2 − 1

)
Die Funktion ist o�ensichtlich doppeldeutig, denn für jedes x ∈ [1,∞) existieren zwei Funktionswerte.
Der Grund hierfür ist darin zu sehen, dass Cosinus hyperbolicus symmetrisch zur Y-Achse ist, für jeden
Funktionswert also zwei Urbilder mit gleichen Betrag und unterschiedlichem Vorzeichen existieren.
Anschaulich gesehen entspricht also der �untere� Ast des Areacosinus hyperbolicus dem �linken� Ast des
Cosinus hyperbolicus und entsprechend für die anderen Äste.
Die Gülltigkeit der obigen �formalen� Rechnung ist dadurch gesichert, dass Cosinus hyperbolicus auf
[0,∞) bzw. auf (−∞, 0] stetig und streng monoton, d.h. injektiv ist. Durch die Umformung:

Arcosh(x) = − log
(
x+

√
x2 − 1

)
= log

(
1

x+
√
x2 − 1

)
= log

(
x−
√
x2 − 1

(x+
√
x2 − 1)(x−

√
x2 − 1)

)
=

log
(
x−

√
x2 − 1

)
10. Najd¥te p°irozené de�ni£ní obory funkcí, vy²et°ete funkce na diferencovatelnost a najd¥te jejich derivace:

a) ex
3 cosx, b)

sin2 x

sinx2
, c)

∣∣π2 − x2∣∣ sin2 x, d) cos2
(
1− x
1 + x

)
, e) x2x,

f) | cosx|, g) 2sin
1
x , h)

√
1− e−x2 , i)

∣∣(x− 1)(x− 2)2(x− 3)3
∣∣



zu a : D(f) = R ∧ f ′(x) = (ex
3 cosx)′ = ex

3 cosx · (x3 cosx)′ = f(x) · (3x2 cosx− x3 sinx)

zu b : D(f) = {x ∈ R : x2 6= kπ, k ∈ N} ∧ f ′(x) =
(
sin2 x

sinx2

)′
=

2 sinx cosx sinx2 − sin2 x cosx2 · 2x
(sinx2)2

zu c : f(x) =
∣∣π2 − x2∣∣ sin2 x = |π + x| |π − x| sin2 x =


(x2 − π2) sin2 x , |x| > π

0 , |x| = π

(π2 − x2) sin2 x , |x| < π

 =⇒ D(f) = R

lim
x→π

f(x)− f(π)
x− π

= lim
x→π

|π + x| |π − x|
x− π

sin2 x = 0 ∧ lim
x→−π

f(x)− f(−π)
x+ π

=

lim
x→−π

|π + x| |π − x|
x+ π

sin2 x = 0

=⇒ f ′(x) =


2x sin2 x+ 2(x2 − π2) sinx cosx , |x| > π

0 , |x| = π

2(π2 − x2) sinx cosx− 2x sin2 x , |x| < π


zu d : D(f) = {x ∈ R : x 6= −1} ∧ f ′(x) =

[
cos2

(
1− x
1 + x

)]′
= 2 cos

(
1− x
1 + x

)
sin

(
1− x
1 + x

)
· −2
(1 + x)2

zu e : Die Funktion f kann �sinnvoll� nur auf D(f) = {x ∈ R : x > 0} betrachtet werden:

Zwar könnte (−2)−4 als (−2)−4 =
1

(−2)4
=

1

16
de�niert werden, doch ist dies für irrationale Zahlen,

wie π nicht möglich, denn es ist zum Beispiel nicht klar, welches Vorzeichen (−π)−2π =
1

(−π)2π
haben

soll.

Jedoch gilt, dass f auf (0,∞) nicht nur stetig, sondern sogar di�erenzierbar ist:

Allgemein gilt: f > 0 =⇒ (log f)′ =
f ′

f
4 ⇐⇒ f · (log f)′ = f ′. Da f(x) = x2x auf

(0,∞) aber stets grösser Null ist, kann der Logarithmus von f auch gebildet werden. Somit ist
f ′(x) = x2x · (log x2x)′ = x2x · (2 log x+ 2) und man betrachtet

D(f) = (0,∞) als den �naturgemässen� De�nitionsbereich von f .

zu f : f(x) = | cosx | =⇒ D(f) = R ∧ f ′(x) = sgn(cosx) · (− sinx) für x 6= π

2
+ kπ , k ∈ Z ;

also nicht di�'bar in x =
π

2
+ kπ , k ∈ Z.

zu g : f(x) = 2sin
1
x = elog 2·sin

1
x =⇒ D(f) = R \

{
x = 0 ∨ x =

1

kπ
, k ∈ Z \ {0}

}
∧ f ′(x) = f(x) ·

log 2 · cos 1
x
·
(
− 1

x2

)
4Kettenregel



zu h : f(x) =
√

1− e−x2 =⇒ D(f) = R ∧ f ′(x) = xe−x
2√

1− e−x2
für x ∈ R \ {0}, denn

lim
x→0

f(x)− f(0)
x− 0

= lim
x→0

f(x)

x
= lim

x→0

√
1− e−x2

x
= lim

x→0
sign x ·

√
1− e−x2

x2

Dieser Grenzwert existiert nicht, also ist f an der Stelle x0 = 0 nicht di�erenzierbar.

zu i : f(x) =
∣∣(x− 1)(x− 2)2(x− 3)3

∣∣ = sign(x−1)(x−1)(x−2)2sign(x−3)(x−3)3 =⇒ D(f) = R

Sei x 6= 1, 3 : f ′(x) = sign(x− 1) · sign(x− 3) ·
[
(x− 1)(x− 2)2(x− 3)3

]′
= sign(x−1)·sign(x−3)·

[
(x− 2)2(x− 3)3 + (x− 1)2(x− 2)(x− 3)3 + (x− 1)(x− 2)23(x− 3)2

]
lim
x→1

f(x)− f(1)
x− 1

= lim
x→1

sign(x− 1) · 8 =⇒ der Grenzwert existiert nicht.

lim
x→3

f(x)− f(3)
x− 3

= 0 = f ′(3)

Zusammenfassend kann man sagen, dass f auf R \ {1} di�'bar ist.

11. Zjist¥te, zda jsou funkce v bod¥ x0 = 1 diferencovatelné!

a) f(x) =

{
1− x2 , x ≤ 1

x2 − 1 , x > 1

}
b) f(x) =


1

x
, 0 < x < 1

−x
2

2
+

3

2
, x ≥ 1

 c) f(x) =


x+ 2

x+ 1
, 0 < x < 1

−x
4
+

3

4
, x ≥ 1


zu a :

f(x) =

{
1− x2 , x ≤ 1

x2 − 1 , x > 1

}
ist stetig im Punkt x0 = 1, da f(1) = f(1+) = lim

x→1+
x2 − 1 = 0 =

lim
x→1−

1− x2 = f(1−).

Weiter gilt:
f(1 + h)− f(1)

h
=


1− (1 + h)2

h
, h ≤ 0

(1 + h)2 − 1

h
, h > 0

 =

{
−(2 + h) , h ≤ 0

2 + h , h > 0

}
.

Daher kann f im Punkt x0 = 1 nicht di�erenzierbar sein.

zu b :

f(x) =


1

x
, 0 < x < 1

−x
2

2
+

3

2
, x ≥ 1

 ist stetig im Punkt x0 = 1, da f(1) = f(1+) = lim
x→1+

1

x
= 1 =

lim
x→1−

−x
2

2
+

3

2
= f(1−).

Weiter gilt:
f(1 + h)− f(1)

h
=


(

1

h+ 1
− 1

)
1

h
, h < 0(

−(1 + h)2

2
+

3

2
− 1

)
1

h
, h ≥ 0

 =


−1
h+ 1

, h < 0

−1− h

2
, h ≥ 0

 .

Damit ist f ′−(1) = f ′+(1) = −1 und f im Punkt x0 = 1 di�erenzierbar.

zu c :

Die Funktion f(x) =


x+ 2

x+ 1
, 0 < x < 1

−x
4
+

3

4
, x ≥ 1

 ist im Punkt x0 = 1 nicht stetig und kann somit auch

nicht di�erenzierbar sein.



12. Najd¥te rovnici te£ny
a) k parabole y = 3x− x2 v bod¥ (1, 2),

b) k elipse (x− 1)2 + 4y2 = 4 v bod¥
(
0,
√
3
2

)
.

Bemerkung Die Gleichung der Tangente im Punkt x0 an die Funktion f ist:

yt = f(x0) + f ′(x0)(x− x0)

zu a : f ′(1) = 1 und f(1) = 2 =⇒ yt = 2 + 1(x− 1) = x+ 1

zu b : (x− 1)2 + 4y2 = 4 =⇒ y = f(x) =

√
1− (x− 1)2

4
=⇒ f ′(x) = − x− 1

4

√
1− (x−1)2

4

f ′(0) =
1

2
√
3
und f(0) =

√
3

2
=⇒ yt =

√
3

2
+

1

2
√
3
x

13. Najd¥te rozm¥ry válcové konzervy, která má p°i daném objemu 1 dm3 minimální plochu.

14. Ur£ete derivace
(
f−1

)′
(y) a

(
g−1
)′
(y) pro funkce

a) f(x) = ln
√
1 + x4 , x ∈ (0,∞), b) g(x) = sinhx =

ex − e−x

2
, x ∈ R

zu a :

y = log
√
1 + x4 =⇒ ey =

√
1 + x4 =⇒ e2y = 1 + x4 =⇒ x =

4
√
e2y − 1

dy

dx
=

1√
1 + x4

· 1
2

1√
1 + x4

· 4x3 = 2x3

1 + x4
=⇒ dx

dy
=

1 + x4

2x3
=⇒

(
f−1

)′
(y) =

e2y

2
(

4
√
e2y − 1

)3
zu b :

y = sinh(x) =⇒ x = arsinh(y)

dy

dx
= cosh(x) =

√
1 + sinh2 x =⇒ dx

dy
=

1√
1 + sinh2 x

=⇒
(
g−1
)′
(y) =

1√
1 + y2

15. Pro následující funkce nalezn¥te lokální a globální extrémy:

a) f(x) = xne−x na [0,∞) (n ∈ N), b) f(x) =
lnx

x
na (0,∞)

zu a :

f ′(x) = nxn−1e−x − xne−x = e−xxn−1(n− x)
Es gilt: f ′(x0) = 0 :⇐⇒



• x0 = 0 : An dieser Stelle liegt ein lokales und globales Minimum vor (siehe Skizze), denn f(x) ≥
f(0) , ∀x ∈ [0,∞).

• x0 = n : An dieser Stelle liegt ein lokales und globales Maximum vor (siehe Skizze), denn f ′(x) > 0
für x ∈ (n− ε, n) und f ′(x) < 0 für x ∈ (n, n+ ε) (ε > 0).

zu b :

f ′(x) =
1
x · x− lnx

x2
=

1− lnx

x2
!
= 0 =⇒ x = e

f ′(x) > 0 für x < e =⇒ lokales Maximum. f ′(x) < 0 für x > e =⇒ globales Maximum.

Wegen lim
x→0

f(x) = −∞ existiert keine Minimum, weder ein lokales noch ein globales.

16. Pro následující funkce nalezn¥te lokální a globální extrémy:

a) f(x) = |x2 − 1| na [-2,2] b) f(x) = sinx sin 2x na R

a) f(x) ist di�erenzierbar auf (−2, 2) \ {−1, 1} und dort echt grösser 0. Wegen f(1) = f(−1) = 0 sind
folglich x = 1 bzw. x = −1 globale Minimumstellen.

f ′(x) =

{
−2x : −1 < x < 1
2x : 1 < |x| < 2

und f ′′(x) =

{
−2 : −1 < x < 1
2 : 1 < |x| < 2

x = 0 eine lokale Maximumstelle. Bleiben noch die Randpunkte 2 und −2 zu untersuchen. Es ist
f(2) = f(−2) = 3. Also sind insgesamt:

(2; 3), (−2; 3) globale Maxima

(1; 0), (−1; 0) globale Minima und

(0; 1) lokales Maximum.

b)

f(x) = sinx sin(2x) = 2 sinx sinx cosx = 2 cosx(1− cos2 x)

f ′(x) = cosx sin(2x) + 2 sinx cos(2x)

= 2 sinx cos2 x+ 2 sinx(cos2 x− sin2 x)

= 2 sinx(cos2 x+ 2 cos2 x− 1)

= 2 sinx(3 cos2 x− 1)

f ′′(x) = 2 cosx(3 cos2 x− 1)− 6 sinx cosx2 sinx

= 2 cosx(3 cos2 x− 1− 6 sin2 x)

= 2 cosx(9 cos2 x− 7)



notwendige Bedingung für lokale Extrema: f ′(x) = 0

f ′(x) = 0 ⇔ sinx = 0 oder | cosx| =
√

1

3

sinx = 0 ⇔ x = kπ für k ∈ Z

Wir setzen x1 := 0 und x2 := π. Dann erhalten wir f ′′(x1) = 4 und f ′′(x2) = −4. Also ist (0; 0) lokales
Minimum und (π; 0) lokales Maximum. Sei weiter x3 ∈ (0, π/2) und x4 ∈ (π/2, π) so gewählt, dass

cosx3 =

√
1

3
und cosx4 = −

√
1

3

x3,−x3 sowie x4 und −x4 sind weitere Extremstellenkandidaten. Wir haben

f ′′(x3) = f ′′(−x3) = 2

√
1

3

(
9

3
− 7

)
< 0 und

f ′′(x4) = f ′′(−x4) = −2
√

1

3

(
9

3
− 7

)
> 0.

Ausserdem ist

f(x3) = f(−x3) = 2

√
1

3

(
1− 1

3

)
=

4

3

√
1

3
=

4

9

√
3 und

f(x4) = f(−x4) = −
4

9

√
3

Aufgrund der 2π-Periodizität von f gibt es also die folgenden Extrema:

globale Maxima :

{(
x3 + 2kπ,

4

9

√
3

)
,

(
−x3 + 2kπ,

4

9

√
3

)
: k ∈ Z

}
globale Minima :

{(
x4 + 2kπ,−4

9

√
3

)
,

(
−x4 + 2kπ,−4

9

√
3

)
: k ∈ Z

}
lokale Minima : {(2kπ, 0) : k ∈ Z}
lokale Maxima : {(2k + 1)π, 0) : k ∈ Z}


