Matematicka analyza pro fyziky I
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3. Cvicdeni

1. Ukazte, ze pro kladna ¢isla z1, ..., x, plati

T . Tp=1=x1+... 425, >n

Navod: Abyste dokézali vyrok pro x1,...,zn4+1, predpokladejte, ze x, < 1 a x,41 > 1 (proc to lze?) a
pouzijte indukéni pfedpoklad na x1,...,2nh—1, TnTpt1-

X1 Tpo1 - (TpTpg1) =1
— 21+ ...+ Tp—1+TpTpy1 =N
noch zz: TpTp41 < Np + Ty — 1

(1 — 1)1 —z,) >01

=14z, +Tpt1—TnTnt+1 >0

2. Artitmeticky primér nezapornych &isel z1,...,x, je a = %, geometricky primér je g =
/Iy ...  Tp a harmonicky prameér h = %
e
Dokazte, ze a > g > h
Névod: Pouzijte, Ze y1 - ... - yn =1 = y1 + ... + yn > n pro kladna y;.
) U A |
"\/achr-...-:pn U Walex,
T1+...Tn
= Wlas 20 azyg
Val-..xn | L Valoxn T
e =
— ”xl-...-xn(%-i-...—l—%n)zn g>h
3. Dokazte pro (komplexni) ¢isla ay,...,a, a by,...,b, Cauchy-Schwarzovu nerovnost:
n
S lanllbel < /S a2/ S bef?
k=1
Navod: Ovéite pro Ay = % a B, = 15)71"' nerovnost »  ApBjp < 1.
Zﬁl las]? Zﬁl [bs]?
Pouzijte pritom skute¢nost, Ze geometricky priameér lze shora odhadnou aritmetickym primeérem.
|ag| |0 |
Ap = ——— By = ———
K n K n
> lail? > |bif?
i=1 i=1
n
;AkBk = Y \/AiB?

A2+ B?

Il IA
g

n

k| |bg|

<1
= VY lail? /3 [bif?




i |ag|bk| < \/Z |ai|2\/z |b; 2

4. Dokazte pro ¢isla aq,...,a, a by, ..., b, Minkowského nerovnost

\/Z |ak + bi|* < \/Z |axl* + \/Z |br|?

Navod: Rozlozte soucet pod levou odmocninou na dva sou¢ty a pouzijte Cauchy-Schwarzovu nerovnost.

Slag +bel? <X Jak + billak| + 3 |ax + bk bk

SN SIS NN DI LERY) p A A i) i
= VXl bl |V [l + /P

5. Bud 6 # 2km.
Dokazte identitu

sin@ +sin20 + ...sinnf =

1
- tcosf +cos20 + ... +cosnf) = —————=
2 2sin 3

n
Navod: Rozepiste S e~k

k=1
n .
STeT* = (cos® +cos260 + ...+ cosnf) +i(sinh + sin 260 + ... + sinnd)
k=1
. n—1 . wn6
— et ’;1 ethd  — i 11 eele
B Q 1— Ln@
= e2—5—
e 12 747
G
- 21 si ng
o sin ( +%)9) 1 n cosgfcos((n+%)9)
- QSin% 2 g 2sing
noch zz:
cos% — cos ((n + %) 9) = 2sin (%19) sin (%0)
I I
cos( ;10—%9) - cos( ;19—#72‘ )

6. Najdéte vSechna redlna ¢isla x s

T T\ 2
1—'32('—— —)
sin 3x sm2 0052

2
<sin§—cosg> :I—QSingcosgzl—sinm



oder

. . 2
_ T _ z
1 —sin3x = (sm2 cosz)
= sin 3x = sin x
I
= 3sinz —4sin3x = sin x
— sinz =0 \YJ 2sin?z =1
T =km sinx:i2
_ 7 T
=7tk

7. Spoctéte nasledujici komplexni &isla:

_ )2
by »— (Z1H4)
5 — 21
0 o (i 2
T2t
12
d) z= 53+(1+i)8—7z’

O (2+419)
3 3

e) (-1-iv3) (~1+iv3)

Berechnen Sie die folgenden komplexen Zahlen :

a) 2= (—V5+iVBP(1+i)* = (VB (=1 + )P (L+ )2 = 5(v/B) [(—1 + i) (1 + )P (~1 +4) =

=4

= 20(v5)(—1 + i) = —20V/5 + 20v/5i

(—1+44i)2  (=1+49)2(5+2i) (—1+449)(5+ 2i)

b p— p— pu—
) =5y (5 — 20)(5 + 2i) 29
_(C154+8)(5+2) _ (=59-70i) _ 59 70
B 29 B 29 29 29

+ 1+ =Ti=2-i) +(1+i)°-Ti=

84

= (3—40)(2—4)+ (1+49)2(14+)*A+i)>(A +i)*> = 7i = (2 — 186) + (20)* = (2 — 18i) + 16

= 18(1 — 1)

e) (~1- i\/§>3 (-1+ N§)3 = ((—1-ivB)(-1+ i\/§))3:(1 —3:2)° =64

8. Nalrtnéte v Gaubovské rovin€ nasledujici mnoziny komplexnich &fsel:
a) {ze€C;|z|-Z2=1+2i} b) {#z€C;|z—1+1i|=|2—3-5i|}

c) {ze(C;?Re(i>§2} d) {ZEC;\Z|§1, 2—2‘2;}
e) {z€C;|lz—1—i|=2]z+141|} f) {z€C;|z|>1—Re(2)} .
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zu(a) |z —Z2=142imit z=a+bi=|z] —(a—bi)=14+2i< |z| —a—1=(2—b)i

Diese Gleichung kann nur erfiillt werden, wenn gilt: |2 —a—1=0und 2 -b=0=>b=2

3 3
:>(a+1)2:a2+4:>a:§:>z:§+2i

Aim(z)

4

Re(2)

zu(b)Seiz=a+bi=|z—1+i|l=[z-3-5il<(@-12+0+1)2=(@-3)>*+0b-5)> <
4a — 32 = 12 = Das bedeutet, dass genau die komplexen Zahlen z € C die obige Gleichung erfiillen,

1 8
die auf der Geraden M mit der Geradengleichung b = _§a+§ liegen. M ist die Mittelsenkrecht zwischen
den Punkten 1 — ¢ und 3 + 5i.

*(3+5i)

. ) 1 1 a—bi a
Zu(C)SelZ:G+bZ:>§R6 <Z>§2<:>§Re <a+bz)§2<:>§]%e <a2+bQ>§2®aZ+bQ§2@

1 1 1\2
0§a2—2a+b2<:><<a— > + b2

16 — 4
41m(z)
o
I Re(z)
2 oM i
)
zu (d)
Aim@)

A Re(@)




zme)Seiz=a+bi=|z—1—i=2z+1+i e (a-1)?+0b-1)2=4((a+1)*+(+1)?) &

10 10 5\ 2 5\2 32
a2+b2+a+b+2:0<:><a+> +<b+3> = —.

3 3 3 9

Aim(@z)

zu(f)Seiz=a+bi= |z >1-Re(z) & Va2+b?2>1—-aeb*>1-2a.

Im(z)

Re(z)

9. Dokazte, Ze pro viechna komplexni ¢isla z,w € C plati tak zvana rovnobéznikova identita
|z +wf® + |z —w? =2 (|2]* + |[w]?) .
Jakd geometrickd véta se za ni skryva?
Mit z = a + bi und w = ¢ + di folgt:
24w+ ]z —wf*=(a+c)*+ (b+d)?+ (a—c)® + (b—d)?
=a® 4 2ac+ ¢ +b* +2bd + d* + a* — 2ac + * 4+ b* — 2bd + d*
=2(a® + b)) 4 2(c* + d?) = 2(|z]> + |w|?)

Die geometrische Aussage des Satzes lautet:

Die Quadrate der Lingen der Diagonalen eines Parallelogramms
entsprechen dem Doppelten der Quadrate der beiden Seitenldngen.

10. Pievedte nasledujici vyrazy na trigonometricky tvar z =r (cosy +isinyp) :
a) (1++3i)(1+i)(cosa+isina), acR b) -5 c) i+sin(2a) —icos(2a), 0<a<mw

Zu a)
. . . 1 1 1
(1++3i) (1 +i)(cosa+isina) = arg(z) =7 |z] =2 = z=2(cos=m+isin=m)

z w

1 1 1
= arg(w) = e lw|=v2 = w=+v2(cos yGi isin Zﬂ')

= (14 V3i)(1 +1i)(cosa+ isina) = 2(cos g7 + i sin $7)v/2(cos g7 + i sin 17)(cos a + i sina)



11.

= 2v/2(cos(5m + a) + isin(57 + a))

zu b) =5 = 5(cos7 + isinm)

z7u c¢) i+sin(2a) —icos(2a) = sin(2a)+i(1—cos(2a)) = 2sin a cos a+i(2sin? o) = 2sin a(cos a+isin o)

Regte rovnice pro z € C, z = x + iy

a) 22=i b) 25=-27 ¢) Z=1+iV/3 d) 22+2=0
e) 224224+ (1-8)=0 ) 2*—-2242=0 g) 22=3+4i h) 22=5-12i
Bemerkung: Es gibt mehrere Arten die komplexe Gleichung z? = a + bi zu 16sen.

Zunichst kann dies unter Zuhilfenahme der Formel von Moivre geschehen.

Sei 22 = a + bi. Man bestimme ¢ = arg(z) und r = |z|, dann gilt:

21 = /1 (cos (§) +isin (£)) und 29 = /1 (cos (% +7) +isin (% + 7))

Man kann aber auch so vorgehen:
Sei 22 = a + bi und z = = + yi.
Falls b = 0 ist, so gilt offenbar:
+a falls a > 0
Z =
12 +iy/|la| fallsa<0
Falls jedoch b # 0 ist, so gilt

22 = (x4 yi)* = 2% —y? + 2zyi = a + bi,

was auf die zwei reellen Gleichungen
(D) a=2%—9° und (II) b = 22y fithrt.

Da b # 0 vorausgesetzt ist, folgt aus (II) direkt: x # 0 und y # 0.

Weiter gewinnt man aus (I) durch Einsetzen von (II) zunéchst:

2 2
die reellen Gleichungen R % =a und umgeformt zt — az? — v =0
x

woraus nach der p — g—Formel:

a2 b2

2y _ & @
($)1/2—2i 4+4

folgt, was durch das das plus unter der Wurzel immer einen sinnvollen Ausdruck.

Man {iberlegt sich ferner, dass stets gilt:

woraus sich

1
()12 = :l:\/g + B a? + b? und durch (IT) auch y; /o bestimmen lasst.
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Abschliefsend sei darauf hingewiesen, dass auch die p — g—Formel in C gilt.

1 1 1 ,
ma) =i o= [P=1 ag(z®)=gm =2 = (cosgmtisingm) e
A1 = (COSEW—l—isinéw) = \g»_‘_zz Zo = (COSEW+iSiH67T) = —{+2Z 23 = (COS*ﬂ'—i—
.. 3 ,
isin —m) = —i
2
zZu b) S 97 o ’Z6| —97 arg(zﬁ) —n = (COSﬂ' + isin 7T) Moiyre

1 1 1 1
21 = V3(cos g" +isin—m) = g + ﬁz 29 = V/3(cos 3™ +isin=m) = V/3i

6 2 2
) 5 3 3 7 7 3 3
23 = V/3(cos 5" + isin 67r) =-3 + \2[2 24 = V/3(cos i + isin 67r) =-5- \sz
3 3 11 11 3 3
z5 = V/3(cos = + isin —m) = —/3i 26 = V3(cos —m +isin —m) = = — iz
2 2 6 6 2 2
4 , 4 a1 3 1 1 Moiyre
et =14+iV3 = |2 =2 arg(z):§7r =z :2(cos§7r+zsm§7r) =
21 = V/2(cos i7T+isin i7r) 2 = V/2(cos lﬂ—l—isin 177)
! 12 12 2 12 12
13 13 19 19
2z3 = \4/5(005 " + isin Eﬂ') z4 = é@(cos 7" + i sin ﬁw)

rud) 22 4+2=0 = 21/2:ii\@

zue) 22 +224(1—-8i) =0 & (z+1)% =8i o (z+1)1/z:i2\@(§+i§>:

+ (2 + 2i)

=z1=142 und z21=-3—2

wuf) 2t —2242=0 & (22-1)241=0 = 2 =141
o

owre

1. Fall: 22 =1+ = 212 = £V2(cos § +isin §)

23/4 = +v2(cos E —isin%)

Moiyre

2. Fall: 22=1—1

zu g) z© = 3 + 4i ergibt geméss der Bemerkung mit ¢ = 3 und b = 4 z1 = 241
zZ9 = —2—1

zu h) 22 = 5 — 12i ergibt gemiss der Bemerkung mit ¢ = 5 und b = —12 21 =3—2t

29 =—-3+2

T T
Spocététe piesnou hodnotu cos 5 und sin 5

Névod: Polozte z = cos% +1 sing a pouzijte z° 4+ 1 = 0 stejné jako z + — = 2COS% .
z

T T
Sei al = — +isin—).
ei also z (Cos.5 —i—zsm5)

HSH1=0 o (+1D)E -2 4+22-24+1)=0
#0

1 1
= A B4 —z24+1=0 = 22—z+1—7+—220(*)
z 0z

und

und



13.

14.

1 1\?
ni=z+- = n2:<z+> =242+ 5
z z

1 N1 1
(%) & nP-n-1=0 = nyp =g & Z+1=§(1j:\/5)

1
= n=z+-= (+f)—2cosf
z

1
= Cosgzz(l—i-\/g) = sm— Hl—cos2 \/ (5-5

Nactrnéte v C nasledujici mnoziny

a){z€C:|z—i|=3}, b){zeC:|z+i=]z-1]}, ¢){zeC:|22+1]=]2-1]},
d){z€C:|z+1]=2]z—2|}, e){z€C:Re(z+2)>Imz}.

Zu a)

Der Abstand zwischen z und 7 soll 3 sein. Es handelt sich also um Kreis mit Mittelpunkt ¢ und Radius
3.

Zu b)

Der Abstand von z zu —i muss gleich dem Abstand von z zu 1 sein. Es handelt sich also um die Achse
der Ve rbindungsgerade zw. —i und 1, also die Achse des zweiten und vierten Quadrants.

Zu c)

Erstmal finden wir (wie in b) die Menge M = {w € C ¢ Jw+ 1] = [w — 1[}. Dies ist die imaginire
Achse. Dann suchen wir die Menge M = {z € C : 22 € M}. Aus der geometrischen Intepretation der
Multiplikation komplexer Zahlen folgt, dass M = {(1+i)t: t e R} U{(1 —i)t:t € R}.

Zu d)

Der Abstand zw. z und —1 ist doppel so grof als der Abstand zw. z und 2. In der Menge liegen also die
Punkte 1 und 5. Aus der Elementargeometrie folgt, dass die Menge so-gennanter Apollonischer Kreis
ist, d.h. Kreis mit Mittelpunkt 3 und Radius 2.

Zu e)
Die Ungleichung erfiillen alle Punkte z = a 4 ¢b mit a +2 > b, d.h. eine Halbebene. Threr Rand ist eine
Gerade, die durch die Punkte —2 und 2i geht.

Udejte trigonometrickou reprezentaci ¢éisel

1w (5 0 (5 0

Najdéte redlnou a imaginarni ¢ast a absolutni hodnotu

Zu a)

C1+d V2

te 1 T
—_— = arc = —.
2 g 1

1+
2 27

2




Also ist 3
141 2
;_Z = T(COS% —i—z’sin%).

Zu b) und ¢)

Aus der Formel

r1(cos p1 + i sin ¢1)ra(cos o + isin pg) = rira(cos(p1 + p2) + isin(pr + ¢2))

folgt
<1;—i)2:\g§.?(COSQ.Z+isin2.Z):;(cosg—kisin;r):g
und Len® (a\ Y - - 1 3 3m i
( ; ) :<2> (cos30 - - +isin30- 7) = oz (cos o +isin o) = —oorp.
Zu d)

(14 V30)% = |1+ v/3i|"5(cos 15 - g +isinl5- g) = 215 (cos 5 + isin 57) = 2'5(cos 7 + i sin 7).

(V3 + )% = V3 +i[*(cos 24% +isin 24%) = 924(cos 4 + isindr) = 224,

Also
(1 + \/gi)ls _ _215 _ 2_9
(i 2 |
Zu e)
1+4i (1401 +4d) 2
z = = = — =
1—i Q-9+ 2
Also
Re(z) =0,Im(z) =1,|z| = 1.
Zu f)
1 1.4 i
=== — = — = —1
i i-i —1 ’
also
Re(z) =0,Im(z) = —1,|z| = 1.
Zu g)
i+t i+ 2+41—i 144d  (1440)(1-3i) 4-2% 2—i
z = = - = = = = =
i+ i 24140 1430 (14 3i)(1 - 30) 10 5
also
2 1 )
Re(z) = 2, Im(z) = — 2, |2] = ‘g

15. Budiz z1, 29, 23 komplexni &isla s vlastnostmi

|z1| = |22] = |23] =1

21+ 22+23=0



Ukazte, Ze 21, 29, 23 jsou vrcholy rovnostranného trojuhelnika.
Navod: Pouzijte
|2+ wl* + |z — w]? = 2|2 + |w]).

77
|21 — 2z = |z — 23
Il Il
2(|21)* + |22%) = |21 + 22 3
Il
22— | — z)?

4-1 = 3



