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2. Cviceni

1. Man zeige:
a) Fiir neN git: 2">n und 3" >n

b) Fir n=2,3,... gilt: Z—

c) Fir a,beRund neN gilt: (a—10) Zakb”*]C = "t —ptl

n

d) Fir neN gilt: Zk3 ( )2.

.. . n 1 1
e) Fir neN gilt: 1+—§Z%§n+§.

f) Fir neN gilt: n! <

1 3 2n—1< 1
2 4777 9on Von+1

g) Fir neN gilt:

zZu a)
Induktionsanfang: n=0 = 2°=1>0 und 3°=1>0%2=0

Induktionsbehauptung: 2" >n bzw. 3" >n2 = 2" >n 41 bzw. 3"t > (n 4+ 1)?
— —
Ind.Vor. Ind.Vor.

Beweis der Induktionsbehauptung (n > 1):

M>p = 2."=mtl S92 n—nin>nt+1 =2"">n4t1

3n>n? = 3.3"=3"">3.n2=n24+n2+ni>nP+2n+1=mn+1)? =3">n+1)?

Damit ist die Behauptung bewiesen.

zu b)
2
1 vV2+1 V241 V2 - 1
Induktionsanfang: n=2 = — = > (0 denn —V2= >
; koooV2 V2 f T V22t
0
Induktionsbehauptung;:
n 1 n+1 1
> ./n = —>vVn+1
v X

Induktionsvoraussetzung
Beweis der Induktionsbehauptung (n > 3):

n>0=n*+n>n*=nnh+1)>n’=>vnvn+tl>n=Vnvn+l+1>n+1=
n+1

Vit >ﬁf¢2—>ﬁf

>W:>Z

ﬁ \ﬁ



Damit ist die Behauptung bewiesen.

zu c)
0
Induktionsanfang;: n=20 = (a—0) Z a""F = (a — b)a®" 0 = (a — b) - 1 = a"1 — pOF!
k=0

Induktionsbehauptung (n > 1):

n n+1
((l _ b) Zakbnfk — an+1 . anrl = (CL o b) Z akbn*k+1 _ an+2 o bn+2
k=0 k=0

Induktionsvoraussetzung
Beweis der Induktionsbehauptung:

(CL . b) Zakbn—k — an-‘rl o bTH—l o b(a o b) Zakbn—k _ ba"'H o bn+2 o
k=0 k=0
an+2 o ban+1 + b(a _ b) Z akbnfk — an+2 _ bn+2 PN an+1(a _ b) + b(a o b) Z akbnfk — an+2 _ bn+2 PN
k=0 k=0

n n+1
(CL . b) [anJrl + bzakbnk] _ an+2 - bn+2 PN (a _ b) Z akbnfk+1 _ an+2 _ bn+2
k=0 k=0

Damit ist die Behauptung bewiesen.

zu d)

1 2
Induktionsanfang: n=1 = Z B=13=1=12= (Z k;)

n n 2 n+1 1\ 2
Induktionsbehauptung: > K= (Z k) = K = (Z k)
k=1 k=1

Ind.Vor.

Beweis der Induktionsbehauptung (n > 2):

n+1

Zk?’ - iks + (n +1)° = (ik)z + (n + 13 = <(n—|—1)n)2 +(n+ 13 =
2

k=1 k=1 k=1

<n—2|—1>2(n2+4(n+1)) _ <n;1>2(n2+4n+4) _ (n+1)2(n+2)2 _ <(n+1)2(n+2)>2 )

&)

Damit ist die Behauptung bewiesen.

zu e)

Induktionsanfang: n=1 = 1+



2 v % 1
n n
Indukti beh t : — - - = 1 < - < 14—
nduktionsbehauptung 2 Zk 2 + 9 _k,lk_n+ —|-2
Induktionsvoraussetzung
Beweis der Induktionsbehauptung (n > 2):
2n on 2n
n+1 n 1 1 1 1 2" 1 1 1
Lt = = 1ldgt5 <D o+5 =2 tomm =2 tgmt tgm <
k=1 k=1 k=1
2" —mal
n n n+1 n+1
5: PR S L P 2 = S 351 (erst
= = - = — (erster
k 2”—1—1 2m 42 242" — 1 2m 4 2n k k k
k=1 k=241 k=1
Tell)
n+1 n n+1 n+1
33 1, - 1 PR FR L1l
= — — n — — — n —
k k k - 2 k 2
k=1 k=241 k=2n+1
1 + ! + + L + ! —i—l—i-l—i-l—i— +1+1 +1+2n +1+1
.. i 2 —_n Z
2n+1 242 24 2n — 1 2" 4 2” - 2 2n 2n 2n - 2n 2 2n 2

2" —Summanden
(zweiter Teil)

Damit ist die Behauptung bewiesen.

zu f)

Mtionsanfang:

Fiir n = 1 ist es zu zeigen, dass 1 < 1. Das ist offensichtlich wahr.
Induktionsschritt:

Sei n € N fest. Wir setzen voraus, dass

gilt.

Wir wollen beweisen, dass dann auch

n+1
m+1ﬂ§<”;2> .

Wir fithren folgende Abschétzung durch:

n+1

(n+1)!—n!(n+1)§<

>n(n+1)

() e ()

2(n+ 1)n+1 § (’I’L—|— 2)n+17

1 n+1
2 < <1+) .
+1

Wir beweisen diese Ungleichung, in dem wir zeigen, dass

Die Frage ist jetzt, ob

ist, oder dquivalent,

oder ob

(%) Apyl = Ap > ...02 > a1 = 2,



wobei a,, = (14 ).

n
Wir schreiben
+1
Qi1 1\ (1) 1 1\
=1+ — T =1+ — l—— .
an, n 1+ n (n+1)

Nach der Bernouschen Ungleichung ist das aber grisser als

n+1(1 n+1 )n—i—l no
n (n—|—1)2 n on+1

Also gilt ap+1 > ay fiir alle n € N. Offensichtlich ist auch a; = 2. Damit ist (x) bewiesen und der
Induktionsschritt abgeschlossen.

zu g)
Induktionsanfang:

Es ist zu zeigen, dass

gilt. Das ist aber klar.
Induktionsschritt:

Sei n € N fest und wir setzen voraus, dass

—_

3 2n—1< 1
2 47 2n V2n+1

gilt. Es ist zu zeigen, dass
2n—-1 2n+1 1

1 3
247 20 m+2 < V2n +3
Das folgt aus folgender Rechnung

2n —1 2n+1< 1 2n—|—17\/2n+1< 1
2n  2n+2 " \n+12n+2  2n+2 T /2n+3

Die erste Ungleichung folgt aus der Induktionsvoraussetzung, die zweite ist dquivalent zu

Va2n+1vV2n +3 < 2n + 2

13
S

und die wieder zu
(2n +1)(2n + 3) < (2n + 2)?

und die ist offensichtlich wahr fiir alle n € N.

. Beweisen Sie fiir alle n € N:

n
Zj@ =2,
=0

Wir beweisen die Aussage direkt:




3. Beweisen Sie, dass die Bernoullische Ungleichung
(1+2)" >1+nx

sogar fiir alle x > —2 und n € N gilt.

Hinweis: Beweisen Sie die Aussage direkt fiir alle z > —2 und n = 1,2 und machen Sie dann den
Induktionsschritt von n zu n + 2.

Fir z > —2 und n = 1, 2 ist es zu zeigen, dass
(14+z)>1+2 und (1+4z)2>1+2z.

gilt. Beide diese Aussagen sind aber offensichtlich wahr.
Wir setzen voraus, dass die Ungleichung fiir ein n € N wahr ist, d.h. (14 )™ > 1+ nx. Dann gilt auch
1+2)"2=1+2)*1+2)">1+2)*Q+nz) = (1+2z+22)(1 +nz)
————
>0
=1+nz+2x+2n2® + 2% +n2’ = 1+(n+2)x+x2(2n+1+x) >1+ (n+2)x.
Die letzte Ungleichung gilt, weil 2n 4+ 142 > 0 ist fiir alle n € N und x > —2. Also stimmt die Aussage
auch fir n + 2.
Man sollte sich noch iiberlegen, dass folgender “Satz” gilt:
Sei ACN. Falls1 € A, 2 € A und

VneN: ned = (n+2)ecA,
dann gilt A =N.
4. Sei A,BCR, A, B # () und A und B beschriankt. Zeigen Sie, dass
a)sup({fa+b:a€ A be B}) =sup A +supB,
b) inf({a —b:a € A,b€ B}) =inf A —sup B,
c¢) sup(A U B) = max(sup A, sup B).
Gibt es eine Analogie zu ¢) fiir sup(A N B)?
Zu a)

Sei « eine obere Schranke fiir A und 3 eine obere Schranke fiir B. Dann ist a + ( eine obere Schranke
fiir die Menge A+ B={a+b:a € A b€ B}. Wir setzen o = sup A und 8 = sup B und sehen, dass
sup A 4+ sup B eine obere Schranke fiir A 4+ B ist. Es gilt also

sup({a+b:a€ A,be B}) <supA+supB.

Sei «y eine obere Schranke fiir A+ B. D. h. v > a + b fiir alle a € A,b € B. Wir zeigen, dass 7 — sup A
eine obere Schranke fiir B ist. Falls v — sup A keine obere Schranke fiir B wire, dann miisste es ein
b € B geben, so dass

v—supA<b

ist, d.h. v < b+ sup A. Also es miisste ein a € A geben, so dass v < b+ a und das ist ein Widerspruch
mit der Annahme, dass v eine obere Schranke fiir A + B ist. 7 — sup A ist also obere Schranke fiir B.
Setzt man jetzt v = sup(A + B), erhéllt man die Aussage.

Zu b)
b) folgt aus a):
inf(f{a—b:a€c A,be B}) = —sup({—a+b:ac A bec B})
=—sup({a+b:ae(—A),be B})
= —[sup(—A) + sup B] = inf A — sup B.

Zu c) Die Aussage beweisst man durch Fallunterscheidung (sup A > sup B und sup A < sup B).
Es gibt keine Analogie fiir den Fall sup(A N B), insbesondere kann A N B = () sein.



5. Sei M eine nicht-leere Menge und f : M — R, g : M — R seien beschrénkte Funktionen, d.h. f(M) C R
und g(M) C R sind beschrénkt. Zeigen Sie, dass

(#)  sup(f(z) +g(z)) < sup f(z) + sup g(z),

zeM zeM zeM
sup (f(z) + g(x)) > sup f(z) + inf g(x),
xeM zeM xeM
sup (f(z) — g(z)) < sup f(z) — inf g().
rEM zeEM zeM

Gilt in (#) allgemein auch die Umgekehrte Ungleichung?
Zu (#):

Sei a = sup f(z),b = sup g(z). Fir alle x € M gilt also f(z) < a und g(z) < b. Fiir alle x € M gilt
xeM zeM
also auch f(z) + g(z) < a+b. D. h. a + b ist eine obere Schranke der Menge {f(z) + g(z) : z € M},

ist also grofer (oder gleich) als Supremum dieser Menge.
Zweite Ungleichung:

Sei diesmal a = sup f(z),b = inf g(z).
zeM zeM

Ve>03dx=ac€ M: f(ze) >a—e

Insgesamt gilt:

;g]\r}(f(:v) +9(z)) = f(ze) + g(xe) > a—€+0.

Fiir jedes € > 0 gilt also sup,cp(f(z) + g(x)) > a+b—¢, d.h. sup,cp (f(x) +g(z)) > a+b.
Die dritte Ungleichung folgt aus (#) wenn man —g(z) statt g(z) schreibt.
Die Ungleichung in (#) kann echt sein. Z. B.
1= sup (sin®z +cos’z) < sup sin?z+ sup cos’z =2.
z€[0,27] z€[0,27] x€[0,27]
6. Man beweise:
a) Die Menge aller endlichen Teilmengen von N ist abzéhlbar.

b) Die Menge aller endlichen Folgen von Ny ist abzéhlbar.
c) Die Menge aller Folgen, die nur die Elemente 0 und 1 enthalten, ist nicht abz&hlbar.

Zu a)

Wir miissen die Menge
M ={ACN:A istendlich}

in eine Folge ordnen. Das kann man z.B. so machen:

Wir betrachten die Funktion ¢, die zu jeder endlichen Menge A C N die Summe ihrer Elemenenten
zuordnet. Z. B. ¢({2,5,7}) = 14. Man iiberlegt sich, dass folgende Aussage wahr ist:

Fiir jedes n € Ny gibt es nur endlich viele Mengen A € M, so dass p(A) = n ist.
Anders gesagt,

M = UOMn: UO{AGN:¢(A):n}

und die Vereinigung auf der rechte Seite ist disjunkt und alle Mengen auf der rechte Seite sind endlich.
Jetzt sind wir schon fast fertig. Fiir jedes n € Ny kann man M, in eine endliche Folge umordnen, und



diese endliche Folgen dann hintereinander schreiben.

My: 0

M {1}

My : {2}

Ms: {1,2},{3}
My {1,3},{4}

Ms: {1,4},{2,3}, {5}
Mg : {1,2,3},{1,5},{2,4}, {6}

und die Ordnung von M ist dann
0.1}, {2}, {1, 2}, {3}, {1, 3}, {4}, {1,4},{2,3}, {5}, {1, 2,3}, {1,5},{2, 4}, {6}

Zu b)
Wir modofizieren den Beweis aus a).

Fiir jede endliche Folge a bezeichnen wir mit £(a) ihre Launge. D. h. ayq) # 0, aber a,, = 0 fiir alle
n > l(a). Z. B. ¢(1,0,2,0,0,0,...) = 3.

Statt ¢ aus a) betrachten wir jetzt die Funktion ¢, die jeder endlichen Folge a die Summe ihrer
Elementen und ¢(a) zuordnet. Z. B. ist

¥(1,0,2,0,0,0,...) =1+2+3=6.

Genau wie in a) kann man dann die Menge aller endlichen Folgen in eine disjunkte Vereinigung endlicher
Untermengen zerlegen:

N={a:N—-No:a endlich} =[N, =J{a:N—Ny,(a)=n}

n=0 n=0
Man iiberlegt sich wieder, dass alle Mengen N,, endlich sind und daher N abz&hlbar ist.
Zu c)

Wir benutzen das Diagonalverfahren von Cantor. Wir setzen voraus, dass das moglich 4st, die Mengen
aller Folgen, die nur aus 0 und 1 bestehen, in eine Folgen umzuordnen:

fi=(fu1 fies fus fia,--.)
foa = (f21, fo,2, fo3, foa, .- - ),
f3=(f31, 32, f33, f3.4,---)
fa=(fa1, fa2, fa3, faus.-.)

)

)

)

wobei f; ; € {0,1} fiir alle ¢, j € N ist.
Wir definieren eine neue Folge g = (g1, 92,93, 94, - . . ) durch

o 0, falls fj,j = 1,
9701, s g =o.

Fiir alle j € N gilt, dass g; # f; j, also auch g # f;.
Die Folge g besteht also aus 0 und 1, ist aber unterschiedlich von allen f;,j € N - ein Widerspruch.



7. Man beweise:

[a? + b2 b
a) Fiir alle a,b > 0 gilt a—2k Za; > Vab.

b) Falls n € N und y/n € Q ist, dann ist auch /n € N.
Zu a)

Beide Ungleichungen beweisst man direkt durch Quadrieren:

[ o2 2

a? +b® _ (a+b)?
> >
5 = 1 > ab

ist aquivalent zu

und das zu
2(a* + b*) > a* + 2ab + b* > 4dab

und das wieder zu
(a—0)>>0>—(a—b)2

Zu b)

Wir nehmen an, dass /n = %, wobei p € Ny¢ € N und p und ¢ teilerfremd sind. Dann ist aber
n = fl’—z, also p? = ng?. Falls alle Primzahlen in der Primzahl-Zerlegung von n mit einer geraden Potenz

vorkommen, dann ist y/n eine natiirliche Zahl.

Falls eine Primzahl in dieser Zerlegung mit ungerader Potenz vorkommt, bezeichnen wir sie mit o € N.
Dann ist p? durch « teilbar, und (weil die Potenz von a ungerade war), auch ¢. Das ist aber Widerspruch
damit, dass p und ¢ teilerfremd sind.

8. Geben Sie eine Formel fiir fo f und fo fo f, falls f(z) = .

1-z
1
fla) =
Wir setzen fiir z wieder f(z), und bekommen
1 x—1
R e

and



