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9. Cvi£ení
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1. Ur£ete horní a dolní sou£ty funkce f(x) = x2 pro rovnom¥rné rozd¥lení intervalu [0, a]. Spo£t¥te takto

integrál

a∫
0

x2 dx .

2. Spo£t¥te : a)

ln 2∫
0

x e−xdx b)

2π∫
0

x2 cosxdx c)

e∫
1
e

| lnx|dx d)

2∫
1
2

(
1 + x− 1

x

)
e(x+

1
x)dx

Návod : V d) pouºijte substituci t = x+ 1
x .

3. Pomocí Riemannova integrálu spo£t¥te:

lim
n→∞

(
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

2n

)
.

4. Spo£t¥te

a)

2π∫
−2π

dx

2 sinx− cosx+ 5
b)

π∫
0

√
1 + cos 2x dx

c)

π/2∫
0

dx

2 + cosx
d)

1/2∫
−1/2

cosx ln
1 + x

1− x
dx

5. Riemannova funkce

Bu¤ R(x) = 0 pokud x je iracionální, a f(x) =
1

q
pokud x =

p

q
(p ∈ Z, q ∈ N a p, q nesoud¥lné.)

Ukaºte, ºe R je na [0, 1] riemannovsky integrovatelná.

6. Spo£t¥te plochu mnoºiny ohrani£ené k°ivkou

K :=
{
(x, y) : x2/3 + y2/3 = 1

}
.

Ud¥lejte si nejprve obrázek. Tato k°ivka se nazývá asteroida.

Návod: Pro n ∈ N, n ≥ 2 platí∫
cosn x dx =

sinx cosn−1 x

n
+

n− 1

n

∫
cosn−2 x dx .

7. Vy²et°ete konvergenci nebo divergenci následujících nevlastních integrál·:

a)

∫ ∞
1

dx√
x3 + x

, b)

∫ ∞
0

xne−
√
xdx, c)

∫ ∞
0

sin t

t
dt, d)

∫ ∞
0

sin2 t

t
dt.

8. (i) Spo£t¥te plochu elipsy

K =

{
(x, y) ∈ R2 :

x2

a2
+

y2

b2
≤ 1

}
, a, b > 0.

(ii) Spo£t¥te plochu ohrani£enou Bernoulliho lemniskátou:

K =
{
(x, y) ∈ R2 : (x2 + y2)2 = 2a2(x2 − y2)

}
, a > 0.

Návod:
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Odvo¤te parametrické vyjád°ení v polárních sou°adnicích.

r = a
√
2 cos(2ϕ), r ∈ (0,

√
2a).

Integrujte pak od nuly do
√
2a délku paprsku, který je omezen lemniskátou, tedy

∫ √2a
0

rϕ(r)dr.

9. Ukaºte, ºe

lim
t→∞

∫ t

0
e
x2

2 dx

e
t2
2

t

= 1.

10. Bu¤ f : [0,∞) 7→ [0,∞) dána.

(i) Plyne z

∫ ∞
0

f(x) dx <∞ vºdy lim
x→∞

f(x) = 0 ?

(ii) Plyne z

∫ ∞
0

f(x) dx <∞ vºdy existence limity lim
x→∞

f(x) ?

(iii) Bu¤ f navíc stejnom¥rn¥ spojitá. Plyne pak z

∫ ∞
0

f(x) dx <∞ vºdy lim
x→∞

f(x) = 0 ?

11. Vy²et°ete konvergenci nebo divergenci následujících nevlastních integrál·

a)

∫ 1

0

lnx

1− x2
dx b)

∫ ∞
0

lnx

1 + x2
dx c)

∫ ∞
0

sin(1/x) arctanx

x
dx d)

∫ π
2

0

ln(sinx)√
x

.

12. Spo£t¥te

a)

∫ ∞
−∞

dx

1 + x2
b)

∫ 1

0
lnx dx c)

∫ ∞
0

x lnx

(1 + x2)2
dx d)

∫ ∞
0

arctanx

(1 + x2)3/2
dx.

13. Bu¤ f spojitá na [0,∞), a nech´ existuje lim
x→∞

f(x) = A. Dokaºte, ºe pak lim
x→∞

1

x

x∫
0

f(t)dt = A.


