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4. Cvi£ení
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1. Nech´ f(x) =

(
1

x+ 3
− 2

3x+ 5

)
1

x− 1
, (x 6= 1).

a) Ukaºte lim
x→1

f(x) =
1

32
.

b) Udejte δ > 0 takové, ºe pro v²echna x s |x− 1| < δ platí: |f(x)− 1

32
| < 1

100
.

2. a) Vyjád°ete

lim
x→a

f(x) = A, lim
x→+∞

f(x) = A, lim
x→a

f(x) = +∞, lim
x→+∞

f(x) = +∞,

lim
x→a+

f(x) = A, lim
x→a−

f(x) = A, lim
x→a+

f(x) = +∞

pro a ∈ R a A ∈ R pomocí kvanti�kátor·.
b) De�nujme

U(a, δ) = (a− δ, a+ δ) pro a ∈ R, δ ∈ R, δ > 0,

U(+∞, δ) = (1/δ,∞) pro δ ∈ R, δ > 0,

U(−∞, δ) = (−∞,−1/δ) pro δ ∈ R, δ > 0,

U+(a, δ) = [a, a+ δ) pro a ∈ R, δ ∈ R, δ > 0,

U−(a, δ) = (a− δ, a] pro a ∈ R, δ ∈ R, δ > 0,

P+(a, δ) = U+(a, δ) \ {a}, P−(a, δ) = U−(a, δ) \ {a}, P (a, δ) = U(a, δ) \ {a}.

Vyjád°ete pomocí této notace vý²e uvedené limity.

3. Spo£t¥te následující limity:

a) lim
x→0

sin ax

sin bx
, (b 6= 0) b) lim

x→4

1

x− 4

(√
3x− 1−

√
11
)

c) lim
x→∞

x1000 e−
√
x d) lim

x→1

xn − 1

x− 1
(n ∈ N)

e) lim
x→∞

(
x10 + 1010

)−1 1000∑
k=0

(x+ k)10 f) lim
x→0+

(
2 + x

√
1 +

4

x2

)

g) lim
x→0−

(
2 + x

√
1 +

4

x2

)

4. a) Funkce f : (0, 1] −→ R budiº de�nována jako : f
(

1
2n

)
:= 1, f

(
1

2n−1

)
:= 0, n ∈ N, a na kaºdém

intervalu
[

1
n+1 ,

1
n

]
nech´ jsou funk£ní hodnoty na koncích intervalu spojeny úse£kou. Na£rtn¥te

pr·b¥h funkce a ukaºte, ºe limita lim
x→0

f(x) neexistuje.

b) Nech´ f(x) =

{
x pro x ∈ Q,
1 jinak.

Pro která x0 ∈ R existuje lim
x→x0

f(x)?

5. Budiº f : R→ R spojitá na R. Funkce f+ a f− jsou de�novány jako:

f+(x) =

{
f(x), pokud f(x) ≥ 0

0, pokud f(x) < 0
a f−(x) =

{
−f(x), pokud f(x) ≤ 0

0, pokud f(x) > 0
.



Ukaºte:

a) Platí f = f+ − f− a |f | = f+ + f− .

b) f+ a f− jsou spojité na R.

6. a) Dokaºte: tan(x+ y) =
tanx+ tan y

1− tanx tan y

b) 16 arctan
1

5
− 4 arctan

1

239
= π

7. Spo£t¥te následující limity:

a) lim
x→2

( 1

x2 − 2x
− x

x2 − 4

)
, b) lim

x→0

(1 + x)(1 + 2x) . . . (1 + nx)− 1

x
, n ∈ N,

f) lim
x→0

√
1− 2x− x2 − (1− x)

x
, g) lim

x→0

√
x+ 1− 1

x
.

8. Vy²et°ete následující funkce na spojitost:

a) f(x) =

{
x2−x

x2−3x+2
x 6∈ N

4x−6
x+1 x ∈ N

b) f(x) =

{
x x ∈ Q
−x x /∈ Q c) f(x) = x+

x

|x|

d) f(x) = x− [x], wobei [x] = max{k ∈ Z : k ≤ x}.

9. Zjist¥te, zda jsou následující funkce ryze monotóní a (pokud ano) najd¥te inverzní funkci.

a) f(x) =
√

1− x2 , x ∈ [−1, 0] b) sinhx =
ex − e−x

2
, x ∈ R c) coshx =

ex + e−x

2
, x ∈ R

10. Najd¥te p°irozené de�ni£ní obory funkcí, vy²et°ete funkce na diferencovatelnost a najd¥te jejich derivace:

a) ex
3 cosx, b)

sin2 x

sinx2
, c)

∣∣π2 − x2∣∣ sin2 x, d) cos2
(
1− x
1 + x

)
, e) x2x,

f) | cosx|, g) 2sin
1
x , h)

√
1− e−x2 , i)

∣∣(x− 1)(x− 2)2(x− 3)3
∣∣

11. Zjist¥te, zda jsou funkce v bod¥ x0 = 1 diferencovatelné!

a) f(x) =

{
1− x2 , x ≤ 1

x2 − 1 , x > 1

}
b) f(x) =


1

x
, 0 < x < 1

−x
2

2
+

3

2
, x ≥ 1

 c) f(x) =


x+ 2

x+ 1
, 0 < x < 1

−x
4
+

3

4
, x ≥ 1


12. Najd¥te rovnici te£ny

a) k parabole y = 3x− x2 v bod¥ (1, 2),

b) k elipse (x− 1)2 + 4y2 = 4 v bod¥
(
0,
√
3
2

)
.

13. Najd¥te rozm¥ry válcové konzervy, která má p°i daném objemu 1 dm3 minimální plochu.

14. Ur£ete derivace
(
f−1

)′
(y) a

(
g−1
)′
(y) pro funkce

a) f(x) = ln
√
1 + x4 , x ∈ (0,∞), b) g(x) = sinhx =

ex − e−x

2
, x ∈ R

15. Pro následující funkce nalezn¥te lokální a globální extrémy:

a) f(x) = xne−x na [0,∞) (n ∈ N), b) f(x) =
lnx

x
na (0,∞)

16. Pro následující funkce nalezn¥te lokální a globální extrémy:

a) f(x) = |x2 − 1| na [-2,2] b) f(x) = sinx sin 2x na R


