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2. Cvi£ení
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1. Dokaºte:

a) Pro n ∈ N platí: 2n > n a 3n > n2.

b) Pro n = 2, 3, . . . platí:

n∑
k=1

1√
k
>
√
n.

c) Pro a, b ∈ R a n ∈ N platí: (a− b)

n∑
k=0

akbn−k = an+1 − bn+1 .

d) Pro n ∈ N platí:

n∑
k=1

k3 =
( n∑

k=1

k
)2

.

e) Pro n ∈ N platí: 1 +
n

2
≤

2n∑
k=1

1

k
≤ n+

1

2
.

f) Pro n ∈ N platí: n! ≤
(
n+ 1

2

)n

.

g) Pro n ∈ N platí:
1

2
· 3
4
. . .

2n− 1

2n
<

1√
2n+ 1

.

2. Dokaºte pro v²echna n ∈ N:
n∑

j=0

j

(
n

j

)
= n2n−1.

3. Dokaºte, ºe Bernoulliho nerovnost

(1 + x)n ≥ 1 + nx

platí dokonce pro v²echna x ≥ −2 a n ∈ N.
Nápov¥da: Dokaºte p°ímo, ºe nerovnost platí pro v²echna x ≥ −2 a n = 1, 2 a prove¤te induk£ní krok

od n k n+ 2.

4. Nech´ A,B ⊂ R, A,B 6= ∅ a A a B jsou omezené. Ukaºte, ºe

a) sup({a+ b : a ∈ A, b ∈ B}) = supA+ supB,

b) inf({a− b : a ∈ A, b ∈ B}) = inf A− supB,

c) sup(A ∪B) = max(supA, supB).

Existuje analogie k c) pro sup(A ∩B)?

5. Nech´ M je neprázdná mnoºina a f : M → R, g : M → R budiº omezené funkce, t.j. f(M) ⊂ R a

g(M) ⊂ R jsou omezené. Dokaºte, ºe

(♠) sup
x∈M

(f(x) + g(x)) ≤ sup
x∈M

f(x) + sup
x∈M

g(x),

sup
x∈M

(f(x) + g(x)) ≥ sup
x∈M

f(x) + inf
x∈M

g(x),

sup
x∈M

(f(x)− g(x)) ≤ sup
x∈M

f(x)− inf
x∈M

g(x).

Platí v (♠) obecn¥ i opa£ná nerovnost?



6. Bu¤ A,B,C libovolné výroky. Dokaºte, ºe výroky

a) [(A&B) ∨ C]⇔ [(A ∨ C)&(B ∨ C)]
b) [(A ∨B)&C]⇔ [(A&C) ∨ (B&C)]
c) [(¬A =⇒ B)&(¬B)] =⇒ A
jsou vºdy pravdivé.

7. Dokaºte, ºe N a Q mají stejnou mohutnost - tedy zkonstruujte bijektivní zobrazení mezi N a Q.

8. Dokaºte:

a) Mnoºina v²ech kone£ných podmnoºin N je spo£etná.

b) Mnoºina v²ech kone£ných posloupností p°irozených £ísel je spo£etná.

c) Mnoºina v²ech (nekone£ných) posloupností s prvky 0 a 1 není spo£etná.

9. Dokaºte:

a) Pro v²echna a, b ≥ 0 platí

√
a2 + b2

2
≥ a+ b

2
≥
√
ab.

b) Pokud n ∈ N a
√
n ∈ Q, pak je i

√
n ∈ N.

10. Udejte p°edpis pro f ◦ f a f ◦ f ◦ f , pokud f(x) = 1
1−x .


