Matematická analýza na varietách

Lukáź Krump Vladimír Souèek Jakub A. Tìźínský

PØEDMLUVA i

Pøedmluva

Pøedkládaná skripta jsou záznamem pøednáźky þÚvod do analýzy na varietáchß, kterou mìl v létech 1990 { 1995 na MFF UK jeden z autorù. V souèasných studijních pøedpisech patøí tato pøednáźka do studijních plánù nìkolika studijních smìrù. Je proto u¿iteèné mít k dispozici text pøednáźky ve tvaru, v jakém se nyní pøednáźí. Text skript se sna¿í zároveò zachovat styl pøednáźky, vèetnì úvodní neformální kapitoly, kterou pøednáźka zaèíná.

Tato skripta nejsou jediná, která obsahují základní pojmy týkající se variet a diferenciálních forem. Starźí skripta O. Kowalského [13] a jejich nìmecká verze [14] tuto a dalźí látku obsahuje, èásteènì je pokryta i v nových skriptech O. Kowalského o Riemannovì geometrii [15]. Krátké shrnutí z úplnì jiného pohledu lze najít také ve skriptech J. Lukeźe a J. Malého [16] a v pøipravovaných skriptech J. Malého [17]. Struèný výèet základních de˛nic a vìt vèetnì mnoha pøíkladù je mo¿no také nalézt ve skriptech Pøíklady z matematiky pro fyziky III [12].

Teorie variet a diferenciálních forem je základní souèást diferenciální geometrie, která se dlouho vyvíjela od klasického souøadnicového popisu a¿ k souèasnému bezsouøadnicovému jazyku. Ten je po svém pochopení a za¿ití velmi elegantní a úèinný, ale na první poslech nesnadno srozumitelný. Ve vìtźinì souèasných textù je od zaèátku výklad veden pomocí bezsouøadnicových de˛nic; navíc se souèasnì zavádìjí dva obtí¿né pojmy { varieta, resp. její teèný prostor a diferenciální formy. K tomu je jeźtì tøeba souèasnì vylo¿it základy multilineární algebry (která v souèasné není souèástí základního kurzu lineární algebry v prvních dvou roènících). Výsledkem èasto bývá dojem obtí¿nosti a tì¿ké pochopitelnosti.

Tato skripta se liźí od výźe zmínìných textù tím, ¿e nejdøíve ètenáøe seznámí s kalkulem diferenciálních forem na R^n a pak teprve zavádí pojem variety a u¿ívá multilineární algebru k bezsouøadnicové de˛nici diferenciálních forem a jejich integrace na varietách. Ètenáø (resp. posluchaè) si tak mù¿e nejdøíve zvyknout na poèítání s diferenciálními formami v souøadnicích a je pak pro nìj lehèí s porozumìním pøijmout abstraktnìjźí výklad v následující kapitole. Dokázané vlastnosti diferenciálních forem na R^n (vèetnì Stokesovy vìty) pak v následující kapitole umo¿ní snadno dokázat analogická tvrzení pro formy na varietách.

Úvodní kapitola skript je odliźná od ostatních. Pou¿itý zpùsob výkladu se liźí od ostatních kapitol a pøipomíná spíź styl pou¿ívaný bì¿nì v matematické fyzice (pøedpoklady vìt nejsou formulovány, dùkazy nejsou formálnì oddìleny a jsou souèásti výkladu). Jejím cílem je ukázat ètenáøi, jaké dùvody vedou k pojmùm studovaným v dalźích kapitolách, proè jsou pøirozené a jak se dají odvodit postupy bì¿nými v matematice, resp. fyzice.

Bì¿ná precizní formulace matematických textù je obvykle závìreèným stádiem vývoje, který vede k nejlépe formulovaným pojmùm a k nejkratźímu a nejelegantnìjźímu zpùsobu dokazování jejich vlastností. Výsledek je sice formálnì dokonalý a esteticky velice pùsobivý, ale velmi èasto neobsahuje podstatné èásti intuitivního pochopení, které bylo nutné pøi vytváøení odpovídající teorie. Ètenáøi je obvykle pøi prvním seznámení s oborem nepochopitelné, jak vlastnì taková teorie mohla vùbec vzniknout. Hlavním cílem úvodní kapitoly je tedy ilustrovat, jak je mo¿né teorii diferenciálních forem a obecnou Stokesovu vìtu vyvodit z nìkolika jednoduchých a názorných geometrických obrázkù. Na konci této kapitoly by mìl ètenáø intuitivnì chápat, jak musí de˛nice diferenciálních forem vypadat, jaké oznaèení je výhodné (to je velmi dùle¿itá souèást teorie!) a které jsou nejdùle¿itìjźí vlastnosti zavádìných symbolù a pojmù. Formalizmus diferenciálních forem v R^n a de˛nice jejich integrace je zøejmá realizace programu vysvìtleného v úvodní kapitole. Tøetí kapitola se svým formálnì perfektním (ale u¿ abstraktním) výkladem pak ètenáøi poskytne tu správnou matematickou formulaci celé teorie nejen na R^n , ale i na obecných varietách a zároveò pøidá pøesný matematický smysl formálním symbolùm (þdx_iß) u¿ívaným v pøedchozích kapitolách. Výsledná elegantní teorie diferenciálních forem na varietách je v souèasné dobì standardnì a bez dalźího komentáøe pou¿ívaná ve vìtźinì matematické literatury a patøí mezi základní kameny matematického vzdìlání.

Skripta obsahují mnoho pøíkladù spolu s návody, výsledky, ev. øeźeními. Úvodní dvì kapitoly a tyto pøíklady snad pøispìjí k tomu, aby formální konstrukce prezentovaná ve tøetí kapitole nebyla jen nesrozumitelnými, formálními þpísmenkyß, ale aby se spojila ètenáøi s pøedchozím intuitivním vysvìtlením v jeden srozumitelný celek.

Skripta jsou opravdu jen úvodem do analýzy na varietách a z celé teorie je zde vylo¿eno nezbytné minimum; obsahují jen tolik látky, kolik je mo¿né srozumitelnì vylo¿it bìhem jednoho semestru (dvì hodiny týdnì). Celá teorie existuje za obecnìjźích pøedpokladù (zde jsou vźechny formy hladké, integrace je de˛nována jen pøes kompaktní variety). Mnoho dalźích dùle¿itých pojmù a vlastností (napø. Lieovy derivace tenzorových polí, distribuce a jejich integrabilita) zde chybí. Dalźí krásné partie z diferenciální geometrie (Riemannovy variety, ˛brované prostory, konexe) nebo z globální analýzy (eliptické operátory na kompaktních varietách, Atiyah-Singerova vìta o indexu) nebo z harmonické analýzy na homogenních prostorech èekají na zájemce v dalźí literatuøe (napø. viz [6], [9], [11], [13], [14], [18], [21]).

Leden 1998 L. Krump, V. Souèek, J. A. Tìźínský

Pøedmluva ke druhému vydání

Druhé vydání skript je opravenou verzí vydání prvního. Text byl zachován bez vìtźích zmìn, byly vźak do nìj zapracovány zejména opravy drobných i vìtźích chyb a nedodìlkù, na které jsme bìhem pou¿ívání skript pøiźli buï sami nebo nás na nì upozornili naźi studenti nìkolika rùzných roèníkù. Dìkujeme tìmto studentùm za výraznou pomoc, která svìdèí o tom, ¿e skripta dùkladnì ètou a jsou jim tedy dobrým pomocníkem ve studiu.

Na konci skript jsme rovnì¿ doplnili nìkolik nových bibliogra˛ckých odkazù, z nich¿ bychom rádi upozornili zejmnéna na nové vydání klasické Conlonovy knihy [5], které je naźemu pojetí velice blízké, avźak má źirźí zábìr. Rovnì¿ upozoròujeme na anglickou verzi Jänichovy knihy [10] a nové vydánín Kowalského skript [15].

Doufáme, ¿e skripta zùstanou i nadále kvalitním prùvodcem studentù po analýze na varietách.

Záøí 2002 autoøi

Adresy autorù:

L.K.: Matematický ústav Univerzity Karlovy, Sokolovská 83, 186 00 Praha 8, e-mail: krump@karlin.m¸.cuni.cz V.S., Matematický ústav Univerzity Karlovy, Sokolovská 83, 186 00 Praha 8, e-mail: soucek@karlin.m¸.cuni.cz J.A.T., Gra˛cká 30, 150 00 Praha 5, e-mail: gorn@karlin.m¸.cuni.cz

Obsah

Pøedmluva i Pøedmluva ke druhému vydání ii

Kapitola I. Úvod 1 1. Stokesova vìta v R3 2 Newtonùv vzorec v R1 2 Analogie Newtonova vzorce v R2 2 Analogie Newtonova vzorce v R3 5 Vyźźí dimenze 9 Pøíklady, úlohy a cvièení 10

Kapitola II. Diferenciální formy v R^n 13 2. Vnìjźí algebra R^n 14 Hodgeùv operátor 17 Pøíklady, úlohy a cvièení 18 3. Diferenciální formy na R^n 20 Diferenciální formy 20 Pøenáźení diferenciálních forem pomocí zobrazení 22 De Rhamùv komplex 24 Pøíklady, úlohy a cvièení 25 4. Øetìzce 27 Øetìzce, singulární krychle 27 Pøíklady, úlohy a cvièení 29 5. Stokesova vìta 30 Stokesova vìta (v R^n ) 30 Pøíklady, úlohy a cvièení 32

Kapitola III. Diferenciální formy na varietách 33 6. Pøehled multilineární algebry 34 Tenzorová algebra vektorového prostoru 34 Vnìjźí algebra vektorového prostoru 36 Zobrazení indukované lineárním zobrazením 39 Pøíklady, úlohy a cvièení 39 7. Variety a zobrazení 39 Variety 39 Variety s krajem 42 Hladká zobrazení 44 Pøíklady, úlohy a cvièení 45 8. Teèný a koteèný prostor 47 Teèné vektory, teèný prostor, teèný ˛brovaný prostor. 47 Vektorová pole 51 Teèné zobrazení 52 Koteèný prostor, koteèné zobrazení 53 Diferenciál funkce 53 Orientace teèného prostoru a variety 54 Pøíklady, úlohy a cvièení 55 9. Tenzorová pole 55 iii iv OBSAH

Tenzorová pole na varietì. 55 Vnìjźí diferenciál 57 Pøenáźení diferenciálních forem pomocí zobrazení 58 10. Integrace forem 59 Rozklad jednotky 59 Integrace diferenciálních forem na varietì. 60 Pøíklady, úlohy a cvièení 62 11. Integrace funkcí na Riemannových varietách 63 Integrace na Riemannových varietách. 63 Pøíklady, úlohy a cvièení 66 12. Algebraické a topologické vlastnosti diferenciálních forem 66 Algebra forem 66 Gradované derivace na algebøe forem 67 De Rhamovy kohomologické grupy, homotopická invariance. 71 Pøíklady, úlohy a cvièení 73

Kapitola IV. Øeźení úloh a návody ke cvièením 75 Vnìjźí algebra R^n 76 Diferenciální formy na R^n 77 Øetìzce 78 Stokesova vìta 79 Pøehled multilineární algebry 80 Variety a zobrazení 80 Teèný a koteèný prostor 85 Integrace forem 86 Integrace funkcí na Riemannových varietách 88

Rejstøík 91

Literatura 93

Kapitola I

Úvod

1. Stokesova vìta v R^3

Newtonùv vzorec v R^1

Dùle¿ité matematické teorie mívají obvykle základ v nìkolika jednoduchých, intuitivnì pochopitelných a názorných myźlenkách. Nìkdy se dokonce stává, ¿e takováto základní idea je vodítkem pro vytvoøení takovéto teorie. Tak se vlastnì tvoøí vìtźina zajímavé matematiky. Hledat tyto ideje, nacházet neèekané souvislosti a pracovat na intuitivní úrovni patøí mezi zábavu a potìźení matematikù. Vypracovat z jádra matematické myźlenky pøesné de˛nice pojmù, tvrzení a vìty o nich je spíź práce jako ka¿dá jiná. Kalkulus diferenciálních forem je pøíkladem, na kterém se výźe uvedená tvrzení dají velmi dobøe ilustrovat. Cílem tohoto úvodu je ukázat, ¿e staèí znát základní informace o integraci funkcí a nechat si klidnou chvíli na pøemýźlení o mo¿ných analogiích integrace funkcí ve vyźźích dimenzích. Výsledek mù¿e pøi troźe źtìstí a matematické intuici být velmi zajímavý { nìkolik obrázkù, ze kterých vźe ostatní (pøi vynalo¿ení pøísluźné práce a úsilí) ji¿ více ménì plyne.

Zaènìme tedy popisem toho, co je netriviální matematický nápad, záblesk analogie èi systému, rozźiøujícího ji¿ známé vìci. Z integrálního poètu je potøeba jen to základní { Newtonova formule pro výpoèet urèitého integrálu pomocí primitivní funkce: ∫_b a f^′(x)dx = f(b) − f(a). Tahle formulka se dá obracet z mnoha stran. Zkusme to geometricky. Na levé stranì rovnice je integrál z derivace funkce f ve vźech bodech úseèky ⟨a, b⟩. Napravo hodnoty funkce f v krajních bodech úseèky. To vźe pro funkce na úseèce, tj. podmno¿inì R. Je mo¿né najít nìco analogického také pro funkce na R2?

Analogie Newtonova vzorce v R^2

Co kdy¿ èlovìka tøeba napadne, ¿e mno¿ina {a, b}, v ní¿ uva¿ujeme hodnoty f, je právì hranicí úseèky ⟨a, b⟩? V R2 je místa dost hned na dvì analogie { první je otevøená mno¿ina ˙ ⊂ R2 a køivka <φ> = ∂˙, která tvoøí hranici ˙; druhou je køivka <φ> a její okraj, tj. její koncové body (viz obr. 1). V Newtonovì vìtì jsou potøeba tyto pojmy { þfunkceß f, její þderivaceß f^′, integrál f^′ pøes úseèku a þhodnotyß f v bodech hranice. Je mo¿né de˛novat analogie tìchto ètyø pojmù tak aby platila analogie Newtonova vzorce pro φ, ∂φ, resp. ˙, ∂˙?

1.1. Køivka a její hranice v R2.

To nejjednoduźźí, co lze zkusit je køivka φ a její dvoubodová hranice. Nejdøív jeźtì kontrolní otázku { co je to vlastnì køivka. Intuitivní odpovìï je jasná { prostì køivá èára v rovinì, jednodimenzionální podmno¿ina R2 . Trochu pøesnìjźí vyjádøení mù¿e být, ¿e køivka <φ> je obraz φ(⟨a, b⟩) jednodimenzionálního intervalu ⟨a, b⟩ pøi (hladkém) zobrazení φ : ⟨a, b⟩ → R2 (viz obr. 2). Aby se vylouèil degenerovaný pøípad (napø. konstantního zobrazení), je tøeba pøidat nìjakou podmínku regularity pro φ. To je velmi uspokojivé, ale má to jednu vadu { mnoho zobrazení φ má tentý¿ obraz; jedna podmno¿ina <φ> má nekoneènì mnoho parametrizací. Pro tuto chvíli vźak akceptujeme právì uvedenou de˛nici køivky a k otázce parametrizací se vrátíme pozdìji. Jen si zapamatujeme, ¿e naźe hledané pojmy by pokud mo¿no nemìly záviset na volbì parametrizace køivky, aby výsledné tvrzení mìlo opravdu geometrický obsah.

Na zaèátku úvahy je tedy jasné, ¿e køivka φ : ⟨a, b⟩ → R2 je analogií intervalu a její koncové body φ(a), φ(b) analogií koncových bodù ⟨a, b⟩ ⊂ R. Funkce f na okolí U; ⟨a, b⟩ ⊂ U ⊂ R lze zøejmì nahradit funkcí f na okolí U; <φ> ⊂ U ⊂ R2 . To co zbývá, je nalézt, co je to þderivace Dfß a jak je tøeba de˛novat integrál ∫ φ Df tak, aby platilo ∫ φ Df = f(φ(b)) − f(φ(a)). Tady by náź zvìdavý matematik asi strávil kratźí èi delźí dobu pøemýźlením, aby ho nakonec napadlo pou¿ít parametrizaci φ naźí køivky a pøenést problém do R, kde ho u¿ vyøeźil Newton. Vskutku, pro zobrazení f ∘ φ na ⟨a, b⟩ platí ∫ ⟨a,b⟩ (f ∘ φ)^′ = f(φ(b)) − f(φ(a)) (1)

a tak staèí vzít levou stranu jako de˛nici ∫ φ Df (co¿ zároveò naznaèuje velmi dobøe, co Df musí být) a hledané tvrzení platí.

1. STOKESOVA VÌTA V R^3 3

Obrázek 1. Køivka a její okraj { koncové body, otevøená mno¿ina a její okraj { køivka

Obrázek 2. Køivka a její parametrizace

Uvedený první pøíklad dobøe ilustruje obecný postup. Ji¿ známé vìty v dimenzi 1 vyu¿itím parametrizace jako pøechod z vyźźích dimenzí do ni¿źích vedou pøirozenì k nalezení správné analogie i toho, co je þderivace funkceß i toho, co je integrál z této derivace. Navíc máme zadarmo návrh dùkazu této nové vìty.

V naźem pøípadì køivky v R2 staèí podívat se na závìr na levou stranu vztahu (1): ∫ ⟨a,b⟩ (f ∘ φ)^′ dt = ∫_b a 2∑ i=1 ∂f ∂x_i (φ(t)) dφ_i dt (t) dt.

Z ní je vidìt, ¿e správná analogie þderivace fß je gradient ∇f = (^{∂f}_{∂x1} ,^{∂f}_{∂x2} ), a je to tedy vektorové pole

v R2 a ne funkce jako v dimenzi 1.

Dále je také ihned vidìt, ¿e správná de˛nice þintegráluß ∫ φ ⃗F d⃗s vektorového pole ⃗F = (F1, F2) podél køivky <φ> je ∫ φ ⃗F d⃗s ≡ ∫ φ F1dx1 + F2dx2 := ∫_b a [ 2∑ i=1 F_i(φ(t)) dφ_i dt (t)]dt. Výsledkem je tzv. vìta o potenciálu vektorového pole.

Obrázek 3. Odvození Greenovy vìty

1.2. Vìta [o potenciálu]. Nechż φ : ⟨a, b⟩ −→ R2 je hladké zobrazení, nechż U je hladká funkce

na okolí mno¿iny φ(⟨a, b⟩). Pak ∫ φ ∂U ∂x1 dx1 + ∂U ∂x2 dx2 = U(φ(b)) − U(φ(a)). Ta (podobnì jako Newtonova vìta) øíká, ¿e integrál podél <φ> z vektorového pole ⃗F , které je gradientem funkce U (U se obvykle nazývá potenciálem vektorového pole ⃗F ), se vypoète jako rozdíl hodnot potenciálu U v koncových bodech køivky φ.

1.3. Oblast a její hranice v R2.

Zkusme, jestli nyní nebude mo¿né odvodit takovýmto zpùsobem analogii pøedchozích dvou vìt i v pøípadì oblasti ˙ ⊂ R2 a její hranice ∂˙. Dvojný integrál z funkce pøes oblast ˙ je standardní integrál. Co se týèe pravé strany budoucí rovnice, objekt za integraèním znamením (analogie þfunkceß) není apriori jasný.

Pøirozená a nabízející se mo¿nost je pova¿ovat za þfunkciß vektorové pole a za její integrál právì de˛novaný køivkový integrál z vektorového pole. V rovnosti ∫ ∫ ˙ DF = ∫ ∂˙ F1dx1 + F2dx2 zbývá tedy zjistit, co znamená þderivaceß DF pod integrálem nalevo (a dokázat pak pøísluźnou rovnost). Nedá se pochybovat o tom, ¿e DF by mìla být jedna z myslitelných parciálních derivací komponent F1, F2 nebo jejich vhodná kombinace.

Zkusme źtìstí a podívejme se, co se dá øíct o integrálu ∫ ∫ ˙ ∂F1 ∂x2 . Pro naźe úèely mù¿eme pøedpokládat, ¿e oblast ˙ má jednoduchý tvar { ¿e existují dvì hladké funkce f1, f2, de˛nované na intervalu ⟨a, b⟩ takové, ¿e ˙ = {[x1, x2]; x1 ∈ ⟨a, b⟩, f2(x1) ≤ x2 ≤ f1(x1)}, jak je znázornìno na obrázku 3.

Fubiniova vìta øíká, ¿e ∫ ∫ ˙ ∂F1 ∂x2 = ∫_b a ( ∫_{f1}(_{x1}) f2(x1) ∂F1 ∂x2 )dx2)dx1 = ∫_b a [F1(x1, f1(x1)) − F1(x1, f2(x1))]dx1. Budeme-li de˛novat køivky φ1, φ2 na ⟨a, b⟩, pomocí φ1(t) = (t, f1(t)); φ2(t) = (t, f2(t)),

1. STOKESOVA VÌTA V R^3 5

Obrázek 4. Orientace køivky

pak þrozdílß φ2 − φ1 popisuje (aspoò intuitivnì) hranici ∂˙ a podle de˛nice køivkového integrálu z vektorového pole ∫_b a [F1(x1, f1(x1)) − F1(x1, f2(x1))]dx1 = ∫ φ2 F1dx1 − ∫ φ1 F1dx1 = ∫ þφ2 − φ1ß F1dx1. Platí tedy, ¿e ∫ ˙ ∂F1 ∂x2 = ∫ <∂˙> F1dx1, pokud snad v nìjakém rozumném smyslu platí ∂˙ = φ2 − φ1. (Analogicky se získá vzorec pro zamìnìné souøadnice.)

Tím jsme narazili na velmi delikátní bod celé konstrukce. Pøi troźe pozornosti jsme si ho mohli vźimnout ji¿ døíve. Hranice køivky je tvoøena dvìma body. Z jakéhosi nejasného dùvodu jsme þintegrálß pøes tuto hranici nenapsali jako souèet funkèních hodnot dané funkce, jak by bylo pøirozené, ale jako jejich rozdíl. Geometrická pøedstava køivky a její hranice tedy zøejmì není zcela pøesná. I kdy¿ se rozhodneme pro rozdíl funkèních hodnot v krajích bodech místo jejich souètu, zbyde poøád jeźtì problém, který z krajních bodù se vezme se znaménkem plus a který se znaménkem minus. To musí nìjak souviset s køivkou, pøes kterou integrujeme na levé stranì vztahu. Køivka tedy není jen nìjaká þjednodimenzionálníß podmno- ¿ina, ale musíme mít navíc nìjakou strukturu, která by odliźila od sebe její koncové body. Jednoduché øeźení je vzít køivky þorientovanéß, tj. ty které mají urèen smìr probíhání (obvykle se kreslí se źipkou naznaèující smìr probíhání { viz obr. 4).

Je-li φ takto orientovaná køivka, víme jednoznaènì, který bod je poèáteèní a který je koncový. V tomto smyslu orientace køivky urèuje orientaci její hranice (kde orientací bodu myslíme pøidání znaménka ±, které urèuje znaménko pøísluźné funkèní hodnoty). Vźimnìte si zároveò, ¿e pøi zmìnì orientace køivky se zmìní znaménko integrálu vektorového pole pøes køivku.

Podobnì v pøípadì ˙ a ∂˙ se musíme rozhodnout, jak budeme de˛novat orientaci ∂˙. Pokud ji budeme de˛novat proti smìru hodinových ruèièek pro vnìjźí okraj a po smìru hodinových ruèièek pro vnitøní okraj (viz obr. 5) a pøidáme-li konvenci, ¿e integrál pøes opaènì orientovanou parametrizaci je opaèný, pak jsme dokázali tvrzení

1.4. Vìta [Greenova]. Nechż ˙ je oblast v R2 a nechż ∂˙ je její orientovaná hranice (viz obr.

5), pak pro hladké vektorové pole ⃗F v okolí ˙ platí ∫ ˙ [ ∂F2 ∂x1 − ∂F1 ∂x2 ] dx1dx2 = ∫ ∂˙ F1dx1 + F2dx2. Analogie Newtonova vzorce v R^3

V trojrozmìrném prostoru je místo na tøi rùzné typy obrázkù (viz obr. 6).

Obrázek 5. Orientace okraje oblasti˙

Obrázek 6. Køivka, plocha a oblast v R3

1.5. Køivka a její hranice v R3.

Zcela obdobnì jako v R2 se odvodí vìta o potenciálu v R3 :

1.6. Vìta [o potenciálu]. Nechż φ : ⟨a, b⟩ −→ R3 je hladké zobrazení, nechż U je hladká funkce

na okolí U mno¿iny φ(⟨a, b⟩). Pak ∫ φ ( ∂U ∂x1 dx1 + ∂U ∂x2 dx2 + ∂U ∂x3 dx3 ) = U(φ(b)) − U(φ(a)). 1.7. Plocha a její hranice v R3.

Nejzajímavìjźí je pøípad plochy v prostoru. Podobnì jako tomu bylo pro køivky, také plocha pro nás bude nejen jakási podmno¿ina v prostoru mající þdimenzi 2ß, ale mno¿ina i s její parametrizací. Pøesnìji, øekneme, ¿e S = ˘(O) je dvoudimenzionální parametrická plocha, pokud O je otevøená podmno¿ina v rovinì a ˘ : O → R3 je hladké zobrazení, de˛nované v nìjakém okolí uzávìru O. Pøedpokládejme dále, ¿e hranice ∂O je popsána kladnì orientovanou (proti smìru hodinových ruèièek) køivkou φ, tj. φ(⟨a, b⟩) = ∂O. Zkusme opìt, jako v nahoøe, pøenést celý problém pomocí paramatrizace do roviny a pou¿ít Greenovu vìtu. Kupodivu, je to mo¿né a øekne nám to vźe potøebné. Jen u¿ je k tomu potøeba trochu poèítání. Pro zjednoduźení zápisu budeme pou¿ívat vektorové oznaèení ⃗F , ⃗x a ⟨ ⃗F , ⃗x⟩ = ∑3 1 F^ix^i. Vyjdeme z toho, ¿e vhodný objekt pro integraci pøes þokrajß ∂S = ˘∘φ(⟨a, b⟩) (pozor { není to topologická hranice!) plochy S = ˘(O) (viz té¿ obr. 7), tj. pøes køivku v R3, je vektorové pole ⃗F .

1. STOKESOVA VÌTA V R^3 7

Obrázek 7. Plocha a její hranice v R3

∫ ˘∘φ [F1dx1 + F2dx2 + F3dx3] = ∫_b a ⟨ ⃗F , d⃗x dt ⟩dt = = ∫_b a [ ⟨ ⃗F , ∂⃗x ∂u1 ⟩ du1 dt + ⟨ ⃗F , ∂⃗x ∂u2 ⟩ du2 dt ] dt = ∫ φ fdu1 + gdu2, kde f = ⟨ ⃗F , ∂⃗x ∂u1 ⟩; g = ⟨ ⃗F , ∂⃗x ∂u2 ⟩. Podle Greenovy vìty je tedy tento integrál roven ∫ ∫ O [ ⟨ ∂ ⃗F ∂u1 , ∂⃗x ∂u2 ⟩ + ⟨ ⃗F , ∂2⃗x ∂u1∂u2 ⟩ − ⟨ ∂ ⃗F ∂u2 , ∂⃗x ∂u1 ⟩ − ⟨ ⃗F , ∂2⃗x ∂u1∂u2 ⟩ ] du1 du2 =

= ∫ ∫ O ∑ i,j ∂F_j ∂x_i ∂x_i ∂u1 ∂x_j ∂u2 − ∂F_j ∂x_i ∂x_i ∂u2 ∂x_j ∂u1 du1du2 =

= ∫ ∫ O ∑ i,j;i≠j ∂F_j ∂x_i ( ∂x_i ∂u1 ∂x_j ∂u2 − ∂x_i ∂u2 ∂x_j ∂u1 ) du1du2 =

= ∫ ∫ O [ G1 det ∂(x2, x3) ∂(u1, u2) + G2 det ∂(x3, x1) ∂(u1, u2) + G3 det ∂(x1, x2) ∂(u1, u2) ] du1du2, kde G1 := ∂F3 ∂x2 − ∂F2 ∂x3 ; G2 := ∂F1 ∂x3 − ∂F3 ∂x1 ; G3 := ∂F2 ∂x1 − ∂F1 ∂x2 ; det ∂(x_i, x_j ) ∂(u1, u2) := ∂x_i ∂u1 ∂x_j ∂u2 − ∂x_i ∂u2 ∂x_j ∂u1 ; i ≠ j. To vede k následující de˛nici:

1.8. De˛nice rotace. Je-li ⃗F vektorové pole, pak de˛nujeme rotaci rot ⃗F pole ⃗F jako vektorové pole

rot ⃗F = ( ∂F3 ∂x2 − ∂F2 ∂x3 ; ∂F1 ∂x3 − ∂F3 ∂x1 ; ∂F2 ∂x1 − ∂F1 ∂x2 ; ) = þ ∂ ∂⃗x ß × ⃗F . Je-li S = ˘(O) dvoudimenzionální parametrická plocha a ⃗F je hladké vektorové pole na okolí uzávìru S, pak de˛nujme ploźný integrál ∫ S ⃗F d⃗S z ⃗F pøes plochu S takto:

Obrázek 8. Oblast ˙ v R3 a její hranice ∂˙ = S2 − S1

∫ S ⃗F d⃗S ≡ ∫ S F1dx2 ∧ dx3 + F2dx3 ∧ dx1 + F3dx1 ∧ dx2 := := ∫ O [ (F1 ∘ ˘) det ∂(x2, x3) ∂(u1, u2) + (F2 ∘ ˘) det ∂(x3, x1) ∂(u1, u2) + (F3 ∘ ˘) det ∂(x1, x2) ∂(u1, u2) ] du1du2 Pozdìji si uká¿eme, ¿e takto de˛novaný integrál nezávisí na volbì parametrizace, ale ¿e jeho znaménko závisí na volbì orientace plochy, co¿ je pojem, který je tøeba v budoucnu pøesnìji de˛novat, stejnì jako symbol ∧, který je v de˛nici ploźného integrálu zatím bez významu.

Právì uvedený výpoèet je tedy dùkazem následující vìty.

1.9. Vìta [Stokes]. Je-li ⃗F hladké vektorové pole v okolí plochy S v R3 , pak ∫ S rot ⃗F d⃗S = ∫ ∂S F1dx1 + F2dx2 + F3dx3 1.10. Oblast a její hranice v R3.

Zkusme si nyní rozmyslet jeźtì poslední pøípad, který mù¿e nastat v trojrozmìrném prostoru { oblast

˙ v R3 a její hranice ∂˙ (viz obr. 8).

Uva¿ujme jednoduchý pøípad, kdy je oblast ˙ ⊂ R3 ohranièena zdola i shora grafem funkce, tj. ˙ = {(x1, x2, x3) ∈ R3; f1(x1, x2) ≤ x3 ≤ f2(x1, x2)}. Pøedpokládejme dále, ¿e je v okolí uzávìru ˙ dáno vektorové pole ⃗F .

Pak (opìt s pou¿itím Newtonova vzoreèku) vypoèteme pomocí Fubiniho vìty ∫ ∫ ∫ ˙ ∂F3 ∂x3 = ∫ ∫ [∫_f (_{x1,x2}) f (x1,x2) ∂F3 ∂x3 dx3 ] dx1dx2 = = ∫ ∫ [F3(x1, x2, f2(x1, x2)) − F3(x1, x2, f1(x1, x2))] dx1dx2 = = ∫ S2 F3dx1 ∧ dx2 − ∫ S1 F3dx1 ∧ dx2 = ∫ ∂˙ F3dx1 ∧ dx2, kde jsme pou¿ili výźe de˛novaný ploźný integrál z vektorového pole a vzali jsme v úvahu, ¿e plocha S2 je orientována pomocí vnìjźí normály a plocha S1 je orientována pomocí vnitøní normály. Plocha ∂˙ je tedy orientována pomocí vnìjźí normály vźude.

Pøesnì stejný výpoèet lze provést pro derivace^{∂F2}_{∂x2} a^{∂F1}_{∂x1} . To vede k následující de˛nici:

1. STOKESOVA VÌTA V R^3 9

1.11. De˛nice divergence. Je-li ⃗F vektorové pole, pak de˛nujeme divergenci div ⃗F pole ⃗F jako funkci div ⃗F = ( ∂F1 ∂x1 + ∂F2 ∂x2 + ∂F3 ∂x3 ) . Výźe uvedený výpoèet je pak dùkazem následující vìty.

1.12. Vìta [Gauss-Ostrogradski]. Je-li ⃗F hladké vektorové pole v okolí uzávìru ˙, pak ∫ ˙ [div ⃗F ]dx1dx2dx3 = ∫ ∂˙ ⃗F d⃗S. Vyźźí dimenze

Je vidìt, ¿e tento zpùsob odvozování skuteènì funguje a je snadné si pøedstavit, jak postupovat dál, do dimenze 4 a vyźźích. Na druhou stranu nelze takto probrat vźechny pøípady jeden po druhém, neboż jich je nekoneènì mnoho. To je dalźí místo, kde má matematik pøíle¿itost projevit svoje matematické nadání a intuici. Je toti¿ teï tøeba v dosud známých pøípadech najít nìjaký systém, který by umo¿nil popsat obecný pøípad koneèné, leè libovolné dimenze. Hledání zákonitostí, struktury, vytváøení abstraktních struktur ze známých speciálních pøípadù { to je pravá práce (a potìźení) pro matematika.

Pokud by snad dosud známé pøípady (dimenze 1, 2 a 3) nestaèily, je v¿dy mo¿né se jeźtì podívat na dimenzi 4, která je dalźí na øadì. Zkusme si ale zopakovat to, co dosud víme a pøemýźlet o mo¿ném systému.

Nejdøíve údaje o integrálech v jednotlivých dimenzích a objektech, stojících pod znamením integrálu. V prostoru R2 :

(i) dimenze 0 { funkce f;

(ii) dimenze 1 { þvektorové poleß F1dx1 + F2dx2; (iii) dimenze 2 { þfunkceß fdx1dx2 = fdx1 ∧ dx2

V prostoru R3 :

(i) dimenze 0 { funkce f;

(ii) dimenze 1 { þvektorové poleß F1dx1 + F2dx2 + F3dx3; (iii) dimenze 2 { þvektorové poleß F1dx2 ∧ dx3 + F2dx3 ∧ dx1 + F3dx1 ∧ dx2; (iv) dimenze 3 { þfunkceß fdx1dx2dx3 = fdx1 ∧ dx2 ∧ dx3

Jistì by ka¿dý ze ètenáøù u¿ snadno odpovìdìl na otázku, kolik komponent mají integrované objekty

v R4 pro jednotlivé pøípady (postupnì 1, 4, 6, 4, 1) nebo pro R^n a dimenzi k (kombinaèní èíslo^{(n}_k^)). V tom

je jasný systém.

Zajímavìjźí a tì¿źí je otázka, jaký je systém pøi de˛nici þderivaceß objektu pod integrálem. Pro to je tøeba si vyhradit jeźtì trochu èasu, zopakovat si základní informace získané nahoøe, vzít si tu¿ku a papír a spoèítat si následujících nìkolik jednoduchých pøíkladù.

Nejdøíve opakování postatných bodù: (i) Pro funkci f = f(x1, . . . , x_n) platí df = ∂f ∂x1 dx1 + . . . + ∂f ∂x_n dx_n. To je þderivaceß funkce v R^n .

(ii) Symbol ∧ pro násobení diferenciálu má následující fundamentální vlastnost: dx_i ∧ dx_j = −dx_j ∧ dx_i, dx_i ∧ dx_i = 0. (iii) Platí d(dx_i)) = 0.

(iv) Vźe je pøirozenì lineární a distributivní.

Ukazuje se, ¿e tyto vlastnosti u¿ umo¿òují vypoèítat þderivaciß d objektù pod integraèním znamením jednotným zpùsobem a tak, ¿e souhlasí s výźe uvedenými pøípady:

V R2 platí d(F1dx1 + F2d2) = dF1 ∧ dx1 + dF2 ∧ dx2 = ( ∂F1 ∂x2 − ∂F2 ∂x1 ) dx1 ∧ dx2.

V R3 platí d(F1dx1 + F2dx2 + F3dx3) = dF1 ∧ dx1 + dF2 ∧ dx2 + dF3 ∧ dx3 = = ( ∂F3 ∂x2 − ∂F2 ∂x3 ) dx2 ∧ dx3 + ( ∂F1 ∂x3 − ∂F3 ∂x1 ) dx3 ∧ dx1 + ( ∂F2 ∂x1 − ∂F1 ∂x2 ) dx1 ∧ dx2. V R3 platí d(F1dx2 ∧ dx3 + F2dx3 ∧ dx1 + F3dx1 ∧ dx2) = =dF1 ∧ dx2 ∧ dx3 + dF2 ∧ dx3 ∧ dx1 + dF3 ∧ dx1 ∧ dx2 = = ( ∂F1 ∂x1 + ∂F2 ∂x2 + ∂F3 ∂x3 ) dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 Je zøejmé, ¿e i ve zdánlivì nahodilé a rùznorodé de˛nici þderivaceß objektu pod integraèním znamením existuje v probraných pøípadech jasná zákonitost a systém. Je z nich ji¿ snadné vyvodit obecnou abstraktní de˛nici, platnou v jakékoliv dimenzi. To dává návod k de˛nici de Rhamova diferenciálu d v následující kapitole.

Výźe uvedené výpoèty také ukazují jednotný systém, jak de˛novat integrál z diferenciálních forem pomocí jejich pøenesení do prostoru parametrù. Je vidìt, ¿e základem je opìt de˛nice diferenciálu funkce (pøenesení formy fdx_i pomocí zobrazení φ = (φ1, . . . , φ_n) je (f ∘ φ)dφ_i) a vlastnosti vnìjźího násobení: pokud x_i = φ_i(u1, u2), pak napø.

dx_i ∧ dx_j = det ∂(φ_i, φ_j ) ∂(u1, u2) du1 ∧ du2 = ( ∂φ_i ∂u1 du1 + ∂φ_j ∂u2 du2 ) ∧ ( ∂φ_i ∂u2 du2 + ∂φ_i ∂u1 du1 )

To je zøejmá inspirace pro de˛nici pøenáźení obecných diferenciálních forem pomocí hladkých zobrazení, zavedené v pøíźtí kapitole.

Tím ji¿ vlastnì zábavná a potìźení pøináźející èást práce konèí. Právì uvedená cvièení jasnì ukazují, jak de˛novat nový druh násobení (vnìjźí násobení), jak de˛novat objekty pod integrálem (budou se jmenovat diferenciální formy), jak de˛novat jejich þderivaceß (tzv. vnìjźí diferenciál) a koneènì jak de˛novat integrál z diferenciální formy (s u¿itím pøenáźení diferenciálních forem pomocí zobrazení). Pokud nìkdo odolal pokuźení si text pøeèíst a podaøilo se mu na uvedený systém pøijít samostatnì, jistì má za odmìnu velmi pøíjemný pocit objevu nìèeho nového a pìkného. Dalźí èást u¿ je technika a práce { vytvoøit ze vźeho ucelený a pøesný logický systém, napsat fungující de˛nice pojmù, zvolit vhodné pøedpoklady a dokázat pøísluźné vìty. Tuto èást u¿ (pøinejmenźím z èasových dùvodù) podrobnì popisovat nebudeme, ale uvedeme ji¿ v pøíźtí kapitole rovnou hotový výsledek { teorii diferenciálních forem na R^n , kterou pro nás pøipravili naźi pøedchùdci. Po pøeètení tohoto úvodu se snad budou zdát zavádìné pojmy srozumitelné a výsti¿né. Vrátíme-li se nazpìt k zaèátku této kapitoly, je na ètenáøi, aby posoudil, zda tvrzení tam uvedené (¿e nápad dívat se na Newtonovu formuli jako na integrál pøes podmno¿inu a její hranici a z toho vyplývající vícedimenzionální geometrické obrázky vedou v podstatì jednoznaènì k teorii diferenciálních forem) je pøehnané èi nikoliv.

Pokud je toto ukázka, jak odvodí obecnou Stokesovu vìtu matematik, je tøeba se zmínit, ¿e také fyzikové odvodili svým zpùsobem tyté¿ pojmy a vìty v trojdimenzionálním prostoru. Jejich motivace byla umìt vypoèítat práci vykonanou silou po zakøivené dráze èi tok vektorového pole plochou. Podrobnosti je mo¿né najít v následujích cvièeních.

Pøirozených a struktuøe odpovídajích pojmù a tvrzení není obvykle v dané struktuøe pøíliź a tak není fakt, ¿e odliźné zpùsoby odvozování pøivedly i matematiky i fyziky k tému¿, neobvyklý. Je to spíź vìc, která se bì¿nì stává.

Pøíklady, úlohy a cvièení

V následujících pøíkladech se podíváme na køivkový a ploźný integrál prvního a druhého druhu zpùsobem, jakým se chápou a odvozují ve fyzice.

1.13. Práce síly podél dráhy.

Èastou fyzikální úlohou je spoèítat práci, kterou vykoná jistá (promìnlivá) síla ⃗F po jisté (zakøivené) dráze φ v prostoru R^n . Je-li dráha pøímá (a rovna vektoru ⃗v) a síla konstantní, øekne nám støedoźkolská fyzika, ¿e práce je rovna W = ⟨ ⃗F , ⃗v⟩, kde závorka znaèí skalární souèin v R^n .

1. STOKESOVA VÌTA V R^3 11 V pøípadì zakøivené dráhy pøedpokládejme, ¿e φ je regulární zobrazení z intervalu ⟨a, b⟩ do R^n (tj. φ^′ je vźude v ⟨a, b⟩ de˛nována a rùzná od nuly) a pro jednoduchost pøedpokládejme rovnì¿, ¿e zobrazení φ je prosté. Køivku φ aproximujeme lomenou èárou procházející hodnotami φ v bodech dìlení ´ : a = a0, a1, . . . , a_N = b. Potom pøibli¿ná práce je

W´ = N∑ i=1 ⟨ ⃗F_i, ⃗v_i⟩ = N∑ i=1 ⟨ ⃗F (φ(a_i)), φ(a_i) − φ(a_{i−}1)⟩ = N∑ i=1 n∑ j=1 F_j (φ(a_i))(φ_j (a_i) − φ_j (a_{i−}1)).

Podle vìty o støední hodnotì existují èísla ξ^j_i v intervalech ⟨a_{i−}1, a_i⟩ tak, ¿e φ_j (a_i) − φ_j (a_{i−}1) = φ^′_j (ξ^j_i )(a_i − a_{i−}1) a tedy W´ = N∑ i=1 n∑ j=1 F_j (φ(a_i))φ^′_j (ξ^j_i )(a_i − a_{i−}1).

Nyní si vźimnìme, ¿e tento výraz je vlastnì tzv. Riemannova suma pøísluźná k integrálu n∑ j=1 ∫_b a F_j (φ(t))φ^′_j (t) dt. (2)

De˛nujeme tedy nyní køivkový integrál druhého druhu z vektorového pole ⃗F podél køivky φ pøedpisem (2) a oznaèíme jej symbolem ∫ φ ⃗F d⃗s ≡ ∫ φ F1 dx1 + · · · + F_n dx_n. Práce síly ⃗F podél dráhy φ se tedy spoèítá jako W = ∫ φ ⃗F d⃗s. Poznámka: Riemannova suma integrálu (2) je ve skuteènosti de˛nována jako N∑ i=1 n∑ j=1 F_j (φ(ξ^j_i ))φ^′_j (ξ^j_i )(a_i − a_{i−}1),

v naźem pøípadì je tedy hodnota funkce F_j ∘ φ v bodì ξ^j_i nahrazena hodnotou v bodì a_i. To vźak nemìní hodnotu limity této sumy pro ‖´‖ → 0 (rozmyslete si!).

1.14. Hmotnost nehomogenního drátu s lineární hustotou ϱ.

Jinou obvyklou úlohou je spoèítat hmotnost drátu R^n . Je-li drát úseèka (rovná vektoru ⃗v) a hustota konstantní, je hmotnost rovna m = ϱ‖⃗v‖, kde ‖⃗v‖ znaèí euklidovskou normu v R^n .

V pøípadì zakøiveného drátu aproximujeme φ stejnì jako v pøedchozím pøípadì lomenou èárou procházející hodnotami φ v bodech dìlení ´. Potom pøibli¿ná hmotnost je

m´ = N∑ i=1 ϱ_i‖⃗v_i‖ = N∑ i=1 ϱ(φ(a_i))‖φ(a_i) − φ(a_{i−}1)‖ = N∑ i=1 ϱ(φ(a_i))‖φ^′(ξ^j_i )‖(a_i − a_{i−}1) Dostáváme opìt Riemannovu sumu, tentokrát k integrálu ∫_b a ϱ(φ(t))‖φ^′(t)‖ dt. (3) De˛nujeme tedy nyní køivkový integrál prvního druhu z funkce ϱ podél køivky φ pøedpisem (3) a oznaèíme jej symbolem ∫ φ ϱ ds. Hmotnost drátu φ s hustotou ϱ se tedy spoèítá jako m = ∫ φ ϱ ds.

1.15. Tok vektorového pole plochou.

Rozmysleme si nyní analogickou situaci v dvojrozmìrném pøípadì. Ve fyzice se de˛nuje tok vektorového pole ⃗F plochou S. Je-li plocha S rovnobì¿ník urèený vektory ⃗v a ⃗w v R3 a na této ploźe pùsobí konstantní síla ⃗F , je tok de˛nován pomocí smíźeného souèinu T = ⟨⃗v × ⃗w, ⃗F ⟩ = det(⃗v, ⃗w, ⃗F ), kde × znamená vektorový souèin dvou vektorù.

V zakøiveném pøípadì je opìt nutno aproximovat. Pøedpokládejme, ¿e plocha S je parametrizována zobrazením ˘ : ⟨a, b⟩ × ⟨c, d⟩ −→ R3, které je vźude regulární a prosté. Dìlení ´ bude tentokrát obdélníková síż daná dìleními intervalù a = a0, a1, . . . , a_N = b a c = c0, c1, . . . , c_N = d. Chystáme se pou¿ít stejných idejí jako v jednorozmìrném pøípadì, oznaèení je zde ovźem slo¿itìjźí. Oznaème pro jednoduchost ⃗v_{ij} = ˘(a_i, c_j ) − ˘(a_{i−}1, c_j ), ⃗w_{ij} = ˘(a_i, c_j ) − ˘(a_i, c_{j−}1). Nyní T´ = N∑ i=1 N∑ j=1 ⟨⃗v_{ij} × ⃗w_{ij} , ⃗F_{ij} ⟩ U¿itím vìty o støední hodnotì najdeme ξ_i a η_j tak, ¿e platí ⃗v_{ij} = ˘_u(ξ_i, c_j )(a_i − a_{i−}1) a ⃗w_{ij} = ˘_v(a_i, η_j )(c_j − c_{j−}1), kde ˘_u, ˘_v oznaèuje derivaci zobrazení ˘ podle první resp. druhé promìnné. Dostáváme T´ = N∑ i=1 N∑ j=1 ⟨˘_u(ξ_i, c_j ) × ˘_v(a_i, η_j ), ⃗F (˘(a_i, c_j ))⟩(a_i − a_{i−}1)(c_j − c_{j−}1).

Obdobnou úvahou o Riemannových sumách dospíváme k integrálu T = ∫_b a ∫_d c ⟨˘_u(u, v) × ˘_v(u, v), ⃗F (˘(u, v))⟩ du dv. (4) De˛nujeme ploźný integrál druhého druhu z vektorového pole ⃗F pøes plochu S pøedpisem (4) a oznaèíme jej symbolem ∫ S ⃗F d⃗S ≡ ∫ S F1 dy dz + F2 dz dx + F3 dx dy Tok síly ⃗F plochou S se tedy spoèítá jako T = ∫ S ⃗F d⃗S. 1.16. Hmotnost nehomogenní plochy s ploźnou hustotou ϱ.

Nyní ji¿ sami doká¿ete odvodit vzorec pro hmotnost plochy S s ploźnou hustotou ϱ. Obdobnou aproximací jako v pøípadì toku plochou lze dospìt k integrálu m = ∫_b a ∫_d c ‖˘_u(u, v) × ˘_v (u, v)‖ϱ(˘(u, v))) du dv. (5) De˛nujeme ploźný integrál prvního druhu z funkce ϱ pøes plochu S pøedpisem (5) a oznaèíme jej symbolem ∫ S ϱ dS. Hmotnost plochy S s hustotou ϱ se tedy spoèítá jako m = ∫ S ϱ dS.

Kapitola II

Diferenciální formy v R n

2. Vnìjźí algebra R n

V obecném vektorovém prostoru umíme násobit vektory èísly, ale neumíme násobit vektory mezi sebou. Existuje více zpùsobù, jak rozźíøit vektorový prostor V tak, aby na pøísluźnì vìtźím vektorovém prostoru u¿ byl de˛nován souèin libovolných dvou prvkù (tj. jak vnoøit V do nìjaké asociativní, ale ne nutnì komutativní, algebry). Univerzální rozźíøení v tomto smyslu je tenzorová algebra vektorového prostoru (viz podkapitola 6). My bychom chtìli vnoøit R^n do algebry, její¿ násobení není nutnì komutativní, ale ve které je násobení vektorù z pùvodního vektorového prostoru antikomutativní. Výslednému násobení budeme øíkat vnìjźí násobení a odpovídající algebra se bude nazývat vnìjźí algebra R^n .

V prostoru R^n existuje význaèná, kanonická báze. Konstrukce, která by odpovídala vlastnostem odvozeným v pøedchozí kapitole, je mo¿ná nejen na R^n , ale na libovolném vektorovém prostoru V s vybranou význaènou bází {e1, . . . , e_n}.

Oznaème hledané vnìjźí násobení symbolem ∧. Formální de˛nice je okam¿itým dùsledkem základní vlastnosti e_i ∧ e_j = −e_j ∧ e_i. K bázi {e1, . . . , e_n} musíme pøidat jako nové nezávislé generátory postupnì souèiny e_i ∧ e_j ; i < j; i, j = 1, . . . , n e_i ∧ e_j ∧ e_k; i < j < k; i, j, k = 1, . . . , n atd.

U¿iteèné oznaèení mù¿e být e_I ≡ e_{i1} ∧ . . . ∧ e_{ik} , kde I = {i1, . . . , i_k}; i1 < . . . < i_k. Prvky rozźíøené báze jsou tedy indexovány pomocí podmno¿in I ⊂ {1, . . . , n}. Prvky e_{{i}} se ztoto¿òují s pùvodními vektory e_i a e_∅ je tøeba ztoto¿nit s jednièkou 1 ∈ R. Pro prvky takovéto rozźíøené báze je tøeba de˛novat násobení pøirozeným zpùsobem a to pak lineárnì rozźíøit na odpovídající lineární obal.

Popsaná konstrukce zaèínala volbou pevné báze v pøísluźném vektorovém prostoru. Je otázka, zda výsledná algebra závisí na této volbì. Dalo by se ukázat, ¿e ne, tj. ¿e vźechny takto získané algebry jsou izomorfní. Tuto práci si uźetøíme; v podkapitole 6 si budeme de˛novat vnìjźího algebru obecného vektorového prostoru pomocí multilineární algebry bez jakékoliv volby báze a uká¿eme si zároveò, ¿e pøi libovolné volbì báze je algebra de˛novaná v této kapitole izomorfní vnìjźí algebøe sestrojené pomocí multilineární algebry. Vźimnìte si, ¿e tento postup je typický pro obvyklý vývoj matematických pojmù { naźe nynìjźí intuitivnì srozumitelná de˛nice (která vznikla pøímým zobecnìním úvodních názorných idejí) je po èase nahra¿ena elegantní, abstraktní de˛nicí, která nejlépe odpovídá dané struktuøe, která vźak je ménì intuitivnì pochopitelná a ménì srozumitelná.

2.1. De˛nice vnìjźí algebry vektorového prostoru. Nechż V je libovolný n-dimenzionální vektorový prostor nad R a nechż {e1, . . . , e_n} je pevnì zvolená báze V . Uva¿ujme koneènou mno¿inu symbolù e_I , kde I ⊆ {1, . . . , n}, prvky mno¿iny I jsou uspoøádány vzestupnì podle velikosti a kde platí e_∅ = 1 ∈ R a e_{{i}} = e_i ∈ V. Vnìjźí algebra vektorového prostoru V je algebra ~^∗(V ), její¿ bází je mno¿ina symbolù {e_I ; I ⊆ {1, . . . , n}}. Tedy vnìjźí algebra je mno¿ina vźech formálních sum

~^∗(V ) = { ∑ I⊆{1,...,n} α_I e_I ; α_I ∈ R}.

Operace sèítání vektorù a násobení vektoru skalárem de˛nujeme takto: ∑ I⊆{1,...,n} α_I e_I + ∑ I⊆{1,...,n} β_I e_I := ∑ I⊆{1,...,n} (α_I + β_I )e_I

c ∑ I⊆{1,...,n} α_I e_I := ∑ I⊆{1,...,n} (cα_I )e_I (6)

kde α_I , β_I , c ∈ R. Násobení vektorù de˛nujeme pro prvky báze takto:

e_I ∧ e_J := { 0 pokud I ∩ J ≠ ∅, sgn (_{I,J} I∪J ) e_{I∪J} pokud I ∩ J = ∅, (7)

2. VNÌJľÍ ALGEBRA R^n 15

kde sgn znaèí znaménko permutace1. Násobení obecných vektorù je díky bilinearitì operace vektorového násobení ∧ jednoznaènì urèeno vztahy (7).

Algebra ~^∗(V ) je tedy jako¿to vektorový prostor (tj. a¿ na vektorové násobení ∧) izomorfní s R2^n . Stejnì jako R2^n toti¿ obsahuje prvky tvaru ∑ α_I e_I , kde α_I ∈ R, e_I jsou prvky báze a I je index probíhající nìjakou 2^n-prvkovou mno¿inu indexù. Operace sèítání a násobení skalárem jsou de˛novány stejnì jako

v R2^n (viz (6)). Na rozdíl od R2^n je vźak ~^∗(V ) algebra; pro ka¿dé dva její prvky je de˛nován jejich souèin,

patøící do ~^∗(V ). To, ¿e index I probíhá mno¿inu P({1, . . . , n}) vźech podmno¿in mno¿iny {1, . . . , n} a ne mno¿inu {1, . . . , 2^n}, je konvence, která znaènì usnadòuje de˛nici vektorového násobení v ~^∗(V ). Index I nìkdy nazýváme té¿ multiindex a v konkrétních pøípadech vynecháváme slo¿ené závorky (tj. e_{1_,3_,7_} zkracujeme na e1_,3_,7) nebo dokonce i èárky (tj. píźeme e137). Zkracování pou¿ijeme výhradnì tam, kde nemù¿e dojít k nedorozumìní.

2.2. Poznámky.

(i) Pro k ∈ 0, . . . , n oznaème ~^k(V ) = lineární obal symbolù e_I , kde I je pøesnì k-prvková. Prvkùm ~^k(V ) øíkáme k-vektory a prostor ~^k(V ) se nazývá k-tá vnìjźí mocnina prostoru V . Zøejmì ~^∗(V ) = ⊕^n_k=0~^k(V ). Je-li tedy napøíklad V = R3 a e1, e2, e3 báze V, pak ~0(V ) = R má bázi e_∅ = 1 a je jednodimenzionální, ~1(V ) = V je vektorový prostor s bází e1, e2, e3 a je tedy 3-dimenzionální, ~2(V ) má dimenzi 3 a bázi e12, e13, e23 a koneènì ~3(V ) je jednodimenzionální s bází e123.

(ii) Vektor e_∅ = 1 ∈ ~^∗(V ) je opravdu podle de˛nice jednotkou vzhledem k násobení, neboż pro libovolné I ⊂ {1, . . . , n} je

e_I ∧ e_∅ = sgn ( I, ∅ I ∪ ∅ ) e_{I∪∅} = sgn ( I I ) e_I = e_I .

Obdobnì e_∅ ∧ e_I = e_I a tedy ∀ω ∈ ~^∗(V ) : ω ∧ e_∅ = ω = e_∅ ∧ ω. Tìleso R je tedy pøirozenì vnoøeno do ~^∗(V ) jako R ≃ ~0(V ) ⊂ ~^∗(V ).

(iii) Podle de˛nice vektorového násobení platí:

e_I = e_{i1} ∧ e_{i2} ∧ . . . ∧ e_{ik} , (8)

kde I = {i1, . . . , i_k}, 1 ≤ i1 < · · · < i_k ≤ n. Tyto dva zápisy budeme støídat dle potøeby. Vztah (8) také ukazuje, proè jsme de˛novali násobení ∧ právì vztahem (7).

Doka¿me nyní nìkolik základních vlastností vnìjźího násobení ∧:

2.3. Vìta. Buï V vektorový prostor dimenze n nad R s bází e1, . . . , e_n. Buïte k, l ∈ {1, . . . , n}

libovolná, pak platí:

(i) dim ~^k(V ) = (_n k ) , dim ~^∗(V ) = 2^n.

(ii) ∧ je asociativní.

(iii) Je-li ω ∈ ~^k(V ), τ ∈ ~^l(V ), pak ω ∧ τ = (−1)^{kl}τ ∧ ω. (iv) Buïte v1, . . . , v_k ∈ V vektory. Zapiźme je ve tvaru v_i = ∑_n j=1 v^ji e^j , kde v^ji ∈ R, i ∈ {1, . . . , k}, j ∈ {1, . . . , n}. Pro ka¿dou k-prvkovou podmno¿inu I ⊆ {1, . . . , n} oznaème V_I := (v^j_i )_{i∈{}1_{,...,k},j∈I} matici k × k, která vznikne z matice koe˛cientù W:=(v^j_i )_{i∈{}1_{,...,k},j∈{}1_{,...,n}} vynecháním sloupcù jejich¿ index j není v mno¿inì I. Pøi tomto oznaèení platí:2 v1 ∧ . . . ∧ v_k = ∑ I⊆{1,...,n},|I|=k det V_I · e_I

Dùkaz. ad (i) jednoduché, viz té¿ poznámku 2.2(i).

1Symbol sgn (_{I,J} I∪J ) oznaèuje znaménko permutace (_{i1,...,ip,j1,...,jr} k1,...,k_p+_r ) , kde i_1 < · · · < ip jsou setøídìné prvky mno¿iny I = {i1, . . . , ip}, j1 < · · · < jr jsou setøídìné prvky mno¿iny J = {j1, . . . , jr} a k1 < · · · < k_p+_r jsou setøídìné prvky mno¿iny I ∪ J = {k_1, . . . , k_{p+r}}.

2Èísla {det V_I }_{|I|=k} se obvykle nazývají Plückerovy souøadnice k-vektoru v_1 ∧ . . . ∧ v_k.

ad (ii) Doka¿me asociativitu nejprve pro prvky báze. Buïte I, J, K ⊂ {1, . . . , n}. V pøípadì, ¿e jsou I, J, K po dvou disjunktní, platí

e_I ∧ (e_J ∧ e_K ) = e_I ∧ (sgn ( J, K J ∪ K ) e_{J∪K} ) = sgn ( J, K J ∪ K ) e_I ∧ e_{J∪K} = = sgn ( J, K J ∪ K ) sgn ( I, J ∪ K I ∪ J ∪ K ) e_{I∪J∪K} = = sgn ( I, J, K I, J ∪ K ) sgn ( I, J ∪ K I ∪ J ∪ K ) e_{I∪J∪K} = = sgn ( I, J, K I ∪ J ∪ K ) e_{I∪J∪K} .

(9)

V pøípadì, ¿e I, J, K nejsou po dvou disjunktní, pak buï J ∩ K ≠ ∅ nebo I ∩ (J ∪ K) ≠ ∅, z èeho¿ snadno zjistíme postupem podobným pøedchozím rovnostem, ¿e e_I ∧ (e_J ∧ e_K ) = 0. (0 chápeme jako 0e_∅ ve smyslu odstavce 2.2(iii).) Analogicky se doká¿e i

(e_I ∧ e_J ) ∧ e_K = sgn ( I, J, K I ∪ J ∪ K ) e_{I∪J∪K} (10) pokud jsou I, J, K po dvou disjunktní a (e_I ∧ e_J ) ∧ e_K = 0 jinak. Ze vztahù (9),(10) ji¿ plyne platnost tvrzení pro prvky báze.

Pro obecné prvky dostaneme tvrzení díky linearitì operace ∧, neboż ∑ I⊂{1,...,n} α_I e_I ∧ ( ( ∑ J⊂{1,...,n} β_J e_J ) ∧ ( ∑ K⊂{1,...,n} γ_K e_K ) ) = = ∑ I⊂{1,...,n} ∑ J⊂{1,...,n} ∑ K⊂{1,...,n} α_I β_J γ_K e_I ∧ (e_J ∧ e_k) = = ∑ I⊂{1,...,n} ∑ J⊂{1,...,n} ∑ K⊂{1,...,n} α_I β_J γ_K (e_I ∧ e_J ) ∧ e_k =

= ( ∑ I⊂{1,...,n} α_I e_I ∧ ∑ J⊂{1,...,n} β_J e_J ) ∧ ∑ K⊂{1,...,n} γ_K e_K . Dokázavźe, ¿e ∧ je asociativní, mù¿eme na mnoha místech vynechávat závorky a psát napøíklad e_I ∧ e_J ∧ e_K .

ad (iii) Stejnì jako v bodì (ii) doká¿eme tvrzení nejdøíve pro prvky báze. Je-li I, J ⊂ {1, . . . , n}, I∩J = ∅, |I| = k, |J| = l, pak e_I ∧ e_J = sgn ( I, J I ∪ J ) e_{I∪J} = sgn ( I, J J, I ) sgn ( J, I I ∪ J ) e_{I∪J} = sgn ( I, J J, I ) e_J ∧ e_I pøitom permutace (_{I,J} J,I ) má znaménko (−1)^{kl}.

Pro obecná ω, τ ji¿ tvrzení plyne, obdobnì jako v (ii), z linearity násobení ∧. ad (iv) Platí (_n ∑ i1=1 v^{i1}1 e_{i1} ) ∧ . . . ∧ (_n ∑ i_k =1 v^{ik}_k e_{ik} ) = n∑ i1=1 · · · n∑ i_k =1 v^{i1}1 · · · v^{ik}_k e_{i1} ∧ . . . ∧ e_{ik} , pøitom sèítanec na pravé stranì je nula pokud i_a = i_b pro nìjaká a, b ∈ {1, . . . , k}, a ≠ b. Zùstanou jen ty sèítance, kde i1, . . . , i_k jsou vzájemnì rùzné a tedy {i1, . . . , i_k} je k-prvková podmno¿ina mno¿iny {1, . . . , n}. Souèet tedy bì¿í pøes vźechny k-prvkové podmno¿iny mno¿iny {1, . . . , n} a jejich vźechny mo¿né permutace. Poèítaný výraz je tedy roven ∑ |I|=k ∑ σ∈S_k v^{iσ(1)}1 · · · v^{iσ(k)}_k e_{iσ(1)} ∧ . . . ∧ e_{iσ(k)} =

= ∑ |I|=k ( ∑ σ∈S_k sgn σ v^{iσ(1)}1 · · · v^{iσ(k)}_k ) e_{i1} ∧ . . . ∧ e_{ik} = ∑ |I|=k det V_I e_I

2. VNÌJľÍ ALGEBRA R^n 17 kde S_k je mno¿ina vźech permutací mno¿iny {1, . . . , k} a I = {i1, . . . , i_k}, kde i1, . . . , i_k jsou prvky I oznaèené tak aby i1 < · · · < i_k. Poslední rovnost plyne pøímo z de˛nice determinantu matice V_I .

2.4. Poznámky.

(i) Pro vektorový prostor v dimenze n zøejmì platí dim ~^k(V ) = dim ~^{n−k}(V ). Izomor˛smus mezi tìmito dvìma prostory sestrojíme v oddíle o Hodgeovì operátoru.

(ii) Z tvrzení 2.3(iv) plyne (pøi oznaèení z vìty) pro k = n vztah v1 ∧ . . . ∧ v_n = det W e1 ∧ . . . ∧ e_n.

Hodgeùv operátor

Uva¿ujme n-dimenzionální vektorový prostor V se zvolenou orientací (viz de˛nice 8.22) a se zadaným skalárním souèinem ⟨ , ⟩. Sestrojíme tzv. Hodgeùv operátor ∗, který bude izomor˛smem mezi ~^k(V ) a ~^{n−k}(V ).

Nejprve vźak zavedeme skalární souèin na vnìjźí mocninì ~^k(V ) prostoru V se skalárním souèinem: pro prvky tvaru e_I , e_J ∈ ~^k(V ) polo¿me ⟨e_I , e_J ⟩ = ⟨e_{i1} ∧ . . . ∧ e_{ik} , e_{j1} ∧ . . . ∧ e_{jk} ⟩ = ⟨e_{i1} , e_{j1} ⟩ . . . ⟨e_{ik} , e_{jk} ⟩. Snadno se ovìøí, ¿e takto de˛novaný souèin je pozitivnì de˛nitní symetrická bilineární forma na ~^k(V ).

2.5. Lemma. Je-li V lineární prostor se skalárním souèinem a f : V → R lineární zobrazení, existuje právì jeden prvek u ∈ V takový, ¿e f(v) = ⟨u, v⟩ pro vźechna v ∈ V .

Dùkaz. Buï e1, . . . , e_n ortonormální báze V a polo¿me u = n∑ i=1 f(e_i)e_i. Potom pro ka¿dé v = ∑_n i=1 a^ie^i ∈ V je f(v) = n∑ i=1 a_if(e_i) = n∑ i=1 a_i⟨u, e_i⟩ = ⟨u, v⟩. Prvek u je pøitom zobrazením f zøejmì jednoznaènì urèen.

Zvolme nyní kladnì orientovanou ortonormální bázi e1, . . . , e_n prostoru V a oznaème σ = e1∧. . .∧e_n ∈ ~^n(V ). Pro ka¿dé λ ∈ ~^k(V ) je zobrazení ~^{n−k}(V ) → ~^n(V ) μ → λ ∧ μ lineární. Tedy existuje právì jedno lineární zobrazení f_λ : ~^{n−k}(V ) → R takové, ¿e λ ∧ μ = f_λ(μ)σ. Podle lemmatu 2.5 existuje právì jeden prvek ∗λ prostoru ~^{n−k}(V ) takový, ¿e pro vźechna μ ∈ ~^{n−k}(V ) je f_λ(μ) = ⟨∗λ, μ⟩ neboli λ ∧ μ = ⟨∗λ, μ⟩σ. 2.6. De˛nice. Lineární zobrazení

∗ : ~^k(V ) → ~^{n−k}(V ) λ → ∗λ se nazývá Hodgeùv operátor.

2.7. Poznámka. Je-li V vektorový prostor dimenze n a k ≤ n, je Hodgeùv operátor izomor˛smus ~^k(V ) ≃ ~^{n−k}(V ).

Ke ka¿dému λ toti¿ existuje jediné zprostøedkující lineární zobrazení f_λ a k nìmu opìt jediný prvek ∗λ, zobrazení ∗ je tedy prosté, a jeliko¿ oba prostory mají stejnou dimenzi, je ∗ izomor˛smus.

Pøíklady, úlohy a cvièení 2.8. Vnìjźí algebra v nízkých dimenzích.

Uvìdomte si, jak vypadají vnìjźí mocniny ~^k(R^n ) a vnìjźí algebra ~^∗(R^n ) pro n = 2, 3, 4. Jak vypadají kanonické báze tìchto prostorù, jaké jsou jejich dimenze?

2.9. Geometrický význam vnìjźího souèinu n − 1 vektorù na R^n . Buïte v1, . . . , v_{n−}1 vektory v R^n , e1, . . . , e_n kanonická báze. Pak lze psát v1 ∧ . . . ∧ v_{n−}1 = n∑ i=1 (−1)^i+1a_ie1 ∧ . . . ∧ e_{i−}1 ∧ e_i+1 ∧ . . . ∧ e_n pro nìjaká a1, . . . , a_n ∈ R. De˛nujme vektor [v1, . . . , v_{n−}1] ∈ R^n pøedpisem [v1, . . . , v_{n−}1] := (a1, . . . , a_n). Znaèí-li ⟨x, y⟩ := ∑_n i=1 x^iy^i standardní skalární souèin, uka¿te, ¿e ∀w ∈ R^n : ⟨[v1, . . . , v_{n−}1], w⟩ = det(w, v1, . . . , v_{n−}1). Speciálnì, ⟨[v1, . . . , v_{n−}1], v_i⟩ = 0 pro vźechna i = 1, . . . , n − 1.

Pro n = 3 je [u, v] = u × v = (u2v3 − u3v2, u3v1 − u1v3, u1v2 − u2v1), co¿ je obvyklý vektorový souèin

na R3 .

2.10. Rozlo¿itelné k-vektory a jejich geometrická interpretace.

V zde bude znaèit vektorový prostor R^n , e1, . . . , e_n jeho kanonickou bázi. Rozmyslete si, která z tvrzení lze zobecnit na pøípad obecného vektorového prostoru.

(a) Dùsledek vìty 2.3(iv): pøi oznaèení z vìty platí pro k = n v1 ∧ . . . ∧ v_n = det W e1 ∧ . . . ∧ e_n. (Viz poznámku 2.4(ii).) Analogicky se doká¿e obecnìjźí tvrzení: jsou-li v1, . . . , v_n a v^′1, . . . , v^′_n dvì báze prostoru V , buï A = (a^j_i ) regulární matice taková, ¿e v_i = ∑_n i=1 a^ji v^′j (tj. matice pøechodu mezi tìmito bázemi); pak platí v1 ∧ . . . ∧ v_n = det A v^′1 ∧ . . . ∧ v^′_n. (b) Doka¿te: Vektory v1, . . . , v_k ∈ V jsou lineárnì závislé ⇐⇒ v1 ∧ . . . ∧ v_k = 0. (c) De˛nice: Buï k ∈ {1, . . . , n}. Øekneme, ¿e k-vektor ω ∈ ~^k(V ) je rozlo¿itelný, existují-li vektory v1, . . . , v_k ∈ V takové, ¿e ω = v1 ∧ . . . ∧ v_k. Mno¿inu vźech nenulových rozlo¿itelných k-vektorù (pro pevné k) oznaèíme R. Pro ω ∈ R de˛nujeme jádro Ker ω := {v ∈ V ; v ∧ ω = 0}.

(d) Doka¿te: Je-li ω = v1 ∧ . . . ∧ v_k ∈ R, je Ker ω = LO(v1, . . . , v_k), kde LO znaèí lineární obal. (e) Doka¿te: Jsou-li ω, ω^′ ∈ R, pak Ker ω = Ker ω^′ ⇐⇒ ∃α ∈ R, α ≠ 0, ω = αω^′. (f) De˛nice: Zavedeme ekvivalenci ∼ na R takto: ω ∼ ω^′ ⇐⇒ ∃α ∈ R, α ≠ 0, ω = αω^′. Dále oznaèíme symbolem Gr_{k,n} mno¿inu vźech k-dimenzionálních vektorových podprostorù v R^n . Tento objekt se nazývá Grassmannova varieta neboli Grassmannián.

Zatím máme Grassmannián popsán jen jako mno¿inu. Na Grassmanniánu vźak lze de˛novat rovnì¿ strukturu hladké variety a toto bude jeden z dùle¿itých netriviálních pøíkladù takové struktury { viz 7.16(e).

(g) Geometrická interpretace rozlo¿itelných k-vektorù: Z (e) a (f) plyne, ¿e pro ω ∼ ω^′ je Ker ω = Ker ω^′, tj. existuje bijekce R/ ∼ ≃ Gr_{k,n}. (h) De˛nice: Je-li ω = ∑ |J|=k ω^J e^J ∈ ~^k(V ), pak {ω^J }|J|=k ∈ R (^n_k) se nazývají Plückerovy souøadnice k-vektoru ω. Speciálnì, je-li ω = v1 ∧ . . . ∧ v_k ∈ R, jsou Plückerovy souøadnice vektoru

ω rovny {det V_J }_{|J|}=_k, kde V_J jsou k × k-podmatice matice koe˛cientù W vektorù v1, . . . , v_k urèené multiindexy J délky k (viz vìtu 2.3(iv)). Pøiøazení ω → {det V_J }_{|J|}=_k je tedy vnoøením R → R(^{nk}).

Poznámka o projektivních prostorech: De˛nujme n-dimenzionální (reálný) projektivní prostor takto:

RP^n = P(R^n+1) := (R^n+1 − {0})/ ∼,

2. VNÌJľÍ ALGEBRA R^n 19

Obrázek 9. Konstrukce projektivního prostoru RP2

kde relace ekvivalence ∼ je de˛nována na R^n+1 − {0} vztahem (x1, . . . , x_n+1) ∼ (x^′1, . . . , x^′_n+1) ⇐⇒ ∃α ∈ R, α ≠ 0, ∀i : x_i = αx^′_i. Ekvivalentnì lze RP^n de˛novat jako mno¿inu vźech jednodimenzionálních podprostorù v R^n+1. Je tedy

RP^n ≃ Gr1,n+1.

Dále, jsou-li ω ∼ ω^′ ∈ R, je zøejmì {det V_J }_{|J|}=_k ∼ {det V^′_J }_{|J|}=_k ∈ R(^{nk}). Tedy Gr_{k,n} ≃ R/ ∼ → (R(^{nk}) − {0})/ ∼ ≃ RP((^{nk})^−1). Tedy Grassmannián Gr_{k,n} je vnoøen pomocí Plückerových souøadnic do projektivního prostoru dimenze (_n k ) − 1.

Uvìdomte si, ¿e projektivní prostor RP^n lze vyjádøit rovnì¿ jako kvocient sféry:

RP^n = S^n/ ∼,

kde relace ekvivalence ∼ je de˛nována na sféøe S^n = {x ∈ R^n ; ‖x‖2 = 1} vztahem x ∼ −x (viz obrázek 9). Na projektivním prostoru lze rovnì¿ de˛novat strukturu hladké variety (viz 7.16(d)).

2.11. Dalźí vlastnosti rozlo¿itelných k-vektorù.

(a) Doka¿te: Jsou-li ω1 ∈ ~^j (V ) a ω2 ∈ ~^k(V ), j ≤ k, ω1 i ω2 rozlo¿itelné a je-li Ker ω1 ⊂ Ker ω2, potom existuje η ∈ ~^{k−j} (V ) taková, ¿e ω2 = ω1 ∧ η.

(b) Doka¿te: Jsou-li ω1 ∈ ~^j (V ) a ω2 ∈ ~^k(V ) rozlo¿itelné, pak Ker ω1 ∩ Ker ω2 = 0 ⇐⇒ ω1 ∧ ω2 ≠ 0.

V pøípadì splnìní tìchto ekvivalentních podmínek je pak Ker(ω1 ∧ ω2) = LO(Ker ω1 ∪ Ker ω2), kde LO znaèí lineární obal.

(c) Triviálnì platí, ¿e vźechny 1-vektory i n-vektory jsou rozlo¿itelné. Doka¿te, ¿e rovnì¿ vźechny (n − 1)-vektory jsou rozlo¿itelné.

(d) Pøíklad nerozlo¿itelného k-vektoru: Z (c) plyne, ¿e pro n = 1, 2, 3 jsou vźechny k-vektory rozlo¿itelné (pro vźechna k ∈ {1, . . . , n}). Nejjednoduźźí pøíklad nerozlo¿itelného vektoru je tedy nutno hledat v ~2(R4 ). Doka¿te, ¿e takový vektor skuteènì existuje. Na základì tohoto výsledku uka¿te, ¿e pro ka¿dé n ≥ 4 a ka¿dé k = 2, . . . , n − 2 existuje nerozlo¿itelný vektor ω ∈ ~^k(R^n ).

(e) Obecný tvar 2-vektorù: Uka¿te, ¿e pro ka¿dé nenulové ω ∈ ~2(V ), n ≥ 4, existuje báze v1, . . . , v_n prostoru V a èíslo r takové, ¿e ω = v1 ∧ v2 + · · · + v2_{r−}1 ∧ v2_r. Potom zøejmì platí (pøi oznaèení ω^r = ω ∧ . . . ∧ ω r-krát), ¿e ω^r ≠ 0 a ω^r+1 = 0. Èíslo r tedy nezávisí na volbì báze v1, . . . , v_n a nazývá se hodnost 2-vektoru. Je tedy ω ∈ ~2(V )rozlo¿itelné ⇐⇒ r = 1.

(f) Rozlo¿te dané k-vektory, tj. napiźte je ve tvaru v1 ∧ . . . ∧ v_k: α) (ae13 + be24) ∧ (ce13 + de24) ∈ ~4(R4) β) (ae1 + be4) ∧ (ce123 + de234) ∈ ~4(R4) γ) e123 + e124 + e234 ∈ ~3(R4 ) δ) e12345 + e12346 + e12356 + e12456 + e13456 + e23456 ∈ ~5(R6) (g) Jako triviální dùsledek Vìty 2.3(iii) platí ω ∈ ~^k(V ), k liché =⇒ ω ∧ ω = 0. Najdìte (nutné a postaèující) podmínky na k a n, aby existovalo ω ∈ ~^k(R^n ) takové, ¿e ω ∧ ω ≠ 0. Jak lze potom takové ω zkonstruovat?

2.12. Hodgeùv operátor v dimenzi 3.

(a) Zvolte orientaci R3 pomocí vektoru σ = e123 ∈ ~3(R3) a vypoèítejte hodnotu ∗λ postupnì pro λ = e23, e13, e12 a pro libovolný 2-vektor λ.

(b) Doka¿te, ¿e pro vźechny vektory u, v ∈ R3 platí u × v = ∗(u ∧ v), kde u × v = [u, v] oznaèuje vektorový souèin na R3 (viz 2.9) a obecnìji, pro vektory u1, . . . , u_{n−}1 ∈ R^n je [u1, . . . , u_{n−}1] = (−1)^{n−}1 ∗ (u1 ∧ . . . ∧ u_{n−}1).

3. Diferenciální formy na R n

Diferenciální formy 3.1. De˛nice diferenciální formy. Oznaème T^∗(R^n ) (zkrácenì T^∗) vektorový prostor, jeho¿ bázi tvoøí symboly dx1, . . . , dx_n. Pøesnìji øeèeno

T^∗(R^n ) := { n∑ i=1 α_i dx_i; α_i ∈ R}, pøièem¿ sèítání vektorù a násobení skalárem je de˛nováno þpo slo¿káchß, tedy takto: n∑ i=1 α_i dx_i + n∑ i=1 β_i dx_i := n∑ i=1 (α_i + β_i) dx_i, c · n∑ i=1 α_i dx_i := n∑ i=1 cα_i dx_i. Úmluva: Hladkou funkcí budeme v celých skriptech rozumìt v¿dy C^∞ funkci, tedy funkci mající parciální derivace libovolného øádu.

Diferenciální forma stupnì k (zkrácenì k-forma) na otevøené podmno¿inì ˙ ⊂ R^n je hladké zobrazení ˙ do ~^k(T^∗). Diferenciální forma ω : ˙ → ~^k(T^∗) je tedy tvaru ω(x1, . . . , x_n) = ∑ |I|=k ω_I (x1, . . . , x_n) dx_I , kde ω_I (x1, . . . , x_n) jsou hladké funkce z ˙ do R.

Mno¿inu vźech diferenciálních forem stupnì k na mno¿inì ˙ budeme oznaèovat E^k(˙). Dále oznaèíme E^∗(˙) mno¿inu vźech diferenciálních forem na ˙, tj. mno¿inu vźech hladkých zobrazení ˙ do ~^∗(T^∗).

Diferenciální forma ω ∈ E^∗(˙) nemá tedy obecnì de˛nován stupeò { mù¿e být souètem diferenciálních forem rùzných stupòù. Platí vźak E^∗(˙) = n⨁ k=0 E^k(˙),

tedy rozklad obecné formy do homogenních sèítancù (prvkù E^k(˙)) je jednoznaènì urèen.

Pøipomeòme, ¿e je dx_I = dx_{i1} ∧ . . . ∧ dx_{ik} , kde i1, . . . , i_k jsou prvky I setøídìné podle velikosti.

3. DIFERENCIÁLNÍ FORMY NA R^n 21

3.2. De˛nice vnìjźího diferenciálu. Buï ˙ ⊂ R^n otevøená mno¿ina. Pro vźechna p, 0 ≤ p ≤ n de˛nujeme zobrazení d : E^p(˙) → E^p+1(˙) takto:

(i) Je-li f ∈ E0(˙) (f je tedy funkce z ˙ do R), pak de˛nujeme df : ˙ → ~1(T^∗) pøedpisem df(a) := n∑ i=1 ∂f ∂x_i (a) dx_i, ∀a ∈ ˙. (ii) Buï ω ∈ E^p(˙) diferenciální forma stupnì p. Forma ω je tedy tvaru ω(x) = ∑ |I|=p ω^I (x) dx^I , kde x ∈ ˙ a ω_I jsou hladké funkce z ˙ ⊂ R^n do R. De˛nujeme dω : ˙ → ~^p+1(T^∗) pøedpisem dω(x) := ∑ |I|=p dω_I (x) ∧ dx_I = ∑ |I|=p n∑ i=1 ∂ω_I ∂x_i (x) dx_i ∧ dx_I , ∀x ∈ ˙.

3.3. Poznámka o interpretaci symbolu dx_i. V de˛nici diferenciálních forem se pou¿ívají záhadné symboly dx_i, které tvoøí bázi vektorového prostoru oznaèeného T^∗(R^n ). Z de˛nice vnìjźího diferenciálu d vyplývá jednoduchá interpretace tìchto symbolù { je-li φ_i(x1, . . . , x_n) = x_i i-tá souøadnicová funkce na R^n , pak dφ_i = ∑_n j=1^{∂φi}∂x_j dx^j = 1 dx^i = dx^i. Je mo¿né tedy symbol dx^i interpretovat jako vnìjźí diferenciál základní souøadnicové funkce φ_i a zvolené formální oznaèení se pak uká¿e jako vhodná mnemotechnická pomùcka pro zapamatování a jako pøíprava pro de˛nici vnìjźího diferenciálu d. Lze si také ji¿ teï dopøedu uvìdomit, jak dobøe toto oznaèení bude souhlasit s bì¿nými konvencemi pøi oznaèení integrálu z funkce pøes podmno¿inu v R^n .

3.4. Vìta. Vnìjźí diferenciál má následující vlastnosti (pro p, q ∈ {0, . . . , n}): (i) ∀ω, τ ∈ E^∗(˙) : d(ω + τ) = dω + dτ.

(ii) ∀ω ∈ E^p(˙), τ ∈ E^q (˙) : d(ω ∧ τ) = dω ∧ τ + (−1)^pω ∧ dτ. (iii) ∀ω ∈ E^p(˙) : d( dω) = 0.

Dùkaz.

ad (i) Plyne pøímo z de˛nice.

ad (ii) Nejdøíve doka¿me tvrzení pro diferenciální formy tvaru ω = ω_I dx_I , τ = τ_J dx_J , kde I je p-prvková a J q-prvková podmno¿ina mno¿iny {1, . . . , n} a I, J jsou disjunktní. d(ω ∧ τ) = d(ω_I τ_J · dx_I ∧ dx_J ) = = d(ω_I τ_J ) ∧ dx_I ∧ dx_J = (_n ∑ i=1 ∂(ω_I τ_J ) ∂x_i dx_i ) ∧ dx_I ∧ dx_J =

= n∑ i=1 ∂ω_I ∂x_i τ_J dx_i ∧ dx_I ∧ dx_J + n∑ i=1 ω_I ∂τ_J ∂x_i dx_i ∧ dx_I ∧ dx_J =

= (_n ∑ i=1 ∂ω_I ∂x_i dx_i ∧ dx_I ) ∧ (τ_J dx_J ) + (−1)^p n∑ i=1 ω_I dx_I ∧ ( ∂τ_J ∂x_i dx_i ∧ dx_J ) =

= d(ω_I dx_I ) ∧ τ_J dx_J + (−1)^pω_I dx_I ∧ (_n ∑ i=1 ∂τ_J ∂x_i dx_i ∧ dx_J ) = = dω ∧ τ + (−1)^pω ∧ dτ Z postupu je té¿ vidìt, ¿e pro I ∩ J ≠ ∅ jsou obì strany 0 a rovnost je tedy splnìna triviálnì. Pro obecné diferenciální formy ω, τ u¿ tvrzení plyne z linearity operace ∧, neboż d(ω ∧ τ) = d ( ∑ |I|=p ω_I dx_I ∧ ∑ |J|=q τ_J dx_J ) = ∑ |I|=p ∑ |J|=q d(ω_I dx_I ∧ τ_J dx_J ) = = ∑ |I|=p ∑ |J|=q ( d(ω_I dx_I ) ∧ τ_J dx_J + (−1)^pω_I dx_I ∧ d(τ_J dx_J ) ) =

= d ( ∑ |I|=p ω_I dx_I ) ∧ ( ∑ |J|=q τ_J dx_J ) + (−1)^p ( ∑ |I|=p ω_I dx_I ) ∧ d ( ∑ |J|=q τ_J dx_J ) = = dω ∧ τ + (−1)^pω ∧ dτ, co¿ jsme chtìli.

ad (iii) I. Doka¿me, ¿e tvrzení platí pro prvky tvaru ω = ω_I dx_I ∈ E^p(˙). Postupujme indukcí. 1. indukèní krok: Buï ω = f · dx_∅ = f ∈ E0(˙) funkce, pak platí

d( df) = d n∑ j=1 ∂f ∂x_j dx_j = n∑ j=1 d ( ∂f ∂x_j ) ∧ dx_j = n∑ i=1 n∑ j=1 ∂2f ∂x_j ∂x_i dx_i ∧ dx_j =

= ∑ 1≤i<j≤n ∂2f ∂x_j ∂x_i dx_i ∧ dx_j + ∑ 1≤j<i≤n ∂2f ∂x_j ∂x_i (−1) dx_j ∧ dx_i =

= ∑ 1≤i<j≤n ( ∂2f ∂x_j ∂x_i − ∂2f ∂x_i∂x_j ) dx_i ∧ dx_j = 0 kde jsme pou¿ili vztahu dx_j ∧ dx_i = − dx_i ∧ dx_j a rovnosti^{∂2f}_{∂xj ∂xi} =^{∂2f}_{∂xi∂xj} , která je splnìna pro vźechny C2 funkce a tím spíź pro C^∞ funkci f. Pro prvky E0(˙) tedy tvrzení platí.

Speciálnì tedy pro souøadnicovou funkci φ_i(x1, . . . , x_n) = x_i máme d( dφ_i)) = 0. Podle poznámky 3.3 je dφ_i = dx_i a tedy platí d( dx_i) = d( dφ_i) = 0 (11) pro vźechna i ∈ {1, . . . , n}.

2. indukèní krok: Nechż tvrzení platí pro vźechny ω tvaru ω = ω_I dx_I ∈ E^{p−}1(˙). Nyní buï ω = ω_I dx_I ∈ E^p(˙), kde I = {i1, . . . , i_p} a 1 ≤ i1 < · · · < i_p ≤ n. Z (11) a indukèního pøedpokladu plyne: d( dω) = d( d(ω_I dx_{i1} ∧ . . . ∧ dx_{ip} )) = d( dω_I ∧ dx_{i1} ∧ . . . ∧ dx_{ip} ) = = d( dω_I ∧ dx_{i1} ∧ . . . ∧ dx_{ip}�_1 ) ∧ dx_{ip} + + (−1)^p( dω_I ∧ dx_{i1} ∧ . . . ∧ dx_{ip}�_1 ) ∧ d( dx_{ip} ) = = d( d(ω_I dx_{i1} ∧ . . . ∧ dx_{ip}�_1 )) ∧ dx_{ip} + 0 = 0.

II. Pro libovolné p a libovolné ω ∈ E^p(˙) nyní dostáváme

d( dω) = d d ∑ |I|=p ω_I dx_I = ∑ |I|=p d ( d(ω_I ∧ dx_I )) = 0.

Pøenáźení diferenciálních forem pomocí zobrazení

V tomto paragrafu uká¿eme, jak lze diferenciální formy pøenáźet pomocí zobrazení z jedné otevøené mno¿iny na druhou. Inspirací pro následující de˛nice budou postupy u¿ité pøi de˛nici integrálù z diferenciálních forem v nízkých dimenzích, o kterých pojednává úvodní kapitola. Budeme mít hladké zobrazení ˘ : U → ˙ z otevøené mno¿iny U ⊂ R^k do otevøené mno¿iny ˙ ⊂ R^n . Oznaème souøadnice v U písmeny u1, . . . , u_k a souøadnice v ˙ budeme oznaèovat x1, . . . , x_n. Je-li tedy x = ˘(u) pro nìjaká u ∈ U ⊂ R^k , x ∈ ˙ ⊂ R^n , pak x_i = ˘_i(u) = ˘_i(u1, . . . , u_k), pøièem¿ ˘_i je i-tá slo¿ka zobrazení ˘, i = 1, . . . , n. 3.5. De˛nice. Buï ˘ : U → ˙ hladké, buïte U ⊂ R^k , ˙ ⊂ R^n otevøené mno¿iny. Pro ka¿dé

p ∈ {1, . . . , n} de˛nujeme zobrazení ˘^∗ : E^p(˙) → E^p(U) pøedpisem

˘^∗(ω) := ∑ |I|=p (ω_I ∘ ˘) d˘_{i1} ∧ . . . ∧ d˘_{ip} ∈ E^p(U), kde ω = ∑ |I|=p ω^I dx^I = ∑ |I|=p ω^I dx^i1 ∧ . . . ∧ dx^ip je libovolný prvek E^p(˙) a kde i1, . . . , i^p jsou vzestupnì setøídìné prvky mno¿iny I.

3. DIFERENCIÁLNÍ FORMY NA R^n 23

Pøipomínáme, ¿e d˘_j , j = 1, . . . , n jsou diferenciální formy prvního stupnì, viz de˛nici vnìjźího diferenciálu v odstavci 3.2. Tyto diferenciály je tøeba rozepsat podle de˛nice diferenciálu funkce 3.2(i) a výsledný výraz

˘^∗(ω) = ∑ |I|=p (ω_I ∘ ˘) (_k ∑ k1=1 ∂˘_{i1} ∂u_{k1} du_{k1} ) ∧ . . . ∧ k∑ k_p=1 ∂˘_{ip} ∂u_{kp} du_{kp} upravit podle pravidel pro vnìjźí násobení do základního tvaru ˘^∗(ω) = ∑ |I|=p ψ^I (u) du^I , kde ψ^I (u) jsou odpovídající koe˛cienty u symbolù du_I .

3.6. Vìta. Jsou-li ω, ˘, U, ˙ jako v de˛nici a τ ∈ E^q (˙), pak (i) ˘^∗(ω + τ) = ˘^∗(ω) + ˘^∗(τ), pokud p = q. (ii) ˘^∗(ω ∧ τ) = ˘^∗(ω) ∧ ˘^∗(τ), p, q libovolná. (iii) ˘^∗( dω) = d(˘^∗ω).

(iv) Je-li zobrazení ¯ : V → U z otevøené mno¿iny V ⊂ R^s do U, pak (˘ ∘ ¯)^∗(ω) = (¯^∗ ∘ ˘^∗)(ω). (v) Je-li k = n a ω ∈ E^n, tedy ω = f dx1 ∧ . . . ∧ dx_n, x = ˘(u), pak ˘^∗(ω) = det(Jac ˘)(f ∘ ˘) du1 ∧ . . . ∧ du_n, kde Jac ˘ je oznaèení pro Jacobiho matici zobrazení ˘, tedy matici (_∂ ˘i_{∂uj} )_n i,j=1 . Dùkaz.

ad (i) Snadné, pøímo z de˛nice.

ad (ii) Nejdøíve doká¿eme tvrzení vìty pro ω, τ speciálního tvaru ω = ω_I dx_I , τ = τ_J dx_J , kde ω_I , τ_J jsou funkce a I, J po øadì p-prvková a q-prvková mno¿ina indexù. Poté pou¿ijeme distributivity ∧ vzhledem ke sèítání a z bodu (i) obdr¿íme po¿adované tvrzení.

Doka¿me tedy tvrzení pro ω = ω_I dx_I , τ = τ_J dx_J . Mù¿eme pøedpokládat, ¿e I ∩ J = ∅, jinak jsou toti¿ obì strany rovny 0. Platí 3

˘^∗(ω ∧ τ) = ˘^∗(ω_I τ_J dx_I ∧ dx_J ) = = (ω_I ∘ ˘)(τ_J ∘ ˘) d˘_{i1} ∧ . . . ∧ d˘_{ip} ∧ d˘_{j1} ∧ . . . ∧ d˘_{jq} = = (ω_I ∘ ˘) d˘_{i1} ∧ . . . ∧ d˘_{ip} ∧ (τ_J ∘ ˘) d˘_{j1} ∧ . . . ∧ d˘_{jq} = ˘^∗(ω) ∧ ˘^∗(τ).

Pro obecné ω, τ tvaru ω = ∑ |I|=p ω^I dx^I a τ = ∑ |J|=q τ^J dx^I staèí pou¿ít právì dokázané tvrzení spolu s bodem (i). Na ukázku vypíźeme podrobnì, jak se tento dùkaz provede. V dalźích pøípadech ji¿ takovéto pøímoèaré dùkazy necháme ètenáøi.

˘^∗(ω ∧ τ) = ˘^∗ ( ∑ |I|=p ω_I dx_I ∧ ∑ |J|=q τ_J dx_J ) =

= ˘^∗ ( ∑ |I|=p,|J|=q (ω_I dx_I ) ∧ (τ_J dx_J ) ) = = ∑ |I|=p,|J|=q ˘^∗((ω_I dx_I ) ∧ (τ_J dx_J )) = = ∑ |I|=p,|J|=q ˘^∗(ω_I dx_I ) ∧ ˘^∗(τ_J dx_J ) = = ∑ |I|=p ˘^∗(ω_I dx_I ) ∧ ∑ |J|=q ˘^∗(τ_J dx_J ) = ˘^∗(ω) ∧ ˘^∗(τ),

co¿ jsme chtìli.

ad (iii) Stejnì jako v pøedchozím budeme pøedpokládat, ¿e ω = ω_I dx_I , pro obecné ω dostaneme vztah pomocí linearity ˘^∗ a vnìjźího diferenciálu d (viz (i) a 3.4(i)). Nechż je tedy ω = ω_I dx_I a oznaème

3Striktnì vzato by bylo v následující úpravì tøeba nejprve pøepsat dx_I ∧ dx_J do základního tvaru setøídìného vzestupnì, pak teprve pou¿ít de˛nici ˘^∗ a poté pøepermutovat èleny zpìt. Takto bychom podrobnì zdùvodnili druhou rovnost (mezi prvým a druhým øádkem) v této úpravì.

i1, . . . , i_p prvky mno¿iny I uspoøádané vzestupnì podle velikosti. Povźimnìme si nejprve, ¿e na levé i na pravé stranì rovnosti jsou diferenciální formy na mno¿inì U. Upravujme nejdøíve levou stranu rovnosti

˘^∗( dω) = ˘^∗ (_n ∑ i=1 ∂ω_I ∂x_i dx_i ∧ dx_I ) = n∑ i=1 ( ∂ω_I ∂x_i ∘˘ ) d˘_i ∧ d˘_{i1} ∧ . . . ∧ d˘_{ip} Nyní budeme upravovat pravou stranu rovnosti.

d(˘^∗(ω)) = d((ω_I ∘ ˘) d˘_{i1} ∧ . . . ∧ d˘_{ip} ) = k∑ j=1 ∂(ω_I ∘ ˘) ∂u_j du_j ∧ d˘_{i1} ∧ . . . ∧ d˘_{ip} Kdybychom vìdìli, ¿e ∑_n i=1 (_{∂ωI} ∂x_i ∘˘ ) d˘_i = ∑_n j=1^∂ (ωI ∘˘) ∂u_j duj , byli bychom hotovi. Tato rovnost je

vźak dùsledkem pravidla pro derivování slo¿ené funkce, neboż platí k∑ j=1 ∂(ω_I ∘ ˘) ∂u_j du_j = n∑ i=1 k∑ j=1 ( ∂ω_I ∂x_i ∘ ˘ · ∂˘_i ∂u_j ) du_j =

= (_n ∑ i=1 ∂ω_I ∂x_i ∘˘ ) · k∑ j=1 ∂˘_i ∂u_j du_j = n∑ i=1 ( ∂ω_I ∂x_i ∘˘ ) d˘_i. ad (iv) Díky ji¿ dokázaným tvrzením (i) a (ii), staèí uva¿ovat pouze tyto dva pøípady4: ω = f ∈ E0(M) a pøípad ω = dx_i, i = 1, . . . , n. První pøípad plyne ihned z de˛nice:

(˘ ∘ ¯)^∗(f) = f ∘ (˘ ∘ ¯) = (f ∘ ˘) ∘ ¯ = ¯^∗(˘^∗(f)). Nechż tedy nyní ω = dx_i. Pak

(˘ ∘ ¯)^∗(dx_i) = s∑ l=1 ∂(˘ ∘ ¯)_i ∂t_l dt_l = k∑ j=1 ( ∂˘_i ∂u_j ∘¯ ) (_s∑ l=1 ∂¯_j ∂t_l dt_l ) =

= ¯^∗ k∑ j=1 ∂˘_i ∂u_j du_j = ¯^∗(˘^∗(dx_i)).

ad (v) Nechż je vźe oznaèeno jako ve formulaci vìty. Tedy mimo jiné ω = f dx1 ∧ ... ∧ dx_n a tedy podle de˛nice ˘^∗ platí, ˘^∗(ω) = (f ∘ ˘) d˘1 ∧ ... ∧ d˘_n. V ka¿dém bodì u ∈ U mù¿eme d˘_i vyjádøit jako:

d˘_i(u) = n∑ j=1 ∂˘_i ∂u_j du_j (viz de˛nice 3.2). Podle 2.3(iv), pou¿ité pro n = k, je tedy

d˘1 ∧ ... ∧ d˘_n(u) = det ( ∂˘_i ∂u_j (u) )_n i,j=1 du1 ∧ ... ∧ du_n = det(Jac ˘(u)) du1 ∧ ... ∧ du_n

pro libovolné u ∈ U, co¿ jsme chtìli dokázat.

De Rhamùv komplex 3.7. De˛nice de Rhamova komplexu. Forma ω ∈ E^k(˙) se nazývá uzavøená, pokud dω = 0, a exaktní, pokud existuje forma τ ∈ E^{k−}1(˙) taková, ¿e dτ = ω.

4Tvrzení lze té¿ dokázat stejnì pøímoèaøe jako pøedchozí body. Staèí ho dokázat pro ω = ω_I dx_I . Tvrzení pak plyne jako v pøedeźlých pøípadech z linearity ˘^∗ a ¯^∗. Dùkaz tvrzení je pak pomìrnì pøímoèarý a nepou¿ívá ¿ádných trikù, je vźak dosti technický. Pokud dosud nejste zbìhlí v tomto typu dùkazù, doporuèujeme si provést tento dùkaz vlastnoruènì, nauèíte se pracovat s pou¿ívanou symbolikou a získáte tím pøehled. Hlavní idea dùkazu je toto: Povźimneme si, ¿e si levá a pravá stranu dokazované rovnosti jsou diferenciální formy z E^p(V ), obì strany mù¿eme vyjádøit jako lineární kombinaci báze { dt_K }_{|K|=p} prostoru E^p(V ), nebo alespoò jako lineární kombinaci prvkù tvaru dt_{k1} ∧ . . .∧ dt_{kp} , kde k_1, . . . , kp nejsou nutnì vzestupnì uspoøádaná èi vzájemnì rùzná. Pokud vyjdou stejné lineární kombinace, bude tvrzení dokázáno.

3. DIFERENCIÁLNÍ FORMY NA R^n 25

3.8. De˛nice. Nechż ˙ je oblast v R^n . Posloupnost

E0(˙)^d−→ E1(˙)^d−→ . . .^d−→ E^n(˙)

se nazývá de Rhamùv komplex.

3.9. Poznámka. Vìta 3.4(iii) øíká, ¿e ka¿dá exaktní forma je uzavøená. Posloupnost prostorù a zobrazení mezi nimi se nazývá komplex, pokud má tuto vlastnost, tj. pokud slo¿ení dvou po sobì následujících zobrazení je triviální.

Pøirozená otázka je, jestli ka¿dá uzavøená forma je exaktní, nebo jestli existují formy, které jsou uzavøené, ale nejsou exaktní. Základní informace v tomto smìru je následující Poincarého lemma.

3.10. Lemma [Poincaré]. Nechż ˙ je koule v R^n . Pak ka¿dá uzavøená forma stupnì k, k = 1, . . . , n, je exaktní.

3.11. Poznámka. Speciální pøípad tohoto lemmatu se obvykle probírá ji¿ v analýze { jde o tzv. vìtu o potenciálu. Ta øíká, ¿e vektorové pole ⃗T na jednoduźe souvislé oblasti (napø. na kouli) je gradientem funkce, pokud platí^{∂Tj}_{∂xi} =^{∂Ti}_{∂xj} . Tato vìta je toto¿ná s pøípadem k = 1 Poincarého lemmatu.

Dùkaz Poincarého lemmatu není tì¿ký. Je-li ω uzavøená forma, pak pøísluźnou exaktní formu τ lze de˛novat vhodným vzoreèkem a ovìøit pøímým výpoètem, ¿e dτ = ω (viz cvièení 3.15(f)). Dùkaz obecného Poincarého lemmatu (pro variety) je uveden v 12.25.

Je zcela podstatné si uvìdomit, ¿e Poincarého lemma je formulováno pouze pro velmi speciální oblast { pro kouli. Pro to jsou velmi dobré dùvody. Staèí vyjmout z koule jeden jediný bod (napø. její støed) a tvrzení pøestane platit (viz napøíklad cvièení 3.15(e) a 10.13(f)). Intuitivnì lze øíci o hodnì víc. Pokud vyjmeme jeden bod z koule ˙ ⊂ R^n , bude existovat (modulo exaktní formy) jediná (a¿ na násobek) uzavøená forma stupnì n, která není exaktní. Pøesnìji øeèeno, prostor uzavøených forem stupnì n modulo prostor exaktních forem je vektorový prostor dimenze 1. Pokud bychom vyjmuli z koule 5 rùzných bodù, bude mít pøísluźný faktorprostor dimenzi 5. Je tedy zøejmé, ¿e je zde velmi zajímavá souvislost mezi faktorprostorem uzavøených forem modulo exaktní formy a topologií pøísluźné oblasti, na které jsou uva¿ované diferenciální formy de˛nované. Pøesnou formulaci této souvislosti lze nalézt v 12.20.

Pøíklady, úlohy a cvièení 3.12. Diferenciální formy v nízkých dimenzích, výpoèet diferenciálu. (a) Buï ˙ = R2. Napiźte obecný tvar diferenciální formy ω ∈ E^k(R2), k = 0, 1, 2 a vypoètìte hodnotu vnìjźího diferenciálu dω.

(b) Buï ˙ = R3. Napiźte obecný tvar diferenciální formy ω ∈ E^k(R3), k = 0, 1, 2, 3 a vypoètìte hodnotu vnìjźího diferenciálu dω.

(c) Vypoèítejte dω, je-li: α) ω = xy dz + yz dx β) ω = e^{xy} dy − e^{yz} dz γ) ω = x2 dy ∧ dz + yz dx ∧ dz δ) ω = sin(xy) dx ∧ dz + cos(xz) dx ∧ dy (d) Buï ˙ ⊂ R^n , f ∈ C^∞(˙) ≃ E0(˙). Doka¿te, ¿e df ∧ df = 0, a to (a) pøímým výpoètem, (b) jako dùsledek 2.11(g).

(e) Najdìte (n − 1)-formu ω na R^n takovou, ¿e dω = dx1 ∧ . . . ∧ dx_n. Charakterizujte vźechny takové formy ω.

3.13. Gradient, rotace, divergence.

Je-li f ∈ C^∞(R^n ), de˛nujeme gradient f jako vektorovou funkci

grad f := ( ∂f ∂x1 , . . . , ∂f ∂x_n ) . Je-li F = (F1, . . . , F_n) hladké vektorové pole na R^n (tj. ka¿dá funkce F_i je z C^∞(R^n )), de˛nujeme divergenci vektorového pole F jako funkci

div F := n∑ i=1 ∂F_i ∂x_i . Je-li F = (F1, F2, F3) hladké vektorové pole na R3, de˛nujeme rotaci vektorového pole F jako pole rot F := ( ∂F3 ∂x2 − ∂F2 ∂x3 , ∂F1 ∂x3 − ∂F3 ∂x1 , ∂F2 ∂x1 − ∂F1 ∂x2 ) . Zapíźeme-li operátor gradientu na prostoru C^∞(R3) symbolicky jako grad = (_∂ ∂x1 ,^∂_{∂x2} ,^∂_{∂x3} ) , lze psát rot F = grad ×F ve smyslu obvyklého vektorového souèinu na R3 .

Doka¿te, ¿e (i) rot ∘ grad = 0, (ii) div ∘ rot = 0 a to (a) pøímým výpoètem, (b) srovnáním s výsledky 3.12(b) a u¿itím vztahu d( dω) = 0.

Poznámka: operátor ´ de˛novaný na hladkých funkcích f : R^n → R jako ´f := div(grad f) = ∑_n i=1^∂ 2f ∂x2_i je takzvaný Laplaceùv operátor.

3.14. Pøenáźení diferenciálních forem.

Pro danou formu ω na R3 a dané zobrazení ˘ de˛nované na vhodné podmno¿inì R2 vypoèítejte pøenesenou formu ˘^∗(ω). α) ω = dx ∧ dy + dy ∧ dz, ˘(u, v) = (u + v, u − v, uv), β) ω = xy dz ∧ dy − xz dx ∧ dz, ˘(u, v) = (u2, v − u, 2v), γ) ω = cos x dy ∧ dz + sin y dz ∧ dx + cos z dx ∧ dy, ˘(u, v) = (2u, uv, 2v), δ) ω = x dx + y dy + z dz , ˘(σ, τ) = (cos σ cos τ, cos σ sin τ, sin σ),

3.15. Uzavøené a exaktní formy.

(a) Buï ω forma sudého stupnì. Uka¿te, ¿e forma ω ∧ dω je uzavøená (bez pou¿ití bodu (b)). (b) Buï ω forma sudého stupnì. Uka¿te, ¿e forma ω ∧ dω je exaktní.

(c) Buïte ω a τ uzavøené formy libovolného stupnì. Uka¿te, ¿e forma ω ∧ τ je potom také uzavøená. (d) Buïte ω a τ exaktní formy libovolného stupnì. Uka¿te, ¿e ω ∧ τ je potom také exaktní. (e) Uka¿te, ¿e forma ω = x x2 + y2 dy − y x2 + y2 dx ∈ E1(R2 − {(0, 0)}) je uzavøená, ale není exaktní.

Poznámka o souvislosti s analýzou v komplexním oboru: Komplexní 1-forma^{dz}_z na C se dá vyjádøit ve tvaru dz z = dz—z |z|2 = ( dx + i dy)(x − iy) x2 + y2 = x dx + y dy x2 + y2 + i −y dx + x dy x2 + y2 . Je tedy ω = Im^{dz}_z . Komplexní funkce 1_z vźak nemá primitivní funkci v C − {0}, (je derivací funkce Logz, avźak pouze v oboru C − ((−∞, 0 >) a funkce Im1_z je derivací funkce Argz v tomté¿ oboru. Funkce Logz a Argz pøitom nelze spojitì rozźíøit na C − {0}.

Toto tvrzení lze dokázat i pomocí Stokesovy vìty { viz cvièení 10.13(e),(f).

4. ØETÌZCE 27

(f) Dùkaz Poincarého lemmatu. Nechż ˙ = K(0, R) je koule o polomìru R > 0 v R^n . Nechż ω ∈ E^k(˙), ω = ω_I dx_I , I = {i1, . . . , i_k}. De˛nujme formu

τ(x) := k∑ j=1 (−1)^{j−}1[ ∫ 1 0 (t^{k−}1ω_I (tx)) dt]x_{ij} dx_{i1} ∧ . . . ∧ dx_{ij}�_1 ∧ dx_{ij+1} ∧ . . . ∧ dx_{ik} . Uka¿te, ¿e dτ = ω.

4. Øetìzce

Pøi integraci pøes køivky, plochy, atd. si integraèní obor ka¿dý pøedstavuje jako regulární køivku èi plochu. Bylo by mo¿né zahrnout vhodnou de˛nici regularity do de˛nice integraèního oboru, která následuje. Tento postup by ale vedl ke zbyteèným potí¿ím, obzvláźż pøi de˛nici hranice oboru integrace nutné pro Stokesovu vìtu. Ve skuteènosti podmínka regularity pro parametricky zadaný integraèní obor není pøi de˛nici integrálu z diferenciální formy k nièemu potøebná. A intuitivnì øeèeno, pokud je obor integrace degenerovaný (singulární { odtud název), vyjde pak hodnota integrálu automaticky nulová.

Øetìzce, singulární krychle 4.1. De˛nice. Oznaème I_k := ⟨0, 1⟩^k ⊂ R^k ; I0_k := (0, 1)^k. Øekneme, ¿e zobrazení φ : I_k → ˙ ⊂ R^n je k-dimenzionální singulární krychle v ˙, pokud existuje otevøená mno¿ina O; I_k ⊂ O ⊂ R^k taková, ¿e φ je restrikcí spojitì diferencovatelného zobrazení ~φ : O → ˙. (tj. ∃ ~φ ∈ C1(O, ˙) : φ = ~φ|_{Ik} .)

Mno¿inu φ(I_k ) budeme oznaèovat <φ>.

4.2. De˛nice.

(i) Buï ˙ ⊂ R^n otevøená, ω ∈ E^n(˙) (tj. ω = f dx1 ∧ . . . ∧ dx_n), pak de˛nujeme ∫ ˙ ω := ∫ ˙ f = ∫ ˙ f dx1 . . . dx_n pokud má pravá strana smysl (tøeba jako Lebesgueùv integrál). Pro n = 0 klademe R0 = {0} a pro f ∈ E({0}) ≃ R de˛nujeme ∫ {0} f = f(0). (ii) Buï φ : O → ˙ ⊂ R^n spojitì diferencovatelné zobrazení, O otevøená v R^k . Buï ω ∈ E^k(˙).

De˛nujeme ∫ φ ω := ∫ O φ^∗(ω). (iii) Buï φ k-dimenzionální singulární krychle, pak de˛nujeme ∫ φ ω := ∫ I_k φ^∗(ω).

Na právì de˛novaný pojem se díváme jako na integrál diferenciální formy pøes singulární krychli a tudí¿ se jeví pøirozeným, ¿e bychom chtìli, aby pojem nezávisel na þparametrizaciß. (Zmìna parametrizace bude tzv. difeomor˛smus mezi de˛nièními obory pøísluźných mno¿in O, O^′ { de˛nici tohoto pojmu najdete v 7.1.) O tom mluví následující vìta.

4.3. Vìta. Buïte φ, φ^′ k-dimenzionální singulární krychle takové, ¿e φ^′ = φ ∘ α. Pøitom α je

difeomor˛smus α : O^′ → O (kde O ⊃ I_k, O^′ ⊃ I_k a α je þzmìna parametrizaceß) s vlastností, ¿e znaménko det (_{∂αi} ∂x_j )_k i,j=1 je konstantní na celém O (oznaème hodnotu, kterou znaménko nabývá, θ ∈ {−1, +1}).

Pak pro ka¿dé ω ∈ E^k(˙) platí ∫ φ ω = θ ∫ φ0 ω Poznámka. Místo konstantnosti θ lze pøedpokládat souvislost O. Pak toti¿ z α, α^−1 ∈ C1 a spojitosti funkce det (_{∂αi} ∂x_j )_k i,j=1 , která navíc nikde nenabývá hodnoty 0, plyne, ¿e znaménko det (_{∂αi} ∂x_j )_k i,j=1 je skuteènì konstantní na O.

Dùkaz. Platí ∫ φ ω = ∫ I0_k φ^∗(ω) (12)

a dále ∫ φ0 ω = ∫ I0_k (φ^′)^∗(ω) = ∫ I0_k (φ ∘ α)^∗ω = ∫ I0_k α^∗(

∈E^k (˙)

φ^∗(ω)) = θ ∫ I0_k φ^∗(ω) = θ ∫ φ ω, co¿ jsme chtìli. Rovnost ∫ I0_k α ∗(φ^∗(ω)) = θ ∫ I0_k φ ∗(ω) plyne z vìty 3.6(v) a z vìty o substituci pro Lebesgueùv integrál, proto¿e je-li x^′ = α(x), φ^∗(ω) = f(x^′) dx^′1 ∧ . . . ∧ dx^′_k, pak α^∗(φ^∗(ω)) = θ| det Jac α|(f ∘ α) dx1 ∧ . . . ∧ dx_k.

4.4. De˛nice øetìzce. Buï ˙ ⊂ R^n . Volnou Abelovu grupu generovanou vźemi k-dimenzi-onálními singulárními krychlemi v ˙ budeme znaèit C_k (˙). Její prvky budeme nazývat øetìzce. Libovolný prvek c ∈ C_k(˙) je tedy formální suma tvaru c = ∑ i∈I n_iφ_i, kde I je koneèná indexová mno¿ina, n_i ∈ Z a φ_i jsou k-dimenzionální singulární krychle v ˙. 4.5. Pøíklad.

Nechż φ1, φ2, φ3, φ4 : I1 → R^n jsou 1-dimenzionální singulární krychle dané pøedpisy φ1(u) := (u, 0) φ2(u) := (u, 1) φ3(u) := (1, u) φ4(u) := (0, u). -

       6

6

   -

φ1 φ4 φ2

φ3

(0, 0) (1, 0)

(1, 1) (0, 1)

Pøíklady 1-dimenzionálních øetìzcù mohou být napøíklad c1 = 3φ1 + φ4 + 7φ2 c2 = φ1 + (−4)φ2 = φ1 − 4φ2 c3 = φ1 + φ3 − φ2 − φ4.

4. ØETÌZCE 29

Obrázek 10. Krychle I3 a její hranice

4.6. De˛nice.

(i) Oznaème symbolem ∂I_k (k − 1)-dimenzionální øetìzec v R^k daný pøedpisem

∂I_k := k∑ j=1 (−1)^j (I^k(_{j,}0) − I^k(_{j,}1)) = k∑ j=1 1∑ α=0 (−1)^j+^αI^k(_{j,α}),

kde I^k(_{j,α}) : I_{k−}1 → R^k (pro α = 0, 1) je (k − 1)-dimenzionální singulární krychle de˛novaná pøedpisem I^k(_{j,α})(u1, . . . , u_{k−}1) := (u1, . . . , u_{j−}1, α, u_j , . . . , u_{k−}1). Tento øetìzec5 budeme nazývat hranice I_k (viz obr. 10).

(ii) Je-li φ : I_k → R^n singulární krychle, pak de˛nujeme (k − 1)-dimenzionální øetìzec ∂φ (hranici φ) pøedpisem ∂φ := φ ∘ ∂I_k := k∑ j=1 (−1)^j (φ ∘ I^k(_{j,}0) − φ ∘ I^k(_{j,}1))

(iii) Je-li c = ∑_n i=1 n^iφ^i k-dimenzionální øetìzec, pak jeho hranici ∂c de˛nujeme pomocí pojmu hranice singulární krychle jako (k − 1)-dimenzionální øetìzec daný pøedpisem ∂c := n∑ i=1 n_i∂φ_i. 4.7. De˛nice. Je-li c = ∑_n i=1 n^iφ^i k-dimenzionální øetìzec v ˙ a je-li ω ∈ E^k(˙), pak de˛nujeme integrál z diferenciální formy ω pøes øetìzec c takto: ∫ c ω := n∑ i=1 n_i ∫ φ_i ω (pøitom ∫ φ_i ω je de˛nován ve 4.2).

Pøíklady, úlohy a cvièení 4.8. Integrace pøes øetìzce.

Vypoèítejte integrál z dané formy ω pøes danou singulární krychli (øetìzec) c:

5Pozor, vźimnìte si, ¿e symbol I_k oznaèuje podmno¿inu R^k (i kdy¿ velmi speciální), ale symboly I^k_{(i,α)} oznaèují zobrazení a symbol ∂I_k oznaèuje øetìzec v R^k.

(a)

c : x = sin α y = cos β z = cos α + sin β (α, β) ∈ ⟨0, π 2 ⟩2, ω = z dy ∧ dx + x dz ∧ dy + y dx ∧ dz. (b)

c : x = (s + t)2 y = (s − t)2 z = st w = 2t (s, t) ∈ ⟨0, 1⟩2, ω = wy dx ∧ dz.

(c)

c : x = r + s y = s + t z = t + r w = r − s + t (r, s, t) ∈ ⟨0, 1⟩3, ω = w dx ∧ dy ∧ dz.

(d) Naleznìte øetìzec parametrizující povrch ètyøstìnu s vrcholy v poèátku a v koncových bodech vektorù e1, e2, e3 ∈ R3, orientovaný pomocí vektoru vnìjźí normály (viz 8.24), a integrujte pøes nìj formu ω = (x + y)z dy ∧ dz. 5. Stokesova vìta

Stokesova vìta (v R^n ) 5.1. Vìta [Stokes]. Pro ω ∈ E^{k−}1(˙), c ∈ C_k (˙), ˙ ⊂ R^n , k ≤ n, platí ∫ ∂c ω = ∫ c dω (13)

Dùkaz.

(i) Doká¿eme tvrzení vìty pro k = n, c = Id_{In} , ω ∈ E^{n−}1(R^n ). Proto¿e je ω tvaru ω = ∑_n i=1(−1)^i +1f_i dx1 ∧ . . . ∧ dx_{i−}1 ∧ dx_i+1 ∧ . . . ∧ dx_n, platí dω = n∑ i=1 (−1)^i+1 df_i ∧ dx1 ∧ . . . ∧ dx_{i−}1 ∧ dx_i+1 ∧ . . . ∧ dx_n =

= n∑ i=1 (−1)^i+1 n∑ j=1 ∂f_i ∂x_j dx_j ∧ dx1 ∧ . . . ∧ dx_{i−}1 ∧ dx_i+1 ∧ . . . ∧ dx_n =

= n∑ i=1 (−1)^i+1 ∂f_i ∂x_i dx_i ∧ dx1 ∧ . . . ∧ dx_{i−}1 ∧ dx_i+1 ∧ . . . ∧ dx_n =

= (_n ∑ i=1 ∂f_i ∂x_i ) dx1 ∧ . . . ∧ dx_n Pravá strana dokazovaného vztahu (13) je tedy rovna (viz de˛nice 4.2) ∫ c dω = ∫ I_n n∑ i=1 ∂f_i ∂x_i (14)

Levá strana dokazovaného vztahu (13) je podle de˛nic 4.6 a 4.7 rovna

5. STOKESOVA VÌTA 31

(L) = ∫ ∂c ω = n∑ i=1 1∑ α=0 (−1)^i+^α ∫ I^n(_{i,α}) ω =

= n∑ i=1 1∑ α=0 (−1)^i+^α ∫ I^n(_{i,α}) n∑ j=1 (−1)^j+1f_j dx1 ∧ . . . ∧ dx_{j−}1 ∧ dx_j+1 ∧ . . . ∧ dx_n integrál rozepíźeme pomocí 4.2(iii)

(L) = n∑ i=1 1∑ α=0 (−1)^i+^α ∫ I_n�1

(I^n(_{i,α}))^∗ n∑ j=1 (−1)^j+1f_j dx1 ∧ . . . ∧ dx_{j−}1 ∧ dx_j+1 ∧ . . . ∧ dx_n =

= n∑ i=1 1∑ α=0 (−1)^i+^α ∫ I_n�1 n∑ j=1 (−1)^j+1(f_j ∘ I^n(_{i,α})) d(I^n(_{i,α}))1 ∧ . . . ∧ d(I^n(_{i,α}))_{j−}1 ∧ d(I^n(_{i,α}))_j+1 ∧ . . . ∧ d(I^n(_{i,α}))_n Funkce (I^n(_{i,α}))_i, co¿ je i-tá slo¿ka zobrazení I^n(_{i,α}), je podle de˛nice konstatní (buï 0 nebo 1). Z toho plyne d(I^n(_{i,α}))_i = 0. Pro i ≠ j se mezi èiniteli diferenciál d(I^n(_{i,α}))_i vyskytne a tudí¿ je celý výraz roven nule. Tedy celý souèet se rovná

(L) = n∑ i=1 1∑ α=0 (−1)2^i+^α+1 ∫ I_n�1

(f_i ∘ I^n(_{i,α})) d(I^n(_{i,α}))1 ∧ . . . ∧ d(I^n(_{i,α}))_{i−}1 ∧ d(I^n(_{i,α}))_i+1 ∧ . . . ∧ d(I^n(_{i,α}))_n Z de˛nice I(_{i,α})(u1, . . . , u_{n−}1) := (u1, . . . , u_{i−}1, α, u_i, . . . , u_{n−}1) a z de˛nice vnìjźího diferenciálu 3.2 plyne po krátkém výpoètu d(I^n(_{i,α}))_m = du_m pro 1 ≤ m ≤ i − 1 a d(I^n(_{i,α}))_m = du_{m−}1 pro i + 1 ≤ m ≤ n, kde u1, . . . , u_{n−}1 oznaèují souøadnice v I_{n−}1 ⊂ R^{n−}1 a tedy (L) = n∑ i=1 1∑ α=0 (−1)^α+1 ∫ I_n�1 (f_i ∘ I^n(_{i,α})) du1 ∧ . . . ∧ du_{n−}1 Podle de˛nice 4.2(i) je tedy

(L) = n∑ i=1 1∑ α=0 (−1)^α+1 ∫ I_n�1

(f_i ∘ I^n(_{i,α})) =

= n∑ i=1 ∫ I_n�1 (f_i(u1, . . . , u_{i−}1, 1, u_i+1, . . . , u_n) − f_i(u1, . . . , u_{i−}1, 0, u_i+1, . . . , u_n)) a z Newtonovy formule (L) = n∑ i=1 ∫ I_n ∂f_i ∂x_i . Tím jsme dokázali, ¿e se levá a pravá strana dokazované rovnosti (13) skuteènì rovnají. (ii) Doká¿eme tvrzení pro k-dimenzionální krychli c = φ v ˙ ⊂ R^n a ω ∈ E^{k−}1(˙). Platí ∫ c dω 4^.2= ∫ I0_k φ^∗( dω) 3.6(iii) = ∫ I0_k d(φ^∗(ω)) (i) = ∫ ∂I_k φ^∗(ω) 4^.2^,4^.6= ∫ ∂c ω.

(iii) Doká¿eme tvrzení pro obecný øetìzec c = ∑ i∈I n_iφ_i ∈ C_k(˙). ∫ c dω = ∑ i∈I n_i ∫ φ_i dω (ii) = ∑ i∈I n_i ∫ ∂φ_i ω 4.6(iii) = ∫ ∂c ω.

Pøíklady, úlohy a cvièení 5.2. Stokesova vìta pro øetìzce.

Ovìøte pøímým výpoètem Stokesovu vìtu pro danou singulární krychli (øetìzec) c a danou formu ω. (Doka¿te ∫ c dω = ∫ ∂c ω.) (a) c : x = s + t y = s − t z = st (s, t) ∈ ⟨0, 1⟩2, ω = xy dx. (b)

c : x = s2 − t2 y = s2 + t2 z = s − t w = s + t (s, t) ∈ ⟨0, 1⟩2, ω = xy dy + zw dw.

(c)

c : x = rs y = st z = rt w = r + s + t (r, s, t) ∈ ⟨0, 1⟩3, ω = w dx ∧ dz + z dy ∧ dw.

Kapitola III

Diferenciální formy na varietách

6. Pøehled multilineární algebry

V první kapitole jsme de˛novali vnìjźí algebru þklasickým zpùsobemß { zavedli jsme operaci vnìjźího násobení na generátorech a rozźíøili ji lineárnì na celou algebru. Tato de˛nice staèila pro pochopení pojmu diferenciální formy. Nyní de˛nujeme abstraktnì tenzorovou algebru { obecný pojem, jeho¿ vedlejźím produktem bude i nová de˛nice vnìjźí algebry (jako podprostoru tenzorové algebry s novì de˛novaným násobením). Tento obecný pøístup nám umo¿ní dívat se na diferenciální formy jako na speciální pøípad tenzorových polí na varietì (viz oddíl 9).

Tenzorová algebra vektorového prostoru

Vektory daného vektorového prostoru umíme sèítat a násobit reálným èíslem, ale neumíme je násobit mezi sebou. Tenzorová algebra je rozźíøený vektorový prostor, do kterého pùvodní vektory patøí a ve kterém je jejich souèin u¿ de˛nován. Zároveò je de˛nován souèin libovolných prvkù tohoto rozźíøení (tj. je to algebra). Pro jistotu zopakujme, co je to algebra.

6.1. De˛nice. Nechż A je (reálný) vektorový prostor, na kterém je de˛nováno bilineární zobrazení (tradiènì oznaèované jako souèin), tj. zobrazení (v, w) ∈ A × A → v · w ∈ A. Nechż pro tento souèin platí obvyklé vlastnosti distributivnosti násobení vùèi sèítání v R i v A. Pak prostor A s touto strukturou nazveme algebrou (nad R). Øekneme, ¿e A je algebra s jednotkou, pokud existuje element 1 ∈ A takový, ¿e 1 · v = v · 1 = v, v ∈ A.

Podle vlastností násobení rozliźujeme asociativní algebry (násobení je asociativní) nebo komutativní algebry (násobení je asociativní a komutativní). Na rozdíl od de˛nice tìlesa se nepøedpokládá existence inverzních prvkù (vùèi násobení).

6.2. Poznámka.

Základní myźlenka vnoøení vektorového prostoru do tenzorové algebry je prostá { vektory násobit neumíme, ale funkce ano. Ka¿dý vektor v ∈ V je mo¿né interpretovat jako lineární funkci na duálu V^∗. Jejich souèin je pak bilineární funkce na V^∗ × V^∗.

Pøipomínáme, ¿e duálem vektorového prostoru V se rozumí vektorový prostor V^∗ vźech lineárních zobrazení α : V → R. Druhým duálem V^{∗∗} se rozumí duál V^∗, pøitom existuje kanonické vnoøení V → V^{∗∗}, které vektoru v ∈ V pøiøadí zobrazení φ_v ∈ V^{∗∗} de˛nované pomocí

φ_v (α) = α(v)

pro vźechna α ∈ V^∗. Pro koneènì dimenzionální prostor V (jiné ani neuva¿ujeme) je toto vnoøení izomor˛smem.

6.3. De˛nice. Nechż V_j , j = 0, . . . , ∞, je posloupnost vektorových prostorù. Jejich direktní souèet

⊕^∞_j=0V_j je vektorový prostor vźech posloupností (v0, v1, . . . , v_j , . . . ); v_j ∈ V_j , které mají jen koneènì mnoho nenulových prvkù. Sèítání a násobení reálným èíslem je de˛nováno po komponentách. Jednotlivé prostory V_j jsou standardnì ztoto¿òovány s odpovídajícími podprostory {v = {v_i} ∈ ⊕^∞_i=0V_i; v_i = 0, i ≠ j} a ⊕^∞_j=0V_j je pak opravdu direktní souèet V_j , tj. ka¿dý prvek v ∈ ⊕^∞_j=0V_j lze napsat jednoznaènì ve tvaru v = ∞∑ j=0 v_j ; v_j ∈ V_j .

6. PØEHLED MULTILINEÁRNÍ ALGEBRY 35

6.4. De˛nice. Nechż V je (reálný) vektorový prostor koneèné dimenze. Oznaème V^m = V ⊗ . . . ⊗

V (m èinitelù) vektorový prostor vźech multilineárních zobrazení z V^∗ × . . . × V^∗ (m èinitelù) do R.

Multilineárním (m-lineárním) zobrazením se rozumí zobrazení lineární zvláźż v ka¿dé slo¿ce.

V^m se nazývá m-tá tenzorová mocnina prostoru V . Oznaèíme navíc V 0 = R (chápeme jej jako prostor konstantních zobrazení) a ztoto¿níme V 1 = (V^∗)^∗ s V.

Tenzorová algebra je pak direktní souèet T (V ) = ⊕^∞_m=0V^m a její prvky se nazývají tenzory. Násobení v tenzorové algebøe je de˛nováno takto: jsou-li ω ∈ V^n, τ ∈ V^m dva homogenní prvky, pak je jejich souèin prvek ω ⊗ τ ∈ V^n+^m, de˛novaný pøedpisem [ω ⊗ τ](α1, . . . , α_n, β1, . . . , β_m) = ω(α1, . . . , α_n)τ(β1, . . . , β_m), kde α1, . . . , α_n, β1, . . . , β_m ∈ V^∗. Pro prvek z V 0 jde o násobení pøísluźnou konstantou. Je ihned vidìt, ¿e tenzorové násobení je asociativní (neboż násobení v R je asociativní), ale není komutativní. Tenzorový souèin koneèného poètu prvkù z T (V ) se de˛nuje indukcí (díky asociativitì násobení není tøeba pou¿ívat závorky, oznaèující poøadí násobení). Tenzorová algebra je (nekoneènì dimenzionální) asociativní algebra s jednotkou (je jí prvek 1 ∈ V 0), obsahující V jako podprostor.

6.5. Pøíklad. Nechż V má bázi e1, . . . , e_n. Oznaème ε1, . . . ε^n bázi V^∗ duální k bázi e1, . . . , e_n, tj. bázi jednoznaènì urèenou vztahy ε^k(e_j ) = δ^k_j pro vźechna j, k ∈ {1, . . . , n}. V dalźím budeme pou¿ívat k indexaci m-tice tvaru A = (a1, . . . , a_m) ∈ {1, . . . , n}^m, oznaème symbolem |A| poèet jejích èlenù, tj. |A| = m. Pro indexovou m-tici oznaème e_A := e_{a1} ⊗ . . . ⊗ e_{am} . Pak e_A(ε^{b1} , . . . , ε^{bm} ) = δ^{b1}_{a1} . . . δ^{bm}_{am} , kde symbol δ^b_a, tzv. Kroneckerovo delta, je de˛nován pro libovolné dva objekty (èísla, mno¿iny, atd.) a, b jako

δ^b_a = { 1 pro a = b, 0 pro a ≠ b.

Oznaème symbolem ε^B , B = (b1, . . . , b_m), prvek (ε^{b1} , . . . , ε^{bm} ) ∈ V^∗ × . . . × V^∗. Pak pøedchozí vztah lze struènì zapsat e_A(ε^B ) = δ^B_A .

Podobnì jako pøi popisu duálního prostoru, nejdøíve si je tøeba rozmyslit, jak je tenzorová mocnina velká, najít její vhodnou bázi. Z multilinearity prvkù v tenzorové mocninì plyne ihned, ¿e ka¿dý prvek ω ∈ V^m je jednoznaènì urèen svými hodnotami ω(e^B ), |B| = m. To je podstata dùkazu následující vìty.

6.6. Vìta. Nechż V má bázi {e1, . . . , e_n}. Pak mno¿ina {e_A; |A| = m} tvoøí bázi V^m. Dimenze

V^m je rovna n^m. Obecný prvek ω ∈ V^m se tedy dá napsat ve tvaru ω = n∑ a1,... ,a_m=1 ω^{a1...am} e_{a1} ⊗ . . . ⊗ e_{am} . Dùkaz. Nechż ε1, . . . ε^n je báze V^∗, duální k bázi e1, . . . , e_n prostoru V.

(i) Nejprve uká¿eme, ¿e zmínìný systém prvkù generuje V^m. Je-li ω ∈ V^m libovolný prvek, pak pro libovolnou m-tici B = (b1, . . . , b_m) èísel mezi 1 a n de˛nujeme èísla ω^B := ω(ε^B ). Pak ω = ∑ B,|B|=m ω B e_B, neboż levá i pravá strana mají zøejmì tyté¿ hodnoty na prvcích ε^C , |C| = m, toti¿ ω^c.

(ii) Mno¿ina {e_A; |A| = m} je lineárnì nezávislá, neboż je-li lineární kombinace ∑ A,|A|=m αAeA; αA ∈ R triviální, jsou i èísla_∑ A,|A|=m α_Ae_A(ε^B ) = α_B

rovna nule.

6.7. Poznámka. Zobrazení φ : (v1, . . . , v_m) ∈ V × . . . × V → v1 ⊗ . . . ⊗ v_m ∈ V^m je multilineární zobrazení, které má následující vlastnost:

Je-li W libovolný vektorový prostor a je-li ψ : V × . . . × V → W libovolné m-multilineární zobrazení, pak existuje právì jedno lineární zobrazení ¯ : V^m → W takové, ¿e ¯ ∘ φ = ψ.

Dokonce víc, dá se ukázat, ¿e tato vlastnost charakterizuje tenzorovou mocninu (a¿ na izomor˛smus) jednoznaènì. Prostor V^m je tedy univerzální objekt mající tuto vlastnost a to bývá standardní algebraická de˛nice tenzorové mocniny.

Podobnì je mo¿né charakterizovat (tj. de˛novat) celou tenzorovou algebru T (V ) spolu s vnoøením ι : V → T (V ) jako univerzální objekt s vlastností:

Pro ka¿dou asociativní algebru A s jednotkou a pro ka¿dé lineární zobrazení j : V → A existuje právì jeden homomor˛smus algeber ˘ : T (V ) → A takový, ¿e j = ˘ ∘ ι.

Pøesnì stejným postupem jako se de˛novala tenzorová mocnina vektorového prostoru je mo¿né také de˛novat tenzorový souèin V ⊗ W dvou rùzných vektorových prostorù. I tento tenzorový souèin by bylo mo¿no de˛novat analogicky pomocí odpovídající univerzální vlastnosti.

6.8. De˛nice. Nechż V, W jsou dva vektorové prostory. Mno¿inu vźech bilineárních zobrazení prostoru V^∗ × W^∗ do R oznaèíme symbolem V ⊗ W a nazveme tenzorovým souèinem V a W. Pro dvojici v ∈ V, w ∈ W se analogicky de˛nuje tenzorový souèin v ⊗w. Stejnì jako nahoøe se uká¿e, ¿e jsou-li e1, . . . , e_m, resp. f1, . . . , f_n báze V, resp. W, pak prvky tvaru e_i ⊗ f_j ; i = 1, . . . n; j = 1, . . . , m tvoøí bázi V ⊗ W, který má tedy dimenzi m · n.

Indukcí lze opìt de˛novat tenzorový souèin libovolného poètu prostorù. Následující de˛nice je toho speciálním pøípadem.

6.9. De˛nice. Je-li V vektorový prostor a V^∗ jeho duál, pak prvky prostoru V ⊗ . . . ⊗ V ⊗ V^∗ ⊗ . . . ⊗ V^∗ (celkem s èinitelù typu V a r èinitelù typu V^∗) se nazývají tenzory typu (_s r ) nebo r-krát kovariantní a s-krát kontravariantní tenzory. Speciálnì, tenzory typu (_s 0 ) patøí do V^s a tenzory typu (0 r ) patøí do (V^∗)^r.

Tradiènì se tenzory popisovaly pomocí souøadnic. To jest, pokud e1, . . . , e_n je báze V a ε1, . . . , ε^n je duální báze V^∗, pak lze obecný tenzor α typu (_s r ) zapsat jednoznaènì ve tvaru α = ∑ i1,... ,i_s,j1,... ,j_r α^{i1...is} j1...j_r ei1 ⊗ . . . ⊗ eis ⊗ ε j1 ⊗ . . . ⊗ ε^{jr} . Pokud e^′1, . . . , e^′_n je jiná báze V, ε^′1, . . . , ε^′_n je duální báze V^∗ a pokud matice pøechodu mezi tìmito bázemi jsou dány pomocí e^′_i = ∑ k a^k_i e_k, ε^{′j} = ∑ l b^j_l ε^l (tedy matice (b^j_i ) je inverzní k matici (a^j_i ); dolní index je øádkový, horní sloupcový), pak α^{k1...ks} l1...l_r = ∑ α^{′i1...is}_{j1...jr} a^{k1}_{i1} . . . a^{ks}_{is} b^{j1}_{l1} . . . b^{jr}_{lr} . (15) Pod pojmem tenzor se pùvodnì rozumìl systém vźech souøadnicových vyjádøení α^{i1...is}_{j1...jr} pro vźechny báze prostoru V, které se mezi sebou transformují podle pravidla (15). Zpravidla se poèítalo v jedné dané bázi a pak bylo tøeba ovìøovat nezávislost výsledku na volbì báze.

Vnìjźí algebra vektorového prostoru

V pøedchozí èásti jsme zkoumali multilineární zobrazení kartézského souèinu k kopií vektorového prostoru do reálných èísel. Typickým pøíkladem byl tenzorový souèin v1 ⊗ . . . ⊗ v_k vektorù, de˛novaný jako obyèejný souèin lineárních funkcionálù v_i ∈ V = (V^∗)^∗. Toto násobení je (zøejmì) asociativní, ale není (zøejmì) komutativní. Velmi èasto se pou¿ívají speciální podprostory tenzorové algebry tìch multilineárních zobrazení, které se chovají pøedepsaným zpùsobem pøi zámìnì poøadí komponent prvkù ve V^∗ ×. . .×V^∗. Pro nás budou nejdùle¿itìjźí tzv. antisymetrická multilineární zobrazení, o symetrických multilineárních zobrazeních si øekneme jen krátkou poznámku.

6. PØEHLED MULTILINEÁRNÍ ALGEBRY 37 6.10. De˛nice. Nechż S_k znaèí grupu vźech permutací mno¿iny {1, . . . , k}. Je-li π ∈ S_k, B = (b1, . . . , b_k) ∈ {1, . . . , n}^k, oznaèíme π(B) = (b_π(1), . . . , b_π(_k)) a ν^B = (ν^{b1} , . . . , ν^{bk} ); ν^π(^B) = (ν^{bπ(1)} , . . . , ν^{bπ(k)} ) ∈ V^∗ × . . . × V^∗.

Øekneme, ¿e ω ∈ V^k je antisymetrické multilineární zobrazení, pokud ω(ν^π(^B)) = sgn π · ω(ν^B ) pro vźechna ν^B ∈ V^∗ × . . . × V^∗ a vźechny permutace π ∈ S_k. Vektorový prostor vźech antisymetrických multilineárních zobrazení oznaèíme ~^k(V ) a nazveme k-tá vnìjźí mocnina vektorového prostoru V. Direktní souèet ~^∗(V ) = ⊕^∞_k=0~^k(V ) ⊂ T (V ) nazveme vnìjźí algebrou vektorového prostoru V. Násobení ve vnìjźí algebøe je de˛nováno takto: je-li α ∈ ~^k(V ), β ∈ ~^l(V ), pak [α ∧ β](ν1, . . . , ν^k+^l) := 1 k!l! ∑ π∈S_k+_l sgn π · α(ν^π(1), . . . , ν^π(^k))β(ν^π(^k+1), . . . , ν^π(^k+^l)).

6.11. Poznámka. Jako pro ka¿dé multilineární zobrazení, i pro prvek φ ∈ ~^k(V ) platí, ¿e je jednoznaènì urèen svými hodnotami na k-ticích ε^B = (ε^{b1} , . . . , ε^{bk} ); 1 ≤ b_i ≤ n. Z antisymetrie prvkù ω ∈ ~^k(V ) plyne, ¿e pokud se v mno¿inì B nìkterý index opakuje, je ω(ε^B ) = 0 a pøehodíme-li poøadí prvkù v k-tici, vynásobí se hodnota èíslem ±1 podle znaménka pøísluźné permutace. Zobrazení ω je tedy jednoznaènì urèeno svými hodnotami na k-ticích tvaru ε^J ; J = (j1, . . . , j_k); 1 ≤ j1 < . . . < j_k ≤ n. Vnìjźí násobení má následující základní vlastnosti.

6.12. Vìta.

(i) Vnìjźí násobení je asociativní. (ii) Pro v1, . . . , v_k ∈ V, v1, . . . , v^k ∈ V^∗ platí [v1 ∧ . . . ∧ v_k](v1, . . . , v^k) = det(v_i(v^j ))^k_{i,j}=1.

(iii) Nechż {e1, . . . , e_n} je libovolná báze V. Pro libovolnou mno¿inu J = (j1, . . . , j_k); 1 ≤ j1 < . . . < j_k ≤ n oznaème e_J = e_{j1} ∧ . . . ∧ e_{jk} . Pak {e_J , |J| = k} tvoøí bázi ~^k(V ).

(iv)

e_I ∧ e_J := { 0, pokud I ∩ J ≠ ∅, sgn (_{I,J} I∪J ) e_{I∪J} , pokud I ∩ J = ∅. (16)

Dùkaz. (i) De˛nice vnìjźího násobení se dá napsat jeźtì trochu jinak. Zobrazení α, β jsou antisymetrická, tak¿e mù¿eme v de˛nici slouèit sèítance, které se liźí jen permutací prvkù uvnitø α èi β a zkrátit tak faktoriály ve jmenovateli. Oznaèíme-li ~S_k+_l mno¿inu permutací π, pro které platí π(1) < . . . < π(k); π(k + 1) < . . . < π(k + l), pak [α ∧ β](v1, . . . , v^k+^l) = ∑ π∈ ~_{Sk+l} sgn π · α(v^π(1), . . . , v^π(^k))β(v^π(^k+1), . . . , v^π(^k+^l)).

To lze jeźtì pøepsat takto: [α ∧ β](v1, . . . , v^k+^l) = ∑ I,J sgn ( I, J I ∪ J ) α(v^I )β(v^J ), kde se sèítá pøes vźechny rozklady I ∪ J = {1, . . . , k + l}, |I| = k, |J| = l a I, J jsou uspoøádané podle velikosti. (Pou¿íváme pøitom oznaèení (_{I,J} I∪J ) z 2.1.) Pak ale (α ∧ β)∧γ(v1, . . . , v^k+^l+^m) = (17) = ∑ I,J,K sgn ( I, J, K I ∪ J, K )( I ∪ J, K I ∪ J ∪ K ) α(v^I )β(v^J )γ(v^K ) (18) a sgn ( I, J, K I ∪ J, K )( I ∪ J, K I ∪ J ∪ K ) = sgn ( I, J, K I ∪ J ∪ K ) , z èeho¿ ihned plyne asociativita násobení.

(ii) Staèí pou¿ít právì dokázaný vztah pro souèin tøí vektorù a rozźíøit jej indukcí na souèin k vektorù. (iii) Je-li ε1, . . . , ε^n duální báze V^∗, pak pro mno¿iny I, J; |I| = |J| = k uspoøádané podle velikosti platí e_I (ε^J ) = δ^{j1}_{i1} . . . δ^{jk}_{ik} , z èeho¿ ihned plyne (podobnì jako pro tenzorový souèin) po¿adované tvrzení.

(iv) Pro dùkaz této èásti staèí ukázat, ¿e e_i ∧ e_j = −e_j ∧ e_i, i ≠ j; e_i ∧ e_i = 0 a pou¿ít indukci. Ale tyto vztahy jsou pøímým dùsledkem de˛nice vnìjźího násobení, neboż [e_i ∧ e_j ](v1, v2) = e_i(v1)e_j (v2) − e_i(v2)e_j (v1).

6.13. Dùsledek. Je-li V n-dimenzionální vektorový prostor nad R, pak platí: (i) dim ~^k(V ) = (_n k ) ; dim ~^∗(V ) = 2^n; ~^k(V ) = {0}, k > n.

(ii) ∧ je asociativní.

(iii) Je-li ω ∈ ~^k(V ), τ ∈ ~^l(V ) pak ω ∧ τ = (−1)^{kl}τ ∧ ω. (iv) Buïte v1, . . . , v_k ∈ V vektory. Mù¿eme je napsat ve tvaru v_i = ∑_n j=1 v^ji e^j , kde i ∈ {1, . . . , k}, j ∈ {1, . . . , n} a v^j_i ∈ R. Pro ka¿dou k-prvkovou podmno¿inu I ⊂ {1, . . . , n} oznaème V_I := (v^j_i )_{i∈{}1_{,...,k},j∈I} matici k × k, která vznikne z matice koe˛cientù (v^j_i )_{i∈{}1_{,...,k},j∈{}1_{,...,n}} vynecháním sloupcù jejich¿ index není v mno¿inì I. Pøi tomto oznaèení platí, ¿e v1 ∧ . . . ∧ v_k = ∑ I⊂{1,...,n},|I|=k det V_I · e_I

Dùkaz. Viz vìta 2.3.

6.14. Symetrická algebra. Øekneme, ¿e ω ∈ V^k je symetrické multilineární zobrazení, pokud ω(ν^π(^B)) = ω(ν^B ) pro vźechna ν^B ∈ V^∗ ×. . .×V^∗ a vźechny permutace π ∈ S_k (srovnejte s de˛nicí 6.10). Vektorový prostor vźech symetrických k-multilineárních zobrazení oznaèíme Sym^k(V ) (nìkdy se znaèí i ⊙^k(V )) a nazveme k-tá symetrická mocnina vektorového prostoru V. Direktní souèet Sym^∗(V ) = ⊕^∞_k=0 Sym^k(V ) ⊂ T (V ) nazveme symetrickou algebrou vektorového prostoru V. Násobení v symetrické algebøe je de˛nováno takto: je-li α ∈ Sym^k(V ), β ∈ Sym^l(V ), pak [α ⊙ β](ν1, . . . , ν^k+^l) := 1 k!l! ∑ π∈S_k+_l α(ν^π(1), . . . , ν^π(^k))β(ν^π(^k+1), . . . , ν^π(^k+^l)).

Symetrické zobrazení ω ∈ Sym^k V je jednoznaènì urèeno svými hodnotami na k-ticích tvaru ε^J ; J = (j1, . . . , j_k); 1 ≤ j1 ≤ . . . ≤ j_k ≤ n. Odtud podobnì jako pro vnìjźí algebru plyne, ¿e bází Sym^k V jsou prvky tvaru e_J ; J = (j1, . . . , j_k); 1 ≤ j1 ≤ . . . ≤ j_k ≤ n. Je-li tedy V n-dimenzionální prostor, má Sym^k V dimenzi

(_n+_{k−}1 k ) (spoèítejte sami!).

7. VARIETY A ZOBRAZENÍ 39

Zobrazení indukované lineárním zobrazením 6.15. De˛nice. Nechż f : V → W je lineární zobrazení mezi vektorovými prostory a nechż

f^∗ : W^∗ → V^∗ je pøísluźné duální zobrazení, de˛nované pøedpisem [f^∗(ν)](v) = ν(f(v)); ν ∈ W^∗, v ∈ V. Pak de˛nujeme indukované zobrazení f_∗ : T (V ) → T (W ) mezi tenzorovými algebrami pøedpisem [f_∗(α)](ν1, . . . , ν^k) = α(f^∗(ν1), . . . , f^∗(ν^k)); α ∈ V^k, ν1, . . . , ν^k ∈ W^∗. Zamìníme-li prostory a jejich duály, dostaneme de˛nici indukovaného zobrazení f^∗ : T (W^∗) → T (V^∗). Jinak øeèeno, f^∗ = (f^∗)_∗. Tato dvì znaèení nekolidují, neboż zobrazení f^∗ : W^∗ → V^∗ je zú¿ením zobrazení f^∗ : T (W^∗) → T (V^∗) na (W^∗)1 ≃ W^∗.

Z de˛nice je ihned vidìt, ¿e zobrazení f_∗ zobrazuje ~^∗(V ) do ~^∗(W ) a f^∗ zobrazuje ~^∗(W^∗) do ~^∗(V^∗).

Pøíklady, úlohy a cvièení 6.16. Vnìjźí algebra.

Buïte v_i ∈ V, u^i ∈ V^∗. Vypoètìte podle de˛nice vnìjźího násobení hodnoty (v1 ∧ v2)(u1, u2) a (v1 ∧ v2 ∧ v3)(u1, u2, u3) { tím vlastnì v tìchto pøípadech doká¿ete tvrzení 6.12(ii).

6.17. Tenzory.

Víte u¿, ¿e tenzory typu (1 0 ) jsou vlastnì vektory (prvky prostoru V ) a tenzory typu (0 1 ) jsou lineární formy (prvky prostoru V^∗). Tomu odpovídají i vzorce pro zmìnu souøadnic pøi zmìnì báze { ovìøte dosazením do vzorce (15)!

Proveïte obdobný výpoèet pro tenzory typu (1 1 ) a uvìdomte si, ¿e tenzory tohoto typu jsou vlastnì matice lineárních zobrazení z V do V . Pøechod k jiné bázi toti¿ odpovídá násobení L = A^−1 · L^′ · A, kde L je matice souøadnic vùèi bázím (e_i) a (ε^j ), L^′ je matice souøadnic vùèi bázím (e^′_i) a (ε^{′j} ), A je matice pøechodu od (e_i) k (e^′_i) a A^−1 je matice pøechodu mezi duálními bázemi.

Odtud plyne identi˛kace V ⊗ V^∗ ≃ End(V ).

7. Variety a zobrazení

Nastává okam¿ik, kdy de˛nujeme klíèový pojem variety, nutný k pochopení dalźího textu. Varieta je þtopologický prostor lokálnì homeomorfní s R^n ß. Tyto lokální homeomor˛smy se nazývají mapy a stupeò hladkosti variety je dán stupnìm hladkosti pøechodových funkcí mezi mapami.

Variety 7.1. De˛nice. Buï M libovolná mno¿ina, pak n-dimenzionální mapa na M je dvojice (U, φ), kde U ⊂ M a φ : U → R^n je prosté zobrazení na otevøenou podmno¿inu R^n . (Viz obr. 11.)

Jsou-li (U_α, φ_α), (U_β , φ_β ) dvì mapy, pak se zobrazení φ_α ∘ φ^−1_β de˛nované na φ_β (U_α ∩ U_β) nazývá pøechodová funkce mezi tìmito mapami. (Viz obr. 12.)

Od nynìjźka nebudeme odliźovat pøípad, kdy U_α ∩ U_β = ∅, v takovém pøípadì budeme chápat pøechodovou funkci jako prázdné zobrazení, které triviálnì splòuje vźechny podmínky kompatibility apod. Uźetøíme si tím diskusi o triviálním pøípadì.

Øekneme, ¿e zobrazení ψ : U → R^n , kde U ⊂ R^n , je difeomor˛smus, je-li to prosté zobrazení na ψ(U) a zobrazení ψ i ψ^−1 jsou hladká, tj. tøídy C^∞.

Øekneme, ¿e dvì mapy (U_α, φ_α), (U_β , φ_β ) jsou kompatibilní, pokud φ_α(U_α ∩ U_β) a φ_β (U_α ∩ U_β) jsou otevøené mno¿iny a pøechodová funkce je difeomor˛smus mezi nimi.

(Hladký) atlas na M je mno¿ina map {(U_α, φ_α)}_{α∈A} takových, ¿e ka¿dé dvì mapy atlasu jsou kompatibilní a ¿e M = ∪_{α∈A}U_α. Je-li dán atlas na M, pak v¿dy de˛nujeme topologii na M takto: mno¿ina A ⊂ M je otevøená, pokud pro ka¿dou mapu (U, φ) z daného atlasu platí, ¿e φ(A ∩ U) je otevøená podmno¿ina R^n .

(Hladká) varieta dimenze n je mno¿ina, na které je dán atlas {(U_α, φ_α)}_{α∈A} n-dimenzionálních map takový, ¿e:

1) M je Hausdor¸ùv topologický prostor, 2) M má spoèetnou bázi otevøených mno¿in.

7.2. Poznámka. Pøechodové funkce splòují tzv. kocyklové pravidlo: oznaèíme-li pøechodovou funkci ψ_{αβ} = φ_α ∘ φ^−1_β , pak pro tøi mapy s indexy α, β, γ platí na prùniku φ_γ (U_α ∩ U_β ∩ U_γ ) (triviálnì i na prázdném) ψ_{αβ} ∘ ψ_{βγ} = ψ_{αγ} . Pøechodové funkce splòující tuto podmínku a podmínku

ψ_{αα} = Id_{φα}(_{Uα})

zadávají naopak atlas na varietì.

7.3. Poznámka. V dalźím budeme pracovat jen s hladkými varietami (tj. s takovými, jejich¿ pøechodové funkce jsou tøídy C^∞) a budeme je struènì nazývat variety, stejnì jako hladké atlasy budeme struènì nazývat jen atlasy. Po zavedení topologie na varietì pomocí atlasu je zøejmé z de˛nice, ¿e vźechna zobrazení φ_α map daného atlasu jsou pak homeomor˛smy φ_α : U_α → φ_α(U_α). Velmi èasto se vźak zadává diferencovatelná struktura na mno¿inì, která má ji¿ pøedem zadanou topologii. V tom pøípadì se zpravidla vy¿aduje, aby topologie, de˛novaná pomocí daného atlasu, splývala s pùvodní topologií. To je zøejmì ekvivalentní s podmínkou, ¿e vźechna zobrazení φ_α map atlasu jsou nejen vzájemnì jednoznaèná, ale dokonce ¿e to jsou homeomor˛smy.

7.4. De˛nice. Øekneme, ¿e mapa (U, φ) je kompatibilní s atlasem A na varietì M, pokud

A ∪ {(U, φ)} je také atlas na M, tj. pokud (U, φ) je kompatibilní se vźemi mapami atlasu A. Diferenco-

vatelná struktura je atlas, který je maximální ve smyslu inkluze.

7.5. Poznámka. Buï M varieta s atlasem A. Na první pohled není jasné, jestli ka¿dý atlas lze rozźíøit na maximální atlas. Staèí si vźak uvìdomit, ¿e platí

Tvrzení. Pokud jsou mapy {(U, φ)}, {(U^′, φ^′)} kompatibilní s atlasem A, pak je i mapa {(U^′, φ^′)}

kompatibilní s atlasem A ∪ {(U, φ)}.

Z toho ihned plyne, ¿e pak A ∪ {(U, φ)} ∪ {(U^′, φ^′)} je atlas; ¿e mù¿eme tedy k atlasu A pøidat vźechny s ním kompatibilní mapy a dostaneme hledanou diferencovatelnou strukturu.

Dùkaz. Staèí ukázat, ¿e {(U, φ)} a {(U^′, φ^′)} jsou kompatibilní. Mno¿ina φ(U ∩ U^′) je otevøená, neboż se s pou¿itím pøedpokladù snadno napíźe jako sjednocení otevøených mno¿in. Toté¿ pro φ^′(U ∩U^′). Odpovídající pøechodová funkce je zøejmì prostá a na, její hladkost se opìt v ka¿dém bodì dostane z hladkosti ostatních pøechodových funkcí pomocí kocyklového pravidla (7.2).

Hladkou varietou budeme tedy rozumìt varietu s danou diferencovatelnou strukturou, neboż si v¿dy mù¿eme daný atlas obohatit vźemi kompatibilními mapami.

7.6. De˛nice. Øekneme, ¿e dvì mapy (U_α, φ_α), (U_β , φ_β ), na M jsou souhlasnì orientovány, pokud determinant Jacobiho matice jejich pøechodové funkce je kladný na pøísluźném de˛nièním oboru. Varieta M se nazývá orientovatelná, pokud na ní existuje atlas, jeho¿ ka¿dé dvì mapy jsou souhlasnì orientovány. V opaèném pøípadì se M nazývá neorientovatelná varieta. Na obrázku 13 je pøíklad neorientovatelné variety { tzv. Möbiova listu. Jeho model si mù¿ete vyrobit sami z prou¿ku papíru, pøetoèíte-li konce prou¿ku vzájemnì o 180^o a slepíte je.

Orientovaná varieta je varieta, na ní¿ je dán atlas, jeho¿ ka¿dé dvì mapy jsou souhlasnì orientovány. Tento atlas lze opìt v¿dy rozźíøit na maximální atlas s touto vlastností (diferencovatelná struktura se zadanou orientací).

7. VARIETY A ZOBRAZENÍ 41

Obrázek 11. Mapa na mno¿inì M

Obrázek 12. Pøechodová funkce

Obrázek 13. Möbiùv list { neorientovatelná varieta

7.7. Pøíklady.

(a) R^n a otevøená mno¿ina U ⊂ R^n jsou nejjednoduźźí variety dimenze n, jejich atlas se skládá

z jediné mapy a identického zobrazení (viz7.15(a)). Je-li M varieta, {(U_α, φ_α)}_{α∈A} atlas na M a M^′ otevøená podmno¿ina M, pak zøejmì systém

{(U^′_α = U_α ∩ M^′, φ_α|_U0_α ); α ∈ A}

je atlas na M^′ a tento atlas de˛nuje na M^′ diferencovatelnou strukturu.

(b) Kru¿nice je varieta dimenze 1. Sféra je varieta dimenze 2 (viz cvièení 7.16(a)). Obecnìji, je-li M = {x ∈ R^n ; f(x) = 0}, kde f je hladká funkce na R^n a gradient f je rùzný od nuly vźude na M; pak lze de˛novat pomocí vìty o implicitní funkci pokrytí mno¿iny M mapami dimenze n − 1. Stejnì je mo¿né postupovat i pro mno¿iny M popsané pomocí nìkolika rovnic. (Viz cvièení 7.15(c).)

(c) Uzavøený kruh v R2 (tj. {(x, y) ∈ R2; x2 + y2 ≤ 1}) se standardní topologií není varieta, proto¿e body na hranici nemají okolí homeomorfní s ¿ádnou otevøenou mno¿inou v R2. Stejnì tak uzavøená koule není varietou. V obou pøípadech je þna pøeká¿kuß hranice dané mno¿iny, proto¿e otevøený kruh (tj. {(x, y) ∈ R2; x2 + y2 < 1}) stejnì jako otevøená koule varietami jsou. Pozdìji se budeme zabývat i tìmito pøípady variety þs hranicíß.

(d) Hranice ètverce s obvyklou topologií je varieta dimenze 1. Povrch krychle s obvyklou topologií je varieta dimenze 2. Rohy ani hrany nám nevadí. Ve skuteènosti, je-li M varieta a M^′ je libovolná mno¿ina s ní homeomorfní, pak na M^′ lze pomocí tohoto homeomor˛smu pøenést strukturu variety z variety M. Takto je hranice ètverce homeomorfní se sférou S1 atd.

(e) Ku¿elová plocha (tj. povrchy dvou vrcholem spojených nekoneèných rotaèních ku¿elù) s obvyklou topologií také není varieta. Spoleèný vrchol ku¿elù nemá ¿ádné okolí homeomorfní s otevøenou mno¿inou

v R^n .

(f) Projektivní prostor RP2 se standardními mapami a standardní pøechodovou funkcí je varieta dimenze 2. (Viz obr. 9 a cvièení 7.16(d).)

Variety s krajem

Pro úèely Stokesovy vìty rozźíøíme uvedenou základní de˛nici tak, aby variety mohly mít þhraniciß { kraj.

7.8. De˛nice. De˛nujme poloprostor H^n takto: H^n = {(x1, . . . , x_n) ∈ R^n ; x1 ≤ 0}. Hranice ∂H^n je tvoøena vźemi body se souøadnicí x1 rovnou nule. Topologie v H^n je dána jako restrikce topologie R^n , tj. mno¿ina U ⊂ H^n je otevøená, jestli¿e U = V ∩ H^n pro nìjakou otevøenou mno¿inu V

v R^n . Øekneme, ¿e funkce f de˛novaná na libovolné mno¿inì A ⊂ H^n je hladká, pokud existuje okolí U ⊂ R^n , A ⊂ U a hladká funkce f na U taková, ¿e f|A = f. Zobrazení F z A do R^n je hladké, pokud jsou

vźechny jeho slo¿ky hladké funkce na A. Derivace f v libovolném bodì H^n jsou de˛novány jako derivace pøísluźného rozźíøení f. Vźimnìte si, ¿e tato derivace nezávisí na volbì rozźíøení, neboż z existence derivace plyne, ¿e je u¿ jednoznaènì urèena z hodnot funkce f na H^n.

Jsou-li U, U^′ ⊂ H^n otevøené, pak f : U → U^′ nazveme difeomor˛smem U na U^′, pokud f je prosté zobrazení U na U^′ a zobrazení f i f^−1 jsou hladké na svých de˛nièních oborech.

V následujících de˛nicích zobecníme pojmy u¿ívané v de˛nici variety (a ponecháme jim jejich stará jména).

7.9. De˛nice. Nechż M je mno¿ina. Pak n-dimenzionální mapa na M je dvojice (U, φ) kde

U ⊂ M a φ : U → H^n je prosté zobrazení na otevøenou podmno¿inu H^n. (Viz obr. 14.)

Jsou-li (U_α, φ_α), (U_β , φ_β ) dvì mapy, pak se zobrazení φ_α ∘ φ^−1_β de˛nované na φ_β (U_α ∩ U_β) nazývá pøechodová funkce mezi tìmito mapami.

Øekneme, ¿e dvì mapy jsou kompatibilní, pokud φ_α(U_α ∩ U_β) a φ_β (U_α ∩ U_β ) jsou otevøené v H^n a pøechodová funkce je difeomeor˛smus.

(Hladký) atlas na M je mno¿ina map {(U_α, φ_α)}_{α∈A} takových, ¿e ka¿dé dvì mapy atlasu jsou kompatibilní a ¿e M = ∪_{α∈A}U_α. Je-li dán atlas na M, pak opìt de˛nujeme topologii na M takto: mno¿ina A ⊂ M je otevøená, pokud pro ka¿dou mapu (U, φ) z daného atlasu platí, ¿e φ(A ∩ U) je otevøená podmno¿ina H^n.

(Hladká) varieta dimenze n s krajem je mno¿ina, na které je dán atlas {(U_α, φ_α)}_{α∈A} n-di-menzionálních map takový, ¿e:

7. VARIETY A ZOBRAZENÍ 43

Obrázek 14. Mapa pro varietu s krajem

Obrázek 15. K Lemmatu 7.10

1) M je Hausdor¸ùv topologický prostor, 2) M má spoèetnou bázi otevøených mno¿in.

Øekneme, ¿e bod m ∈ M je bod kraje (hranice) M, pokud pro nìjakou mapu (U, φ) platí, ¿e φ(m) ∈ ∂H^n. Mno¿inu vźech bodù kraje (hranice)M oznaèíme ∂M a nazveme krajem (hranicí) M.

Vźimnìte si, ¿e varieta bez kraje (tj. varieta pro kterou ∂M = ∅) je toté¿ jako varieta de˛novaná v první sekci této podkapitoly.

7.10. Lemma. De˛nice bodu kraje M nezávisí na volbì mapy.

Dùkaz. Podle pøedpokladu je pøechodová funkce ψ = φ ∘ (φ^′)^−1 difeomor˛smus otevøených podmno¿in φ(U ∩ U^′) a φ^′(U ∩ U^′) v H^n. Nechż x ∈ U ∩ U^′ takový, ¿e φ(x) ∈ ∂H^n. Pokud by bod φ^′(x) patøil do vnitøku H^n, existovalo by jeho okolí V v R^n , které by bylo èástí φ^′(U ∩ U^′) a ψ(φ^′(x)) patøilo do mno¿iny ψ(V ), která by byla otevøená v R^n a byla podmno¿inou φ(U ∩ U^′) ⊂ H^n. (Viz obr. 15.) To je ale spor s φ(x) ∈ ∂H^n. Tedy i φ^′(x) ∈ ∂H^n.

7.11. Vìta. Nechż M je varieta dimenze n s krajem. Pak lze na ∂M de˛novat kanonicky strukturu

variety dimenze n − 1 takto:

Je-li {(U_α, φ_α)}_{α∈A} atlas pro varietu M, pak {(U_α ∩ ∂M, φ_α|_{Uα∩∂M} )}_{α∈A} je atlas na ∂M, který de˛nuje zmínìnou kanonickou strukturu na ∂M.

Obrázek 16. Hladké zobrazení

Je-li navíc M orientovaná varieta a {(U_α, φ_α)}_{α∈A} její orientovaný atlas, pak restrikce tohoto atlasu na ∂M má vlastnost, ¿e její ka¿dé dvì mapy jsou souhlasnì orientované a tedy podle de˛nice 7.6 zadává (kanonickou) indukovanou orientaci na ∂M.

Dùkaz. Nechż {(U_α, φ_α)}_{α∈A} je atlas na M. Hranici ∂H^n lze ztoto¿nit s R^{n−}1 . Pak {(U^′_α = U_α ∩ ∂M, φ^′ = φ_α|_U0_α )|α ∈ A} je zøejmì (n − 1)-dimenzionální atlas na ∂M a de˛nuje tedy na ∂M diferencovatelnou strukturu dimenze n − 1. Pokud bychom uva¿ovali na M jiný kompatibilní atlas, pak je zøejmì jeho restrikce na ∂M kompatibilní s restrikcí pøedchozího atlasu a urèují tedy oba tuté¿ diferencovatelnou strukturu na ∂M.

Pøedpokládejme dále, ¿e zmínìný atlas je orientovaný. Potøebujeme dokázat, ¿e kanonický atlas na ∂M je také orientovaný. Pro to staèí dokázat následující

Lemma. Nechż ψ : U → U^′ je difeomor˛smus otevøených mno¿in v H^n takový, ¿e ψ(U ∩ ∂H^n) ⊂

U^′ ∩ ∂H^n a ¿e ve vźech bodech U je det(Jac ψ) kladný. Nechż ψ^′ := ψ|_{U∩∂H}n . Pak det(Jac ψ^′) je kladný na ∂H^n. Dùkaz lemmatu. Nechż a ∈ ∂H^n, ψ(a) ∈ ∂H^n. Pro ka¿dé x ∈ R^n oznaèíme x = (x1, x^′); x^′ ∈ R^{n−}1 .

Proto¿e ψ1(0, x^′) = 0 pro vźechny x v okolí bodu a = (0, a^′), dostaneme^{∂ψ1}_{∂xi} (a) = 0, i = 2, . . . , n. Navíc ψ1(0, a^′) = 0 a ψ1(t, a^′) < 0 pro t < 0. Tedy^{∂ψ1}_{∂x1} (a) ≥ 0. Z toho ihned plyne (rozvojem podle prvního øádku Jacobiho matice), ¿e ∂ψ1 ∂x1 (a) > 0; det(Jac ψ^′)(a) > 0.

V dalźím textu budeme varietou myslet varietu s krajem, nebude-li øeèeno jinak, a vźechny de˛nice budou mínìny pro tento obecnìjźí pøípad. Vźechny pojmy, aè budou vykládány na intuitivní pøedstavì variet bez kraje, jsou nastaveny tak, aby mìly smysl i pro variety s krajem.

Hladká zobrazení 7.12. De˛nice. Nechż M a M^′ jsou dvì variety dimenzí n a n^′ a nechż f : M → M^′ je zobrazení.

Øekneme, ¿e f je hladké zobrazení, pokud pro ka¿dou mapu (U, φ) na M a ka¿dou mapu (U^′, φ^′) na M^′ je zobrazení φ^′ ∘ f ∘ φ^−1 : φ(U ∩ f^−1(U^′)) ⊂ R^n → R^n 0 hladké. (Viz obr. 16.)

Funkce f : M → R je hladká, pokud je to hladké zobrazení variety M do variety R. Prostor vźech hladkých funkcí na M oznaèíme C^∞(M).

Øekneme, ¿e zobrazení variet φ : M → N je difeomor˛smus , pokud φ je prosté a na a zobrazení φ a φ^−1 jsou hladká.

Øekneme, ¿e variety jsou difeomorfní, pokud existuje difeomor˛smus φ : M → N. Je-li M varieta a V ⊂ M otevøená mno¿ina, pak mù¿eme chápat V opìt jako varietu. Takto mù¿eme tedy de˛novat hladkost i u funkcí, jejich¿ de˛nièním oborem není celá varieta, ale nìjaká její otevøená podmno¿ina.

7. VARIETY A ZOBRAZENÍ 45

7.13. Poznámka. Na ka¿dé mno¿inì M existuje nekoneènì mnoho rùzných diferencovatelných struktur. Staèí vzít nìjaký atlas na M, vzít si libovolné prosté zobrazení F mno¿iny M na M, které není hladké (tìch je jistì nekoneènì mnoho) a uva¿ovat atlas {(F^−1(U_α), φ_α ∘ F )}_{α∈A} na M. Na druhou stranu tyto dvì variety budou difeomorfní, neboż F je difeomor˛smus variety (M, {(U_α, φ_α)}_{α∈A}) na varietu (M, {(F^−1(U_α), φ_α ∘ F )}_{α∈A}) (viz cvièení 7.14(b)).

Podstatnì zajímavìjźí je otázka, jestli je mo¿né na té¿e mno¿inì najít dvì diferencovatelné struktury, které nejsou difeomorfní. V poslední dobì vzbudil velkou pozornost výsledek S. Donaldsona (ocenìný Fieldsovou medailí), ¿e na R4 existují aspoò dvì diferencovatelné struktury, které nejsou difeomorfní. Zvláźtnost výsledku spoèívá mimo jiné v tom, ¿e zatímco na R^n , n ≠ 4 jsou vźechny diferencovatelné struktury difeomorfní, poèet rùzných tøíd diferencovatelných struktur na R4 je nekoneèný.

Na sféøe S^n, n ∈ N tvoøí tøídy ekvivalence (orientovaných) diferencovatelných struktur koneènou Abelovu grupu. Zatímco pro n = 1, 2, 3, 5, 6, je tato grupa triviální, na sféøe S7 má tato grupa mohutnost 28 a pro n = 4 nebyla dosud urèena (pro odkazy k tomuto tématu viz [1], citeCon a [19]).

Pøíklady, úlohy a cvièení 7.14. Poznámky k de˛nicím.

(a) Korektnost de˛nice topologie pomocí atlasu.

Doka¿te, ¿e topologie na varietì, zavedená v oddíle 7.1, je korektnì de˛novaná.

(b) Dvì rùzné diferencovatelné struktury na R.

Uva¿ujme mno¿inu vźech reálných èísel a dvì rùzné funkce z R do R: f1(x) = x, f2(x) = x3. Dostáváme tak dva atlasy, ka¿dý sestává z právì jedné mapy: {(R, f1)} a {(R, f2)}. Ka¿dý z tìchto dvou atlasù de˛nuje diferencovatelnou strukturu variety na R, tj. ke ka¿dému z nich existuje podle 7.5 maximální atlas { diferencovatelná struktura. Uka¿te, ¿e tyto diferencovatelné struktury jsou rùzné neboli ¿e uvedené dvì mapy jsou nekompatibilní. Na druhou stranu, variety s tìmito dvìma diferencovatelnými strukturami jsou difeomorfní.

7.15. Obecné pøíklady variet. (a) Regulární plocha.

Regulární plochou M dimenze k nazýváme podmno¿inu R^n , pro kterou existuje parametrizace hladkým regulárním prostým zobrazením ˘ : U −→ R^n , U ⊂ R^k otevøená, které je homeomor˛smus U na ˘(U) = M. Doka¿te, ¿e ka¿dá regulární plocha je varieta dimenze k.

Polo¿íme-li speciálnì k = n, U ⊂ R^n otevøená, ˘ = id_U , dostaneme, ¿e ka¿dá otevøená podmno¿ina

U v R^n je podvarietou dimenze n.

Regulární plocha mù¿e být parametrizována pomocí rùzných zobrazení. Doka¿te, ¿e ka¿dé dvì parametrizace dané plochy na ní de˛nují kompatibilní mapy.

(b) Graf zobrazení.

Grafem zobrazení ¯ : U −→ R^n , U ⊂ R^k otevøená, nazýváme mno¿inu {(x, ¯(x)); x ∈ U}. Doka¿te, ¿e graf ka¿dého takovéhoto hladkého zobrazení je varieta dimenze k.

(c) Zadání variety rovnicí.

Doka¿te následující dùle¿itou vìtu:

Je-li F : R^n+^k −→ R^n hladké zobrazení, je-li pro nìjaké q ∈ R^n mno¿ina M = {x ∈ R^n+^k ; F (x) = q} neprázdná a má-li diferenciál DF (x) hodnost n pro vźechna x ∈ M, potom M je podvarieta dimenze k

v R^n+^k .

(d) Souèin dvou variet.

Jsou-li M, N dvì variety dimenze m resp. n, doka¿te, ¿e na kartézském souèinu M × N lze de˛novat strukturu variety dimenze m + n.

(e) Nehausdor¸ovská varieta.

Sestrojte topologický prostor, který není Hausdor¸ùv, ale je na nìm de˛nován hladký atlas tak, ¿e vźechny ostatní axiomy hladké variety jsou splnìny.

Obrázek 17. Torus

7.16. Pøíklady konkrétních variet. (a) Sféra.

Uka¿te na základì 7.15(c), ¿e sféra

S^{n−}1 := {(x1, . . . , x_n) ∈ R^n ; x21 + · · · + x2_n = 1}

je varieta dimenze n − 1.

Najdìte pak konkrétní mapy pro S1 a S2.

(b) Torus.

De˛nujte strukturu variety na toru T 2 (viz obr. 17) pomocí vhodné parametrizace. Uvìdomte si rovnì¿, ¿e torus je kartézským souèinem dvou kru¿nic, je to tedy varieta podle (a) a 7.15(d). Obdobnì lze de˛novat strukturu variety na obecném toru T^n := S1 × · · · × S1. (c) Kleinova láhev.

Obdobnì jako torus, lze de˛novat tzv. Kleinovu láhev pomocí parametrizace

w = r sin t sin s 2 x = (R + r cos t) cos s

y = r sin t cos s 2 z = (R + r cos t) sin s,

s, t ∈ (0, 2π). Uka¿te obdobnì jako u toru, ¿e se jedná o varietu dimenze 2. Na obrázku 18 je þprojekceß Kleinovy láhve do tøírozmìrného prostoru. V R3 vźak tato plocha protíná sama sebe (v R4 nikoli).

(d) Projektivní prostor.

De˛nujte mapy pro prostor RP^n (de˛nice viz 2.10(h)), popiźte pøechodové funkce a uka¿te, ¿e jsou to difeomor˛smy.

(e) Grassmannova varieta.

De˛nujte mapy na Grassmanniánu Gr_{k,n} (viz 2.10(f)) a pro pøípad Gr2_,3 uka¿te rovnì¿, ¿e pøechodové funkce jsou difeomor˛smy. Uka¿te, ¿e dim Gr_{k,n} = k(n − k).

(f) Lieovy grupy.

Topologická grupa je topologický prostor G se strukturou grupy, která má tu vlastnost, ¿e grupové operace souèinu a inverzního prvku jsou spojité. Lieova grupa je topologická grupa, na ní¿ je navíc de˛nována struktura hladké variety tak, ¿e grupové operace jsou hladké.

8. TEÈNÝ A KOTEÈNÝ PROSTOR 47

Obrázek 18. Kleinova láhev

Mezi základní pøíklady Lieových grup patøí tzv. maticové grupy:

M_nR := R^{n×n} = matice n × n s koe˛cienty v R GL_nR := {A ∈ M_nR; det A ≠ 0} SL_nR := {A ∈ M_nR; det A = 1}

O_nR := {A ∈ M_nR; A^t A = E}

SO_nR := {A ∈ M_nR; A^t A = E, det A = 1}

Doka¿te v ka¿dém z tìchto pøípadù, ¿e se jedná o Lieovu grupu. Jaké jsou jejich dimenze?

8. Teèný a koteèný prostor

Teèné vektory, teèný prostor, teèný ˛brovaný prostor.

8.1. Poznámka. Teèný vektor k ploźe v trojdimenzionálním prostoru je pojem geometricky velmi názorný. Za pøedpokladu, ¿e je známo, co to je teèný vektor ke køivce v R3 , je mo¿né de˛novat teèný prostor k ploźe M v jejím bodì m jako mno¿inu vźech teèných vektorù v bodì m ke vźem køivkám, které le¿í v ploźe M a procházejí bodem m.

Analogický pojem teèného prostoru k varietì je obtí¿nìjźí jak na pochopení, tak i na vysvìtlení. Vzhledem k tomu, ¿e varieta není vnoøena v ¿ádném þrovnémß, tj. vektorovém prostoru, nemáme k dispozici ¿ádný pojem teèného vektoru ke køivce a pøímé zobecnìní pøedchozí de˛nice nefunguje.

Je tøeba tedy najít jinou formulaci toho, co je to teèný vektor v klasickém pøípadì, kterou by bylo mo¿né zobecnit. Nápad, který funguje, je následující:

Nechż v = (v1, . . . , v_n) ∈ R^n je pevný vektor a f : R^n → R hladká funkce. Pak je mo¿né (a bì¿né) de˛novat derivaci df(v) libovolné funkce v bodì v0 ∈ R^n ve smìru v pøedpisem df(v) = d[f(v0 + t · v)] dt (0) ∈ R.

Vektor v je tedy mo¿né ztoto¿nit s pøísluźným lineárním zobrazením f → df(v) = n∑ i=1 ∂f ∂x_i (v0) · v_i z prostoru vźech funkcí (de˛novaných a hladkých v okolí bodu v0) do R. Proto¿e je snadné zobecnit pojem prostoru vźech hladkých funkcí pro pøípad variety (to jsme právì udìlali), je hlavní myźlenka následující de˛nice teèného vektoru k varietì interpretovat vektor jako lineární zobrazení z C^∞(M) do R (tj. jako prvek duálu k tomuto prostoru funkcí). Ne ka¿dý prvek duálu vźak bude odpovídat derivaci vzhledem k nìjakému vektoru. Ty vhodné vybereme pomocí analogie teèného vektoru ke køivce. V R^n je mo¿né, jak jsme poznamenali nahoøe, pøiøadit vektor libovolné køivce, která prochází daným bodem. Køivka na varietì se dá snadno de˛novat, je to hladké zobrazení z R do variety. Její teèný vektor ve výźe uvedeném smyslu prvku z duálu k hladkým funkcím je pak mo¿né de˛novat i na varietì.

Obrázek 19. Teèný vektor

8.2. De˛nice. Buï M varieta, m ∈ M a nechż γ : (−ε, ε) ⊂ R → M je hladké zobrazení, pro které γ(0) = m. Øekneme, ¿e lineární zobrazení v : C^∞(M) → R je teèný vektor ke køivce γ v bodì m, pokud v(f) = d(f ∘ γ) dt (0) pro vźechny funkce f ∈ C^∞(M). (Viz obr 19.)

Mno¿inu vźech teèných vektorù v bodì m ke vźem køivkám γ v M, pro které γ(0) = m, oznaèíme T_mM a nazveme teèný prostor k M v bodì m. Disjunktní sjednocení T M := ∪_{m∈M} T_mM vźech teèných prostorù ve vźech bodech M se obvykle nazývá teèný ˛brovaný prostor. Spolu s ním je de˛nována projekce π : T M → M, která vektoru v ∈ T_mM pøiøadí bod m ∈ M.

8.3. Pøíklad. Buï m ∈ M bod variety a (U, φ) mapa, pro kterou m ∈ U. De˛nujme teèný vektor ∂ ∂x_i |m ≡ ∂ ∂x_i ∈ TmM pøedpisem (viz obr. 20) [ ∂ ∂x_i ] (f) := ∂(f ∘ φ^−1) ∂x_i (φ(m)), f ∈ C^∞(M). Tedy^∂_{∂xi} je teèný vektor k i-té souøadnicové køivce γ_i : (−ε, ε) → M, t → φ^−1(φ(m) + t · e_i), kde e1, . . . , e_n je kanonická báze R^n .

Povźimnìte si, ¿e platí následující vztah. Je-li φ_j j-tá souøadnicová funkce, tj. j-tá komponenta zobrazení φ, pak φ_j ∘ γ_i = φ_j (m) + tδ_{ij} ; ∂ ∂x_i (φ_j ) = δ_{ij} .

Vektory chápané jako lineární zobrazení na prostoru hladkých funkcí lze pøirozeným zpùsobem sèítat a násobit reálným èíslem (je to podmno¿ina duálu k lineárnímu vektorovému prostoru). Zkusme nyní dokázat, ¿e (tak jako tomu bylo u ploch) T_mM je lineární vektorový prostor a vektory^∂_{∂xi} tvoøí jeho bázi (viz obr. 21).

8.4. Vìta. Prostor T_mM je lineární vektorový prostor. Je-li (U, φ) mapa, pro kterou m ∈ U, pak

vektory^∂_{∂xi} , i = 1, . . . , n, tvoøí bázi T_mM.

Dùkaz. Nechż m ∈ M je pevný a (U, φ) je nìjaká mapa, m ∈ U. Nejdøíve uká¿eme, ¿e ka¿dý vektor v ∈ T_mM lze napsat jako lineární kombinaci vektorù^∂_{∂xi} . Podle de˛nice existuje køivka γ v M taková, ¿e v je teèný vektor ke γ v bodì m. Pak pro f ∈ C^∞(M) platí v(f) = d(f ∘ γ) dt (0) = d[(f ∘ φ^−1) ∘ (φ ∘ γ)] dt (0) = n∑ i=1 ∂ ∂x_i (f) · (φ ∘ γ)_i dt (0),

8. TEÈNÝ A KOTEÈNÝ PROSTOR 49

Obrázek 20. Teèné vektory^∂_{∂xi}

Obrázek 21. Teèný prostor a jeho báze

tedy v = n∑ i=1 α_i ∂ ∂x_i , α_i := (φ ∘ γ)_i dt (0).

Naopak, libovolná lineární kombinace v = ∑_n i=1 α^{i ∂}∂x_i ; α^i ∈ R je zøejmì teèný vektor ke køivce

γ : R → M, γ(t) := φ^−1(φ(m) + t · (^{n∑}_i =1 α_ie_i)), kde e1, . . . , e_n je kanonická báze v R^n .

Vektory^∂_{∂xi} jsou lineárnì nezávislé. Vskutku, pokud existují α_i ∈ R takové, ¿e n∑ i=1 α_i ∂ ∂x_i (f) = 0, f ∈ C^∞(M), pak také 0 = n∑ i=1 α_i ∂ ∂x_i (φ_j ) = α_j ; j = 1, . . . , n.

8.5. Poznámka. Základní myźlenka de˛nice vektoru na varietì byla interpretace vektoru jako lineárního zobrazení z prostoru hladkých funkcí do reálných èísel. Vźech prvkù z duálu k C^∞(M) je ovźem podstatnì víc ne¿ teèných vektorù (zmínìný duál je nekoneènì-dimenzionální prostor, zatímco teèný prostor má koneènou dimenzi). Pojem teèného vektoru ke køivce slou¿il k výbìru tìch lineárních zobrazení, které jsou teèné vektory. Existuje také jiná a elegantní mo¿nost jak charakterizovat teèné vektory pomocí Leibnizovy vlastnosti derivací. Platí toti¿ následující tvrzení.

Tvrzení. Lineární zobrazení v : C^∞(M) → R patøí do T_mM právì kdy¿ pro vźechny f, g ∈ C^∞(M) platí v(f · g) = v(f) · g(m) + f(m) · v(g). Tuto Leibnizovu vlastnost jistì mají vektory^∂_{∂xi} urèené nìjakou mapou a vźechny jejich lineární kombinace. Dokázat opak je vźak podstatnì slo¿itìjźí a bylo by ztrátou èasu to dìlat v tuto chvíli. Je ale u¿iteèné o této mo¿nosti vìdìt.

8.6. Poznámka. Nechż v je pevný vektor v bodì m ∈ M. Pro ka¿dou mapu (U_α, φ_α) takovou, ¿e

m ∈ U, lze tedy napsat v jako lineární kombinaci vektorù {^∂_{∂xi} } : v = n∑ i=1 α_i ∂ ∂x_i . V jiné mapì (U_α0, φ_α0) tému¿ vektoru odpovídají jiné souøadnice α^′_i. v = n∑ i=1 α^′_i ∂ ∂x^′_i . Je lehké spoèítat, jak spolu souøadnice α_i a α^′_j souvisí, jedny se dají vyjádøit pomocí druhých s pou- ¿itím Jacobiho matice pøechodové funkce. Pokud napíźeme pøechodové zobrazení φ^′ ∘ φ^−1 pro názornost ve tvaru x^′_i = x^′_i(x1, . . . , x_n), pak pro libovolnou funkci f ∈ C^∞(M) platí ∂ ∂x_i (f) =

∂(f ∘ (φ)^−1) ∂x_i = ∂[(f ∘ (φ^′)^−1) ∘ (φ^′ ∘ φ^−1)] ∂x_i = n∑ k=1 ∂ ∂x^′_k (f) ∂x^′_k ∂x_i , tj. ∂ ∂x_i = n∑ k=1 ∂x^′_k ∂x_i ∂ ∂x^′_k . Pro souøadnice vektoru v ∈ T_mM v rùzných mapách tedy dostaneme v = n∑ i=1 α_i ∂ ∂x_i = n∑ k=1 (_n ∑ i=1 α_i ∂x^′_k ∂x_i ) ∂ ∂x^′_k , tedy

α^′_k = n∑ i=1 α_i ∂x^′_k ∂x_i . V zaèátcích diferenciální geometrie byla tato vlastnost vzata za základ de˛nice teèného vektoru.

Tenkrát se dùslednì vźechny pojmy vyjadøovaly vzhledem k mapám a teèný vektor se ztoto¿òoval s pøísluźnými souøadnicemi. Teèný vektor byl tedy systém vektorù v R^n , pro ka¿dou mapu jeden, které byly spolu svázány pøísluźnými transformaèními vztahy. Po¿adované operace s vektory se provádìly ve zvolené mapì a nakonec bylo tøeba ovìøit, ¿e výsledek operace se správnì transformuje pøi zmìnì mapy. Tak napøíklad jen ovìøení jednoduchého faktu, ¿e souèet dvou vektorù nebo násobek vektoru èíslem je opìt vektor, vy¿adovalo popsat mnoho papíru.

Zavedení bezsouøadnicových de˛nic tedy bylo podstatným pokrokem ve vývoji diferenciální geometrie. De˛nice teèného vektoru pomocí vlastnosti derivace pro prvky duálu na prostoru funkcí je typickým pøíkladem bezsouøadnicové de˛nice.

8. TEÈNÝ A KOTEÈNÝ PROSTOR 51

8.7. Poznámka. Uvedená de˛nice teèného vektoru nerozliźuje mezi body variety s krajem, které patøí èi nepatøí do hranice M. Je-li m ∈ ∂M a m ∈ U, kde (U, φ) je mapa, pak vektory^∂_{∂xi} jsou de˛novány stejnì, tj. pomocí vztahu ∂ ∂x_i |_m(f) = ∂(f ∘ φ^−1) ∂x_i φ(m). Funkce f ∘φ^−1 je hladká v okolí φ(m) ∈ ∂(H^n) a její parciální derivace je dobøe de˛novaná a nezávislá na jejím hladkém rozźíøení, neboż je mo¿né tuto derivaci spoèítat z hodnot samotné funkce f ∘ φ^−1 pomocí pøísluźné jednostranné derivace.

8.8. Poznámka. Existuje jeźtì jiná de˛nice teèného vektoru. Jsou-li γ, γ^′ dvì køivky na varietì

M procházející bodem m a v_γ , v_γ0 pøísluźné teèné vektory v tomto bodì (viz 8.2), de˛nujeme γ ≡ γ^′ ⇐⇒ v_γ = v_γ0. Tato relace je relací ekvivalence, hodnoty teèného vektoru (jako¿to zobrazení prostoru C^∞(M) do R) jsou urèeny právì tøídou této ekvivalence a mù¿eme tedy abstraktnì de˛novat teèný vektor jako tøídu ekvivalence køivek. K de˛nici lineárních operací na teèných vektorech je ovźem nutno vrátit se k jejich analytickému vyjádøení z de˛nice 8.2.

Vektorová pole 8.9. De˛nice. Zobrazení X : M → T M takové, ¿e π ∘ X = Id na M, se nazývá vektorové pole na M (π je projekce T M → M, viz de˛nice 8.2). Vektorové pole je tedy zobrazení, které ka¿dému bodu variety pøiøadí nìjaký teèný vektor v tomto bodì. Øekneme, ¿e vektorové pole X je hladké, pokud pro libovolnou mapu (U, φ) platí, ¿e koe˛cienty α_i(m); i = 1, . . . , n v rozkladu X(m) = ∑_n i=1 α^i(m)^∂∂x_i |^m jsou hladké funkce na U. Proto¿e hodnoty vektorových polí v ka¿dém bodì patøí do vektorového prostoru, je prostor X (M) vźech hladkých vektorových polí také vektorový prostor s operacemi de˛novanými takto:

[X + Y ](m) := X(m) + Y (m) [aX](m) := a(X(m)) kde X, Y ∈ X (M), m ∈ M, a ∈ R.

8.10. Poznámka. Pro vektorové pole X ∈ X (M) a pro hladkou funkci g ∈ C^∞(M) de˛nujeme funkci X(g) pøedpisem [X(g)](m) := [X(m)](g), m ∈ M. Pak X(g) je rovnì¿ hladká funkce (vic cvièení 8.28), tedy X má akci na prostoru hladkých funkcí C^∞(M). Z poznámky 8.5 plyne, ¿e prostor X (M) vźech hladkých vektorových polí je právì prostor vźech lineárních zobrazení C^∞(M) do sebe, pro které platí X(f · g) = X(f) · g + X(g) · f.

8.11. De˛nice. Nechż X, Y jsou 2 vektorová pole na varietì M. Jejich Lieova závorka [X, Y ] je de˛nována jako zobrazení, které ka¿dé funkci f ∈ C^∞(M) pøiøadí funkci [X, Y ](f) = X(Y (f)) − Y (X(f)).

Obrázek 22. Teèné zobrazení

8.12. Vìta. Pokud X, Y ∈ X (M), pak [X, Y ] je také (hladké) vektorové pole. Lieova závorka má

následující vlastnosti.

1. [ , ] je bilineární zobrazení; 2. [X, Y ] = −[Y, X]; 3. (Jacobiho identita) [X, [Y, Z]] + [Y, [Z, X]] + [Z, [X, Y ]] = 0.

Dùkaz. Pro ka¿dá dvì vektorová pole X, Y a libovolné dvì funkce f, g platí: [X, Y ](fg) = X(Y (fg)) − Y (X(fg)) = X(Y (f)g + fY (g)) − Y (X(f)g + fX(g)) = = X(Y (f))g + Y (f)X(g) + X(f)Y (g) + fX(Y (g)) − − Y (X(f))g − X(f)Y (g) − Y (f)X(g) − fY (X(g)) = = [X, Y ](f)g + f[X, Y ](g). Lieova závorka je tedy také vektorové pole. (Z výpoètu je vidìt, ¿e pouhé slo¿ení dvou polí vektorovým polem není, neboż èleny tvaru X(f)Y (g) se neodeètou.)

Vlastnosti 1.{3. se doká¿í pøímým výpoètem.

8.13. Poznámka. Prostor X (M) vźech vektorových polí s Lieovou závorkou je jedním ze základních pøíkladù tzv. Lieových algeber. Podle de˛nice je Lieova algebra vektorový prostor L na kterém je dáno zobrazení [., .] : L × L → L splòující vlastnosti 1.{3.

Klíèovou roli hrají Lieovy algebry napøíklad v teorii Lieových grup a jejich reprezentací.

Teèné zobrazení

Je-li F : M → N hladké zobrazení, pak je mo¿né de˛novat v daném bodì jeho lineární aproximaci, která se nazývá teèné zobrazení. Proto¿e vektory jsou speciální prvky v duálu k prostoru funkcí a proto¿e F zobrazuje pøirozenì funkce na N pomocí skládání na funkce na M, staèí imitovat de˛nici duálního zobrazení.

8.14. De˛nice. Je-li F : M → N hladké zobrazení variet s krajem a v ∈ T_mM, pak de˛nujeme zobrazení F_∗(m) : T_mM → T_F (_m)N pøedpisem [F_∗(m)(v)](g) = v(g ∘ F ), v ∈ T_mM, g ∈ C^∞(N). Zobrazení F_∗(m) se nazývá teèné zobrazení v bodì m ∈ M k zobrazení F . (Viz obr. 22.)

8. TEÈNÝ A KOTEÈNÝ PROSTOR 53

8.15. Vìta.

(i) Zobrazení F_∗(m) : T_mM → T_F (_m)N je dobøe de˛nováno a je lineární. (ii) Je-li F = Id_M , pak pro ka¿dý bod m ∈ M platí F_∗(m) = Id_{Tm M} . (iii) (G ∘ F )_∗(m) = G_∗(F (m)) ∘ F_∗(m).

(iv) Je-li F difeomor˛smus, pak pro ka¿dé m ∈ M je F_∗(m) izomor˛smus.

Dùkaz. (i) Zde je tøeba ovìøit, ¿e F_∗(m)(v) patøí do teèného prostoru T_F (_m)N (udìlejte sami!). (ii) Plyne ihned z de˛nice. (iii) Pro m ∈ M platí

[(G ∘ F )_∗(m)(v)](g) = v(g ∘ G ∘ F ) = [F_∗(m)(v)](g ∘ G) = (( G_∗(F (m)) )( F_∗(m)(v) )) (g). (iv) Je-li F difeomor˛smus, pak z (ii) a (iii) plyne, ¿e F_∗(m) ∘ (F^−1)_∗(F (m)) = Id .

8.16. Poznámka. Nechż F : M → N je hladké zobrazení variet s krajem a nechż m ∈ M. Zvolme mapy (U, φ), resp. (U^′, φ^′) na M, resp. N tak, aby m ∈ U, F (m) ∈ U^′. Pak zobrazení x^′ = ~F (x); ~F := φ^′ ∘ F ∘ φ^−1 je souøadnicový popis zobrazení F.

Zobrazení F_∗(m) je lineární, je tedy mo¿né napsat jeho matici vzhledem k bázím {^∂_{∂xi} }, {^∂_{∂x}0_j }. Její tvar je vidìt ihned z výpoètu [ [F_∗(m)]( ∂ ∂x_i ) ] (g) = ∂ ∂x_i (g ∘ F ) =

∂[(g ∘ (φ^′)^−1) ∘ ~F ] ∂x_i = n∑ j=1 ∂ ~F_j ∂x_i [ ∂ ∂x^′_j ] (g). Tedy hledaná matice zobrazení F_∗ je Jacobiho matice jeho souøadnicového popisu ~F . To vysvìtluje poznámku o interpretaci teèného zobrazení jako lineárního pøiblí¿ení k F v bodì m.

Koteèný prostor, koteèné zobrazení 8.17. De˛nice. Je-li m ∈ M, pak prostor T^∗_mM := (T_mM)^∗ nazveme koteèný prostor k M v bodì m. Koteèný ˛brovaný prostor je de˛nován jako disjunktní sjednocení T^∗M := ∪_{m∈M} T^∗_mM spolu s projekcí π : T^∗M → M, která opìt zobrazí celý koteèný prostor T^∗_mM do bodu m.

Je-li F : M → N hladké zobrazení, m ∈ M pak de˛nujeme koteèné zobrazení F^∗(m) : T^∗_F (_m)N → T^∗_mM jako duální zobrazení k F_∗(m), tj. [F^∗(m)(α)](v) = α[F_∗(m)(v)] kde α ∈ T^∗_F (_m)N, v ∈ T_mM. Diferenciál funkce

Interpretace vektoru v ∈ T_mM jako prvku duálu k prostoru funkcí je zalo¿ena na zobrazení, které dvojici (v, f) ∈ T_mM × C^∞(M) pøiøadí èíslo v(f) ∈ R. Toto zobrazení se vźak dá také interpretovat druhým zpùsobem { jako zobrazení, které ka¿dé funkci f pøiøadí lineární zobrazení v → v(f) ∈ R, tj. prvek koteèného prostoru T^∗_mM. To umo¿òuje dát korektní matematickou interpretaci toho, co pro nás byly zatím pouze symboly { interpretaci symbolu df, f ∈ C^∞(M), a symbolù dx_i v popisu diferenciálních forem.

8.18. De˛nice. Nechż f ∈ C^∞(M), m ∈ M. Pak diferenciál df(m) funkce f v bodì m je prvek

T^∗_mM de˛novaný rovností [df(m)](v) = v(f), v ∈ T_mM. Zobrazení df : M → T^∗M m → df(m) se nazývá diferenciál funkce f.

8.19. Poznámka. Tedy df je þduálníß pojem k pojmu vektorového pole. Je to speciální pøípad zobrazení ω : M → T^∗M takového, ¿e ω(m) ∈ T^∗_mM, tj. π ∘ ω = Id . Zobrazení tohoto druhu budeme nazývat diferenciální formy stupnì 1. Od pøípadu forem v otevøené podmno¿inì R^n se to tedy liźí tím, ¿e pro variety jsou prostory T^∗_mM v rùzných bodech rùzné (a také tím, ¿e prostor T^∗_mM není jen symbol, ale má jasný geometrický význam).

8.20. Poznámka. Nechż (U, φ) je mapa na M. Nechż i = 1, . . . , n. Pak^∂_{∂xi} je vektorové pole na

U. Podobnì, oznaèíme-li komponentu φ_i zobrazení φ jednoduźe x_i, pak dx_i je diferenciální forma stupnì 1 na U. Vźimnìte si, ¿e dx_i( ∂ ∂x_j ) = ∂ ∂x_j (φ_i) = δ_{ij} .

Tedy v ka¿dém bodì m ∈ M jsou {dx_i} a {^∂_{∂xi} } jsou duální báze v T^∗_mM, resp. v T_mM.

Dále, je-li g ∈ C^∞(M), pak lze v souøadnicích (U, φ) napsat dg v kanonické bázi dg = n∑ i=1 α_idx_i, α_i ∈ C^∞(U). Pak ale [ ∂ ∂x_i ](g) = [dg] ( ∂ ∂x_i ) = n∑ i=1 α_idx_i ( ∂ ∂x_i ) = α_j .

Tedy jsme dostali starou známou formuli, která byla jedním ze základù de˛nice de Rhamova vnìjźího diferenciálu: dg = n∑ i=1 ∂g ∂x_i dx_i.

Orientace teèného prostoru a variety 8.21. Poznámka. Pro souvislou orientovatelnou varietu M se èasto orientace zadává pomocí volby orientace teèného vektorového prostoru v jednom bodì variety M. Abychom toto mohli vysvìtlit, je tøeba si nejdøív pøipomenout nìco málo o tom, co to je orientace vektorových prostorù.

8.22. De˛nice orientace vektorového prostoru. Nechż V je reálný vektorový prostor a B(V ) mno¿ina vźech jeho bází. Øekneme, ¿e dvì báze prostoru V jsou ekvivalentní, pokud matice pøechodu mezi nimi má kladný determinant. Orientace vektorového prostoru V je výbìr jedné tøídy ekvivalence v B(V ).

8.23. Poznámka. Z cvièení 2.10 víme, ¿e v = {v1, . . . , v_n} je báze V právì tehdy, kdy¿ n-vektor

ω(v) = v1∧. . .∧v_n je nenulový. Dále víme, ¿e v ∼ v^′ ⇐⇒ v = αv^′ pro nìjaké α > 0. Tedy na B(V ) existují právì dvì tøídy ekvivalence a orientace V se dá urèit výbìrem prvku ω ∈ ~^n(V^∗) − {0}. Je-li takovýto prvek ω zvolen, pak øekneme, ¿e báze v = (v1, . . . , v_n) je kladnì orientovaná, pokud ω(v1, . . . , v_n) > 0.

8.24. Poznámka. Nechż je dán rozklad vektorového prostoru V na direktní souèet V = V^′ ⊕ V^{′′}. (i) Je-li dána orientace prostorù V^′ a V^{′′} výbìrem kladnì orientovaných bází {v^′1, . . . , v^′_n}, {v^{′′}1 , . . . , v^{′′}_n}, orientujeme V tím, ¿e polo¿íme {v^′1, . . . , v^′_n, v^{′′}1 , . . . , v^{′′}_n} jako kladnì orientovanou bázi.

(ii) Je-li dána orientace prostorù V a V^′, bude kladnì orientovaná báze prostoru V^{′′} taková, která podle bodu (i) spolu s kladnì orientovanou bází V^′ urèuje kladnou orientaci V .

(iii) Speciálnì, je-li V = R^n a dim V^′ = 1, lze zvolit na R^n kanonickou orientaci (tj. kanonickou bázi {e1, . . . , e_n} vybereme jako kladnou) a orientace V^{′′} je potom urèena výbìrem nenulového vektoru ve V^′. Tento princip orientace nadplochy pomocí normály hraje dùle¿itou roli v orientaci ploch v R3 nebo obecnìji v orientaci nadploch v R^n .

9. TENZOROVÁ POLE 55

8.25. Zadání orientace variety pomocí orientace teèného prostoru. Nechż je dána orientace teèného prostoru T_mM k varietì M v bodì m ∈ M. Je-li (U, φ) mapa, obsahující bod m, pak øekneme, ¿e tato mapa je kladnì orientovaná vzhledem k vybrané orientaci T_mM, pokud^∂_{∂x1} , . . . ,^∂_{∂xn} je kladnì orientovaná báze T_mM. Je-li M souvislá a orientovatelná, je tím u¿ jednoznaènì urèena orientace variety M. Je-li nyní M souvislá varieta dimenze k, pak je mo¿né (a èasto se to dìlá) zadat její orientaci výbìrem jednoho bodu m ∈ M a jednoho nenulového prvku α ∈ ~^k(T^∗_mM). Tento výbìr urèuje toti¿ orientaci teèného prostoru T_mM a tedy urèuje i to, je-li mapa (U, φ), kde U obsahuje bod m, kladnì orientovaná nebo zápornì orientovaná.

Nejjednoduźźím pøíkladem takto zadané orientace je regulární køivka v R^n , její¿ orientace se kreslí pomocí źipky, která ukazuje smìr kladnì orientovaného teèného vektoru v nìjakém jejím bodì. V tomto pøípadì je tuto źipku mo¿né také interpretovat jako návod ukazující, které parametrizace jsou kladnì orientované.

Pro pøípad nadploch, t.j. variet M dimenze n − 1 v R^n , se velmi èasto pou¿ívá zadávání orientace teèného prostoru T_mM v jednom bodì m ∈ M pomocí normálového vektoru. Tím se myslí výbìr vektoru ⃗n ∈ R^n , který je kolmý k T_mM. Implicitnì se pøedpokládá volba kanonické orientace na R^n , orientace T_mM je pak urèena (viz 8.24(iii)) pomocí orientace R^n a orientace jednodimenzionálního podprostoru obsahujícího vektor ⃗n.

8.26. Urèení orientace kraje variety. Je-li zadána orientace variety, je jednoznaènì urèena i orientace jejího kraje { viz vìtu 7.11. Pro pøípad Greenovy vìty se kreslívá orientace otevøené podmno¿iny

˙ ⊂ R2 pomocí źipky znázoròující otáèení proti smìru hodinových ruèièek. To naznaèuje v jakém poøadí

se musí brát báze teèného prostoru v libovolném bodì ˙, tj. urèuje orientaci T_x˙, x ∈ ˙. Pro platnost Greenovy vìty je pak dùle¿ité, aby hranice ˙ byla orientovaná proti smìru hodinových ruèièek (odvoïte toto tvrzení z obecné Stokesovy vìty!).

Stokesova vìta v R3 je z hlediska orientací nejzajímavìjźí. Nejpou¿ívanìjźí názorné pravidlo øíká, ¿e jde-li panáèek po hranici plochy ∂S ve smìru probíhání hranice a ukazuje-li jeho hlava smìr orientace plochy S, pak aby platila Stokesova vìta (tj. aby v ní bylo správné znaménko), musí mít plochu po levé ruce. V tomto pøípadì se orientace hranièní køivky zadává opìt pomocí smyslu probíhání, ale orientace plochy S je zde zadána orientací teèného prostoru T_aS v libovolném bodì a nepøímo, pomocí výbìru jednoho ze dvou smìrù normálového vektoru (⃗n) k T_a v R3 (viz poznámka 8.24(iii)). Zkontrolujte, ¿e tato názorná konvence plyne z obecné Stokesovy vìty!

Pou¿ití tìchto principù v praktickém poèítání je vysvìtleno v návodech ke cvièením 10.12 a 10.13. V pøípadì Gaussovy vìty je orientace oblasti (tj. pøísluźného teèného prostoru v nìjakém bodì) standardnì zadaná pomocí pravotoèivé báze (co to je?) a orientace její hranice je urèena vnìjźí normálou (viz výźe). Rozmyslete si, ¿e tato konvence plyne rovnì¿ z obecné Stokesovy vìty!

Pøíklady, úlohy a cvièení 8.27. Teèný ˛brovaný prostor.

Doka¿te, ¿e teèný ˛brovaný prostor T M := ∪_{m∈M} T_mM na varietì M de˛novaný v 8.2 má pøirozenou strukturu variety takovou, ¿e mno¿iny tvaru ∪_{m∈U} T_mM, U ⊂ M otevøená, jsou otevøené v T M a jsou difeomorfní s U × R^n .

8.28. Vektorová pole.

Doka¿te, ¿e vektorové pole X ∈ X (M) je hladké právì tehdy, kdy¿ pro ka¿dou hladkou funkci g na M je X(g) rovnì¿ hladká (viz 8.10).

9. Tenzorová pole

Tenzorová pole na varietì.

Tenzorová algebra vektorového prostoru je jeden ze základních pojmù v multilineární algebøe (viz podkapitola 6). Pøipomeòme si, ¿e je-li V vektorový prostor a V^∗ jeho duál, pak prvky prostoru V ⊗ . . . ⊗ V ⊗ V^∗ ⊗ . . . ⊗ V^∗ (celkem s èinitelù typu V a r èinitelù typu V^∗) se nazývají tenzory typu (_s r ) nebo r-krát kovariantní a s-krát kontravariantní tenzory.

Podobnì jako vektorové pole X na varietì M bylo de˛nováno jako zobrazení, které ka¿dému bodu m ∈ M pøiøadí prvek X(m) ∈ T_mM, je zøejmì mo¿né de˛novat tenzorové pole na varietì takto:

9.1. De˛nice. Nechż M je varieta s krajem, pak tenzorové pole T typu (_s r ) je zobrazení, které ka¿dému m ∈ M pøiøadí tenzor T (m) ∈ T_mM ⊗ . . . ⊗ T_mM ⊗ (T^∗_mM) ⊗ . . . ⊗ (T^∗_mM) (celkem s èinitelù typu T_mM a r èinitelù typu T^∗_mM).

Øekneme, ¿e tenzorové pole T typu (_s r ) je hladké, pokud pro ka¿dou mapu (U, φ) jsou koe˛cienty T^{i1...is} j1...j_r v rozkladu T = ∑ i1,... ,i_s ,j1,... ,j_r T^{i1...is} j1...j_r ∂ ∂x_{i1} ⊗ . . . ⊗ ∂ ∂x_{is} ⊗ dx^{j1} ⊗ . . . ⊗ dx^{jr} hladké funkce na U. Prostor vźech (hladkých) tenzorových polí typu (_s r ) na M oznaèíme symbolem T^s_r (M).

Je-li T tenzorové pole, pak uzávìr mno¿iny {m ∈ M; T (m) ≠ 0} oznaèíme supp T a nazveme nosièem tenzorového pole T.

Øekneme, ¿e hladké tenzorové pole T typu (0 k ) je (hladká) diferenciální forma stupnì k, pokud pro vźechny m ∈ M je T (m) ∈ ~^k(T^∗_mM). Jinak øeèeno, tenzorové pole T typu (0 k ) je diferenciální forma stupnì k, pokud pro ka¿dou permutaci π ∈ S_k platí T (m)(v_π(1), . . . , v_π(_k)) = sgn π · T (m)(v1, . . . , v_k); v1, . . . , v_k ∈ T_mM. Prostor vźech (hladkých) diferenciálních forem stupnì k na M oznaèíme symbolem E^k(M) a prostor vźech diferenciálních forem oznaèíme symbolem E^∗(M), tj.

E^∗(M) = n⨁ k=0 E^k(M). Nechż T je tenzorové pole typu (0 2 ) na M. Pøedpokládejme dále, ¿e pro ka¿dé m ∈ M je bilineární forma T (m) na T_mM symetrická a nedegenerovaná. Pak se T nazývá pseudo-Riemannova metrika na M. Je-li T (m) navíc pozitivnì de˛nitní pro ka¿dé m ∈ M, pak se nazývá Riemannova metrika na

M. V tomto pøípadì je tedy T (m) skalární souèin na T_mM.

9.2. Poznámka.

(i) Vektorové pole na M je speciální pøípad tenzorového pole typu (1 0 ) . Podobnì, diferenciální forma stupnì 1 je tenzorové pole typu (0 1 ) . Aèkoliv jsou tenzorová pole obecného typu bì¿nì pou¿ívaná v matematice a zejména v matematické fyzice, budeme se tady zajímat jen o tenzorová pole typu (0 s ) . Dalźí základní pøíklad tenzorového pole typu (0 2 ) je (pseudo-)Riemannova metrika, de˛novaná nahoøe.

Poznamenejme jeźtì, ¿e standardní klasi˛kace nedegenerovaných bilineárních kvadratických forem øíká, ¿e ka¿dá taková bilineární forma je dána ve vhodné bázi diagonální maticí, která má na diagonále p-krát +1 a q-krát −1; p + q = n. Dvojici èísel (p, q) se øíká signatura formy a pokud má pseudo-Riemannova metrika T stejnou signaturu (p, q) ve vźech bodech M, pak tuto dvojici nazýváme signaturou pøísluźné metriky.

Nejdùle¿itìjźím pøíkladem (z hlediska fyziky) je pseudo-Riemannova metrika signatury (1, 3), resp. (3, 1) na ètyødimenzionální varietì M, které se pak øíká prostoroèas; od dob Einsteina tento pojem hraje ústøední roli pøi modelování gravitace ve fyzice.

(ii) Díky vlastnostem známým o vnìjźí algebøe vektorového prostoru je zøejmé ¿e E^k(M) = {0} pro k > n a E^∗(M) = ⊕^n_k=0E^k(M) je algebra nad tìlesem reálných èísel. Vlastnosti násobení jsou identické s vlastnostmi násobení ve vnìjźí algebøe, tj. násobení je asociativní, není komutativní obecnì, ale je pro homogenní formy (tj. formy daných stupòù) buï komutativní nebo antikomutativní (viz vìta 2.3(iii)).

Prostor C^∞(M) = E0(M) (hladkých) funkcí na M je pak komutativní podalgebra E^∗(M). Navíc, celá algebra E^∗(M) mù¿e být chápána jako modul nad algebrou E0(M). Tento zpùsob popisu má velké výhody. Pøipomeòme si, ¿e vektorová pole na M lze charakterizovat jako lineární zobrazení z E0(M) do E0(M), která mají Leibnizovu vlastnost. Podobnì, diferenciální formy stupnì k na M je mo¿né de˛novat jako multilineární zobrazení ω z kartézského souèinu X (M) × . . . × X (M) (k èinitelù) do E0(M), které mají vlastnost ω(X_π(1), , . . . , X_π(_k)) = sgn π · ω(X1, . . . , X_k); X1 . . . , X_k ∈ X (M). Tento zpùsob charakterizace forem se v diferenciální geometrii èasto pou¿ívá.

9. TENZOROVÁ POLE 57

(iii) Jako v¿dy pøi poèítání s vnìjźí algebrou budeme symbolem I ⊂ {1, . . . , n} oznaèovat mno¿inu èísel {i1, . . . , i_k} uspoøádanou podle velikosti. Symbol dx_I bude pak znaèit souèin dx_{i1} ∧ . . . ∧ dx_{ik} .

Je-li (U, φ) mapa na M a ω ∈ E^k(M), pak lze rozlo¿it formu ω na U do báze dx_I , |I| = k, kde dx_I ∈ E^k(U). Tyto formy tvoøí bázi prostoru E^k (U), chápaného jako modul nad E0(U); tj. existují jednoznaènì urèené funkce ω_I ∈ E0(U) takové, ¿e ω = ∑ |I|=k ω_I dx_I .

Vnìjźí diferenciál

Víme ji¿, jak je de˛nován diferenciál funkce. Chtìli bychom teï rozźíøit de˛nici vnìjźího diferenciálu na pøípad forem libovolného stupnì.

9.3. Vìta. Nechż M je varieta s krajem. Pak existuje právì jedno lineární zobrazení d : E^k(M) → E^k+1(M), k = 0, . . . , n − 1 s vlastnostmi:

(i) Pro f ∈ E0(M) je df diferenciál funkce f; (ii) d ∘ d = 0;

(iii) Je-li ω ∈ E^k(M), τ ∈ E^l(M), pak d(ω ∧ τ) = (dω) ∧ τ + (−1)^kω ∧ (dτ). Pro libovolnou (nehomogenní) formu ω ∈ E^∗(M); ω = ∑_n k=0 ω^k; ω^k ∈ E^k(M), je pak vnìjźí diferenciál dω de˛nován pøedpisem dω = n∑ k=0 dω_k. Dùkaz. 1. Nejdøíve uká¿eme, ¿e pokud takovéto zobrazení d existuje, je urèeno jednoznaènì. Je-li toti¿ (U, φ) libovolná mapa na M a je-li ω ∈ E^k(M), pak na U lze formu ω (jednoznaènì) napsat ve tvaru ω = ∑ |A|=k ω_Adx_A. Pøedpokládejme, ¿e d je lineární zobrazení, které má po¿adované tøi vlastnosti. Pak se indukcí podle |A| z vlastnosti (iii) ihned uká¿e, ¿e d(dx_A) = 0. Z toho plyne, ¿e dω = ∑ |A|=k dω_A ∧ dx_A. (19) Pravá strana obsahuje jen diferenciály funkcí, které byly (jednoznaènì) de˛novány v pøedchozím paragrafu. Tedy i hodnota formy dω na levé stranì je tímto vztahem jednoznaènì urèena na U. Toté¿ je mo¿né udìlat pro libovolnou mapu daného atlasu.

2. Pro vybranou mapu (U, φ) mù¿eme vztah (19) pou¿ít k lokální de˛nici hledaného zobrazení d. Takto de˛nované zobrazení má po¿adované tøi vlastnosti, to jsme dokázali ji¿ v pøedchozí kapitole. Dokázanou jednoznaènost lze pak pou¿ít k ovìøení toho, ¿e de˛nice zobrazení d nezávisí na výbìru mapy. Globální zobrazení d je pak de˛nováno v ka¿dém bodì m ∈ M pomocí libovolné mapy (U, φ) takové, ¿e m ∈ U.

9.4. Poznámka. Alternativní formulace pøedchozí vìty by bylo konstatování, ¿e existuje právì jedno lineární zobrazení d : E^∗(M) → E^∗(M) takové, ¿e platí vlastnosti (i) { (iii) spolu s vlastností

(iv) d(E^k(M)) ⊂ E^k+1(M); k = 0, . . . , n.

Pøenáźení diferenciálních forem pomocí zobrazení 9.5. De˛nice. Je-li F : M → N hladké zobrazení, pak pro ka¿dý bod m ∈ M je F_∗(m) teèné zobrazení T_mM do T_F (_m)N. Je-li navíc T tenzorové pole typu (0 s ) , s > 0, na varietì N, pak de˛nujeme tenzorové pole F^∗(T ) typu (0 s ) na M pøedpisem [F^∗(T )(m)](v1, . . . , v_s) = [T (F (m))](F_∗(m)(v1), . . . , F_∗(m)(v_s)); v1, . . . , v_s ∈ T_mM. Je-li f funkce na N, tj. tenzorové pole typu (0 0 ) , pak de˛nujeme F^∗(f) = f ∘ F. Z de˛nic je zøejmé, ¿e pokud je pole T diferenciální forma stupnì k na N, pak F^∗(T ) je diferenciální forma stupnì k na M. Je tedy dobøe de˛nováno zobrazení F^∗ : E^k(N) → E^k(M) nazývané obvykle pøenáźení diferenciálních forem.

9.6. Vìta. Jsou-li F : M → N; G : K → M hladká zobrazení a jsou-li ω, τ diferenciální formy na

N, pak:

(i) F^∗(ω + τ) = F^∗(ω) + F^∗(τ); (ii) F^∗(ω ∧ τ) = F^∗(ω) ∧ F^∗(τ); (iii) (F ∘ G)^∗(ω) = G^∗(F^∗(ω)); (iv) d(F^∗(ω)) = F^∗(dω);

(v) Nechż (U^′, φ^′) je mapa na N a nechż U ⊂ M taková, ¿e F (U) ⊂ U^′. Nechż x^′ = (x^′1, . . . , x^′_m) jsou souøadnice na φ^′(U^′) a nechż φ^′ = (φ^′1, . . . , φ^′_m). Je-li ω ∈ E^k(N) taková, ¿e ω = ∑ |A|=k ω^Adx^′A ∈ E^k(U^′) na U^′, pak F^∗(ω) = ∑ |A|=k (ω_A ∘ F )d(φ^′ ∘ F )_A, na U, kde A = {i1, . . . , i_k}; d(φ^′ ∘ F )_A = d(φ^′_{i1} ∘ F ) ∧ . . . ∧ d(φ^′_{ik} ∘ F ). Dùkaz. (i) Je ihned zøejmé z de˛nice pøenesení formy.

(ii) Díky bodu (i) staèí toto tvrzení dokázat pro ω ∈ E^k(N), τ ∈ E^l(N). Ale pro X_i ∈ X (M); i = 1, . . . , l + k platí

[F^∗(ω ∧ τ)](X1, . . . , X_k+_l) = [ω ∧ τ](F_∗(X1), . . . , F_∗(X_k+_l)) = = 1 k!l! ∑ π∈S_k+_l sgn π · ω(F_∗(X_π(1)), . . . , F_∗(X_π(_k))) · τ(F_∗(X_π(_k+1)), . . . , F_∗(X_π(_k+_l))) = = 1 k!l! ∑ π∈S_k+_l sgn π · F^∗(ω)(X_π(1), . . . , X_π(_k)) · F^∗(τ)(X_π(_k+1), . . . , X_π(_k+_l)) =

= [F^∗(ω) ∧ F^∗(τ)](X1, . . . , X_k+_l) (iii) Plyne ihned z de˛nice a z toho, ¿e pro teèná zobrazení platí (F ∘ G)_∗ = F_∗ ∘ G_∗. (iv) Nejprve si rozmyslíme, ¿e dokazované tvrzení platí pro diferenciální formy stupnì 0, tj. pro ω = f ∈ E0(N). Pro v ∈ T_mM dostaneme (z de˛nice d, F_∗ a F^∗) F^∗(df)(v) = df(F_∗(v)) = [F_∗(v)](f) = v(f ∘ F ) = [d(f ∘ F )](v) = = [d(F^∗(f))](v).

Jako speciální pøípad dostaneme F^∗(dx^′_i) ≡ F^∗(dφ^′_i) = d(φ^′_i ∘ F ).

Z toho je zøejmé, ¿e tvrzení (iv) platí pro ω = dx^′_i (obì strany jsou rovny 0).

Pøedpokládejme dále, ¿e ω = ω_Adx^′_A ∈ E^k(U^′). Pak z vlastností zobrazení d plyne, ¿e d(F^∗(ω)) = d[(ω_A ∘ F )d(φ^′ ∘ F )_A] = d(ω_A ∘ F ) ∧ d(φ^′ ∘ F )_A = = F^∗(dω_A) ∧ F^∗(dx^′_A) = F^∗(dω_A ∧ dx^′_A) = F^∗(dω).

Z bodu (i) pak snadno plyne dokazované tvrzení pro obecnou formu stupnì k. (v) Plyne ihned z ji¿ dokázaného tvrzení F^∗(dx^′_i) = d(φ^′_i ∘ F ).

10. INTEGRACE FOREM 59

Obrázek 23. Funkce f v rozkladu jednotky

10. Integrace forem

Potí¿ pøi de˛nici integrálu z diferenciální formy pøes varietu tkví v tom, ¿e do formy je potøeba dosadit jako promìnné souøadnice, ty jsou vźak pouze lokální { de˛nované v¿dy jen v urèité mapì. Tento problém se obchází pomocí tzv. rozkladu jednotky { forma se vynásobí konstantní funkcí rovnou jedné, která je vźak napsána ve formì souètu hladkých funkcí, z nich¿ ka¿dá má nosiè v nìkteré mapì.

Rozklad jednotky 10.1. De˛nice. Nechż M je topologický prostor. Øekneme, ¿e {U_α}_{α∈A} je otevøené pokrytí M, pokud U_α jsou otevøené a ∪_{α∈A}U_α = M.

Øekneme, ¿e systém mno¿in {P_α} je lokálnì koneèný, pokud pro ka¿dý bod m ∈ M existuje okolí U_m takové, ¿e U_m ∩ P_α ≠ ∅ jen pro koneènì mnoho α.

Øekneme, ¿e pokrytí {V_β}_{β∈B} je zjemnìní pokrytí {U_α}_{α∈A}, pokud pro ka¿dé β ∈ B existuje α ∈ A takové, ¿e V_β ⊂ U_α.

Øekneme, ¿e topologický prostor M je parakompaktní, pokud ka¿dé jeho otevøené pokrytí má lokálnì koneèné zjemnìní.

10.2. Vìta. Ka¿dá varieta je parakompaktní topologický prostor.

Tato vìta je potøeba pro integraci forem, jejich¿ nosiè není kompaktní, na nekompaktních varietách. V tìchto skriptech vźak nebudeme tyto pøípady uva¿ovat. Dùkaz vìty lze nalézt na stranì 10 skript [15].

10.3. De˛nice. Øekneme, ¿e soubor hladkých nezáporných funkcí {φ_α}_{α∈A} na M je rozklad jednotky, pokud systém {supp φ_α}_{α∈A} je lokálnì koneèný a pro ka¿dý bod m ∈ M platí ∑ α∈A φ_α(m) = 1.

Øekneme, ¿e rozklad jednotky {φ_β}_{β∈B} je podøízen pokrytí {U_α}_{α∈A}, pokud pro ka¿dé β ∈ B existuje α ∈ A takové, ¿e supp φ_β ⊂ U_α.

10.4. Vìta. Pro ka¿dé otevøené pokrytí variety M existuje jemu podøízený rozklad jednotky.

Dùkaz. Vìtu doká¿eme jen pro M kompaktní (dùkaz pro obecný pøípad je technicky nároèný a nepøináźí nové myźlenky).

Nechż K(a, r) oznaèuje otevøenou kouli o støedu v bodì a ∈ R^n a polomìru r. Existuje funkce F_a (viz obr. 23) nezáporná, hladká na R^n s vlastností, ¿e F_a je kladná vźude na K(a, 1) a rovná nule na doplòku K(a, 1). Lze ji sestrojit napøíklad pomocí f(t) := exp(^{t2}_{t2−}1), t ∈ (0, 1) a polo¿it F_a(x) := f(‖x − a‖) pro x ∈ K(a, 1). Nechż m ∈ M je zvolen pevnì. Pak existuje prvek U_α daného pokrytí tak, ¿e m ∈ U_α. Je velmi jednoduché si uvìdomit, ¿e existuje mapa (U_m, φ_m) taková, ¿e U_m ⊂ U_α a zároveò [K(φ_m(m), 2) ∩

H^n] ⊂ φ_m(U_m). Staèí toti¿ libovolnou mapu (U, φ), pro kterou m ∈ U ⊂ U_α slo¿it s vhodnou dilatací (rozta¿ením) na R^n se støedem ve φ(m), abychom dostali po¿adovanou vlastnost.

De˛nujme nyní otevøené mno¿iny V_m jako φ^−1_m (K(φ_m(m), 1)). Systém {V_m}_{m∈M} je otevøené pokrytí M a tedy z nìj lze vybrat koneèné podpokrytí {V_m(_β)}_{β∈B}. De˛nujme funkce ~f_β; β ∈ B pøedpisem

~f_β = { F_{φm(β)}(_m(_β)) ∘ φ_m(_β) na V_m(_β) 0 na M − V_m(_β).

Z konstrukce plyne, ¿e pro ka¿dý bod m ∈ M je aspoò jedna hodnota ~f_β(m) rùzná od nuly. Tedy ∑ β∈B ~f_β je funkce vźude kladná na M a tento souèet má smysl, neboż lokálnì obsahuje jen koneènì mnoho sèítancù.

Soubor funkcí {f_β}_{β∈B}; f_β := ~f_β ( ∑ β∈B ~f_β ) pak splòuje po¿adavky vìty.

Integrace diferenciálních forem na varietì.

10.5. De˛nice. Nechż M je orientovaná varieta dimenze n s krajem. Nechż ω ∈ E^n(M) má kompaktní nosiè.

(i) Existuje-li kladnì orientovaná mapa (U, φ) na M taková, ¿e supp ω ⊂ U, pak de˛nujeme integrál z ω pøes varietu M takto: ∫ M ω = ∫ φ(U) [φ^−1]^∗(ω).

(ii) Je-li {(U_α, φ_α)}_{α∈A} kladnì orientovaný atlas na M a {f_β}_{β∈B} rozklad jednotky podøízený tomuto atlasu, pak de˛nujeme ∫ M ω = ∑ β∈B ∫ M f_βω.

10.6. Poznámka. Je-li nosiè ω uvnitø jedné mapy, pak není pochyb o existenci integrálu (který se pøevede na integrál pøes R^n z hladké funkce s kompaktním nosièem). Díky pøedpokladu o kompaktním nosièi formy ω je souèet v obecné de˛nici integrálu ω pøes M v¿dy jen koneèný, vźechny integrály v tomto souètu existují a jsou koneèné.

Uvedená de˛nice není nejobecnìjźí mo¿ná; napøíklad standardní pøíklad formy ω = fdx1 ∧ . . . ∧ dx_n, kde f je Lebesgueovsky integrovatelná funkce na R^n , není v této de˛nici zahrnut, neboż nosiè f nemusí být kompaktní. Je mo¿né de˛novat integrál z diferenciální formy v podstatnì obecnìjźím pøípadì, ale pak napø. dùkaz nezávislosti integrálu na výbìru rozkladu jednotky je podstatnì nároènìjźí a techniètìjźí. To není úèelné v tomto úvodním kursu.

10.7. Vìta. De˛nice integrálu diferenciální formy pøes varietu nezávisí ani na výbìru atlasu, ani

na výbìru pøísluźného rozkladu jednotky.

Dùkaz. (i) V první èásti je tøeba si uvìdomit, ¿e je-li nosiè formy ω v nìjaké mapì, pak integrál ∫ M ω nezávisí na výbìru této mapy. Jsou-li (U, φ), resp. (U^′, φ^′) dvì mapy obsahující nosiè dané formy ω, pak platí [φ^−1]^∗(ω) = [φ^′ ∘ φ^−1]^∗ ∘ [(φ^′)^−1]^∗(ω)

a rovnost pøísluźných integrálù pak plyne z vìty 4.3 o integraci forem na plochách v euklidovském prostoru.

(ii) Pøedpokládejme, ¿e {(U_α, φ_α)}_{α∈A}, resp. {(U^′_α0, φ^′_α0)}_α0_{∈A}0 jsou dva atlasy na M, nechż {f_β}_{β∈B}, resp. {f^′_β0}_β0_{∈B}0 jsou podøízené rozklady jednotky. Pak sjednocení tìchto dvou atlasù je opìt atlas a systém {f_βf_β0}(_{β,β}0)_{∈B×B}0 je podøízený rozklad jednotky. Pak ∑ β∈B ∫ M f_β ω = ∑ β∈B ∫ M f_β[ ∑ β0_{∈B}0 f_β0]ω = ∑ β0_{∈B}0 ∫ M f_β0[ ∑ β∈B f_β]ω = ∑ β0_{∈B}0 ∫ M f_β0ω.

10. INTEGRACE FOREM 61

10.8. Vìta [Stokesova]. Nechż M je orientovaná varieta dimenze n s krajem a ∂M její kraj

s indukovanou orientací. Pak pro ka¿dou formu ω ∈ E^{n−}1(M) s kompaktním nosièem platí ∫ ∂M ω = ∫ M dω. Dùkaz. (i) Nechż (U, φ) je kladnì orientovaná mapa taková, ¿e φ(U) je omezená a supp ω ⊂ U. Pak existuje uzavøená krychle K ⊂ H^n tak, ¿e φ(U) ⊂ K a φ(U) ∩ ∂K ⊂ ∂(H^n). Pak (podle Stokesovy vìty pro øetìzce 5.1) ∫ M dω = ∫ U dω = ∫ φ(U) [φ^−1]^∗(dω) = ∫ φ(U) d([φ^−1]^∗(ω)) = ∫ K d([φ^−1]^∗(ω)) = = ∫ φ(U)∩∂K ([φ^−1]^∗(ω)) = ∫ φ(U)∩∂H^n ([φ^−1]^∗(ω)) = ∫ U∩∂M ω = ∫ ∂M ω. (ii) V obecném pøípadì budeme uva¿ovat atlas {(U_α, φ_α)}_{α∈A} na M; mù¿eme rovnou pøedpokládat, ¿e pro ka¿dé α ∈ A je mno¿ina φ_α(U_α) omezená (jinak lze zobrazení φ_α slo¿it s vhodným difeomor˛smem H^n na sebe s omezeným obrazem).

Pak lze najít rozklad jednotky {f_β}_{β∈B} podøízený tomuto atlasu a ∫ M dω = ∫ M d( ∑ β∈B (f_βω)) = ∑ β∈B ∫ M d(f_β ω) = ∑ β∈B ∫ ∂M f_βω = ∫ ∂M ω.

10.9. Poznámka. De˛nice integrálu pomocí rozkladu jednotky je velmi elegantní a velmi vhodná pro teorii a dokazování. Na druhou stranu, s její pomocí se nedá ¿ádný (aspoò trochu netriviální) integrál spoèítat. Tvar funkcí v rozkladu jednotky je pøíliź komplikovaný, ne¿ aby se pøísluźné integrály daly prakticky vyjádøit. Proto je potøeba mít k dispozici nìjaký zpùsob, jak vlastnì integrály z diferenciálních forem poèítat.

V kapitole o diferenciálních formách v R^n jsme zavedli pojem øetìzce v oblasti ˙ ⊂ R^n . Analogický pojem se bì¿nì pou¿ívá i pro variety. Nechż I_n oznaèuje uzavøenou krychli v R^n . Øekneme, ¿e zobrazení c krychle I_n do variety s krajem M je hladké, pokud je c restrikce hladkého zobrazení ~c : U → M, I_n ⊂ U, U otevøená v R^n . Analogicky k døívìjźímu názvosloví, takovéto zobrazení c nazveme singulární krychle

dimenze n na varietì M s krajem. Symbolem <c>, jako døíve, oznaèíme obor hodnot c(I_n). Øetìzec dimenze n na varietì s krajem M je pak koneèná formální lineární kombinace c = ∑ j a_j c_j , kde a_j ∈ Z a c_j jsou singulární krychle dimenze n; pak <c> = ∪_j <c_j >. V následující vìtì budou hrát øetìzce jen pomocnou roli. Pøi integraci je v¿dy mo¿no vynechat mno¿inu míry nula z integraèního oboru, ani¿ by se hodnota integrálu zmìnila. Pro podmno¿iny variet není tøeba budovat znovu teorii Lebesgueovsky integrovatelných mno¿in. Pou¿ijeme prostì faktu, ¿e hladké obrazy ménì-dimenzionálních mno¿in mají v libovolné mapì míru nula. Je to prostý dùsledek jedné dùle¿ité a známé vìty z analýzy, tzv. Sardovy vìty. Ta øíká, ¿e pro libovolné diferencovatelné zobrazení F mezi euklidovskými prostory má obraz mno¿iny kritických bodù F míru nula. (Její dùkaz je mo¿no nalézt ve skriptech [17].) Pøipomeòme, ¿e bod x je kritický bod F, pokud hodnost Jacobiho matice F v bodì x je menźí ne¿ maximální mo¿ná. Speciálnì, je-li F de˛nováno na otevøené podmno¿inì ˙ ⊂ R^{n−}1 a hodnoty F le¿í v R^n , pak míra mno¿iny F (˙) je nula, neboż je mo¿né F pova¿ovat za zobrazení de˛nované na ˙ × R, které je konstantní v poslední promìnné.

10.10. Vìta. Nechż M je varieta dimenze n s krajem, nechż M1, . . . , M_k jsou otevøené podmno¿iny

variety M a nechż c je øetìzec dimenze n − 1 v M takový, ¿e M lze napsat jako disjunktní sjednocení M = ∪^k_i=1M_i ∪ <c>. Pak pro libovolnou formu ω ∈ E^n(M) s kompaktním nosièem platí ∫ M ω = k∑ i=1 ∫ M_i ω. Dùkaz. Nechż {f_β}_{β∈B} je rozklad jednotky podøízený atlasu {(U_α, φ_α)}_{α∈A} na M. Tedy pro ka¿dé β ∈ B existuje α(β) ∈ A takové, ¿e supp f_β ⊂ U_α(_β). Nechż ω je diferenciální forma stupnì n s kompaktním nosièem. Ze Sardovy vìty (viz pøedchozí poznámka) plyne, ¿e pro ka¿dé α je míra mno¿iny φ_α(<c>) rovna nule. Pak ale ∫ M ω = ∑ β∈B ∫ M f_β ω = ∑ β∈B ∫ φ_α(_β)(U_α(_β))

[φ^−1_α(_β)]^∗(f_βω) =

= ∑ β∈B k∑ i=1 ∫ φ_α(_β)(M_i ∩U_α(_β))

[φ^−1_α(_β)]^∗(f_β ω) = k∑ i=1 [ ∫ M_i ( ∑ β∈B f_βω)] = k∑ i=1 ∫ M_i ω.

10.11. Poznámka. V praxi se otevøené podmno¿iny M_i volí tak, aby se ka¿dá z nich veźla do mno- ¿iny U pro vhodnou mapu (U, φ). Pro nejbì¿nìjźí pøípady variet M, které jsou vnoøeny do euklidovského prostoru R^l , lze vìtźinou najít mapu (U, φ) takovou, ¿e M = U ∪ <c>.

Pøíklady, úlohy a cvièení 10.12. Integrál diferenciálních forem pøes variety.

Vypoètìte integrál z dané diferenciální formy ω pøes varietu M s danou orientací. (a) ω = dx ∧ dy, M je sféra S2, orientovaná pomocí vnìjźí normály. (b) ω = dx ∧ dy + dy ∧ dz, M je þpolovièní elipsoidß {(x, y, z) ∈ R3 ; x2 a2 + y2 b2 + z2 c2 = 1, z > 0}, a, b, c > 0 orientovaný pomocí vnìjźí normály. (c) ω = xz dx ∧ dy, M = {(x, y, z) ∈ R3; x2 = y2 + z2 + 1, x ∈ ⟨1, √ 2)}, orientovaná normálou, která má (v libovolném bodì) první slo¿ku kladnou. (d) ω = dz ∧ dx, M = {(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 = 2z , x, y > 0, z < 1 2 }, orientovaná normálou, její¿ tøetí slo¿ka je vźude na M nekladná.

10.13. Stokesova vìta na varietách.

(a) Pou¿ijte Stokesovu vìtu na výpoèet integrálu z pøíkladu 10.12(a). (b) Pou¿ijte Stokesovu vìtu na výpoèet integrálu ∫ ˙ (x2 + y2) dx ∧ dy, kde podmno¿ina ˙ roviny R2 je dána jako ˙ = {(x, y) ∈ R2; |x| + |y| < 4} − {(x, y) ∈ R2; x2 + y2 ≤ 1} s orientací indukovanou orientací R2 .

(c) Doka¿te pøímým výpoètem Stokesovu vìtu pro formu ω = yz dx na R3 a pro válcovou plochu parametrizovanou ˘ : x = cos φ y = sin φ z = t φ ∈ (0, 2π), t ∈ ⟨a, b⟩, orientovanou pomocí vnìjźí normály (kraj plochy se skládá ze dvou kru¿nic).

11. INTEGRACE FUNKCÍ NA RIEMANNOVÝCH VARIETÁCH 63

(d) Doka¿te pøímým výpoètem Stokesovu vìtu pro formu ω = (y + z) dx na R3 a pro sférickou výseè parametrizovanou ˘ : x = cos φ cos θ y = cos φ sin θ z = sin φ

φ ∈ ⟨^π4 ,^π2 ⟩, θ ∈ ⟨0,^π2 ⟩, orientovanou pomocí vnìjźí normály ke sféøe.

(e) Uka¿te pomocí Stokesovy vìty (pro køivky v R2), ¿e forma ω = x x2 + y2 dy − y x2 + y2 dx ∈ E1(R2 − {(0, 0)}) (viz cvièení 3.15(e)) není exaktní.

(f) Pro ka¿dé n zkuste napsat formu ω ∈ E^{n−}1(R^n −{(0, . . . , 0)}), která je uzavøená, ale nikoli exaktní. Doka¿te její neexaktnost alespoò pro n = 3 obdobným zpùsobem jako v pøípadì (e) { pomocí Stokesovy vìty pro plochy v R3.

11. Integrace funkcí na Riemannových varietách

Integrace na Riemannových varietách.

11.1. Poznámka. Riemannovy variety patøí mezi nejdùle¿itìjźí speciální typy variet. Jejich význam plyne z toho, ¿e jsou základním modelem prostorù, ve kterých je mo¿né mìøit vzdálenosti a úhly. Pøesnìji øeèeno, je velmi dobøe známo z elementární geometrie, ¿e mìøit velikosti vektorù a jejich úhly v lineárním vektorovém prostoru V je mo¿né, pokud je na V dán skalární souèin. Riemannovy variety jsou variety s dodateènou strukturou, kterou je výbìr (pozitivnì de˛nitního) skalárního souèinu na T_mM pro ka¿dé m ∈ M. To pak umo¿òuje mìøit délky vektorù a úhly køivek na takovéto varietì. Jako dalźí dùsledek této struktury je mo¿né také mìøit velikosti objemù a de˛novat integrál z funkcí pøes Riemannovy variety. Vzhledem k tomu, co u¿ v tuto chvíli známe, je mo¿né de˛novat integrály z funkcí pomocí integrálù z diferenciálních forem. K tomu staèí de˛novat tzv. formu objemu.

11.2. De˛nice. Nechż V je reálný vektorový prostor dimenze n. Nechż je na V dán pozitivnì de˛nitní skalární souèin a orientace. Nechż e1, . . . , e_n je libovolná kladnì orientovaná ortonormální báze V a ε1, . . . , ε^n duální báze V^∗. Pak prvek

ω := ε1 ∧ . . . ∧ ε^n ∈ ~^n(V^∗)

nezávisí na výbìru báze a nazývá se element objemu na V.

11.3. Lemma. Element objemu nezávisí na výbìru kladnì orientované báze. Jsou-li navíc v1, . . . , v_n libovolné lineárnì nezávislé vektory, pak èíslo |ω(v1, . . . , v_n)| je rovno objemu rovnobì¿nostìnu urèeného tìmito vektory.

Dùkaz. Staèí dokázat jen druhé tvrzení, neboż objem pøísluźného rovnobì¿nostìnu nezávisí na volbì báze. Nechż e1, . . . , e_n je libovolná kladnì orientovaná ortonormální báze. Pak pro libovolné vektory v_i = ∑ j v^j_i e_j , i = 1, . . . , n, platí ω(v1, . . . , v_n) = det(v^j_i )ω(e1, . . . , e_n) = det(v^j_i ).

Je dobøe známo, ¿e èíslo | det(v^j_i )| je pak rovno objemu pøísluźného rovnobì¿nostìnu. Je také známo, ¿e tento objem lze vypoèítat také jako √ g, kde g = det(g_{ij} ), g_{ij} = ⟨v_i, v_j ⟩ (Grammova matice, Grammùv determinant) { viz cvièení 11.8.

11.4. De˛nice. Nechż M je varieta s krajem dimenze n. Nechż je na M dáno hladké tenzorové pole g typu (0 2 ) s následující vlastností { pro ka¿dé m ∈ M je bilineární forma g(m) na T_mM × T_mM symetrická, nedegenerovaná se signaturou (p, q), p + q = n. Pak g nazýváme pseudo-Riemannovou metrikou signatury (p, q). Samotná varieta se pak nazývá pseudo-Riemannovou varietou. Ve speciálním pøípadì signatury (n, 0) se metrika nazývá Riemannova metrika, pro signaturu (1, n − 1) se nazývá Minkowského metrika. Varieta s Riemannovou metrikou se nazývá Riemannova varieta. Ve speciálním pøípadì dimenze 4 a signatury (1, 3) se pøísluźná varieta obvykle nazývá prostoroèas.

Nechż M je orientovatelná Riemannova varieta dimenze n. Pro danou orientaci o variety M de˛nujeme formu objemu ω_o ∈ E^n(M) po¿adavkem, ¿e pro ka¿dé m ∈ M je ω_o(m) element objemu na T_mM vzhledem k uva¿ované orientaci o. Oznaème pro tuto chvíli symbolem ∫ M,o ω integrál z formy ω pøes varietu M se zvolenou orientací o. Je-li f libovolná hladká funkce s kompaktním nosièem na M, pak de˛nujeme ∫ M fdS := ∫ M,o fω_o. Tento integrál se nazývá integrál 1. druhu z funkce f pøes Riemannovu varietu M.

11.5. Vìta.

(i) Integrál ∫ M fdS nezávisí na výbìru orientace na varietì M a je tedy jednoznaènì urèen strukturou Riemannovy variety.

(ii) Je-li (U, φ) mapa na M a supp f ⊂ U, pak pro funkce

~g_{ij} (x) := g( ∂ ∂x_i , ∂ ∂x_j ) ∘ φ^−1(x); ~g = det(~g_{ij} )

platí ∫ M fdS = ∫ φ(U) (f ∘ (φ)^−1) · √ ~gdx1 . . . dx_n. Dùkaz. (i) Z de˛nice formy objemu ω_o plyne, ¿e ω_{−o} = −ω_o. Tedy ∫ M,−o fω_{−o} = − ∫ M,o fω_{−o} = ∫ M,o fω_o. (ii) Podle de˛nice je ∫ M fdS = ∫ φ(U) [φ^−1]^∗(fω_o).

Je-li {e1, . . . , e_n} kanonická báze R^n , pak

[φ^−1]^∗(ω_o)(e1, . . . , e_n) = ω_o([φ^−1]_∗(e1), . . . , [φ^−1]_∗(e_n)) = ω_o( ∂ ∂x1 , . . . , ∂ ∂x_n ). Ale èíslo ω(^∂_{∂x1} , . . . ,^∂_{∂xn} ) je rovno velikosti rovnobì¿nostìnu, který je urèen vektory^∂_{∂x1} , . . . ,^∂_{∂xn} v T_mM. Toté¿ èíslo je ale dáno výrazem √ g, kde g je determinant Grammovy matice skalárních souèinù g(^∂_{∂xi} ,^∂_{∂xj} ). Ale ~g = g ∘ φ^−1, tedy je toto èíslo zároveò rovno √ ~g. 11.6. Poznámka. Podstatná informace, obsa¿ená v pøedchozí vìtì je význam symbolu þdSß v oznaèení integrálu 1. druhu z funkce. Symbolicky þdS = √ g dx1 . . . dx_nß, g = det(g( ∂ ∂x_i , ∂ ∂x_j ))_{ij} .

To je návod, jak se integrál ∫ M fdS poèítá v lokálních souøadnicích.

Speciální pøípad, který se èasto vyskytuje, je situace, kdy M ⊂ R^n je varieta dimenze k zadaná pomocí n − k rovnic (splòujících v ka¿dém bodì m ∈ M pøedpoklady vìty o implicitním zobrazení). Teèné prostory T_mM se pak chápou jako podprostory R^n a Riemannova metrika na T_mM je pak dána zú¿ením z R^n .

Pøesnìji øeèeno, je-li (U, φ) mapa na M, pak ˘ = φ^−1 : φ(U) ⊂ R^k → R^n je parametrizace U jako¿to regulární plochy dimenze k v R^n .

Teèný prostor T_mM má podle obecné de˛nice bázi ∂ ∂u1 , . . . , ∂ ∂u_k ; u = (u1, . . . , u_k) ∈ R^k .

11. INTEGRACE FUNKCÍ NA RIEMANNOVÝCH VARIETÁCH 65

Na druhou stranu, pro parametricky zadané plochy dimenze k v R^n jsme de˛novali teèný prostor jako podprostor R^n generovaný vektory ∂˘ ∂u1 , . . . , ∂˘ ∂u_k . Pro vektory v R^n je de˛nován kanonický euklidovský skalární souèin. Staèí tedy si uvìdomit, ¿e (viz 8.3) ∂ ∂u_i ≡ ∂˘ ∂u_i ; i = 1, . . . , k a na T_mM je tímto ztoto¿nìním indukován skalární souèin. Tímto zpùsobem je standardnì de˛nována struktura Riemannovy variety na varietách M ⊂ R^n tohoto typu.

Pak ale g_{ij} = ⟨ ∂˘ ∂u_i , ∂˘ ∂u_j ⟩, g = det(g_{ij} ), dS = √ g du1 . . . du_k. V pøípadì dvourozmìrné plochy se tato èísla klasicky oznaèují jako E = ⟨˘_u, ˘_u⟩, F = ⟨˘_u, ˘_v ⟩, G = ⟨˘_v, ˘_v ⟩, kde ˘_u, ˘_v znaèí parciální derivace ˘ podle promìnných u, v. Potom dS = √ EG − F 2 du dv. 11.7. Variety dimenze n − 1 v R^n . Nejèastìji se vyskytuje speciální zpùsob právì popsané situace, kdy M je nadplocha, tj. je zadaná jen jednou rovnicí f = 0 v R^n . Pøedpokládejme, ¿e je na M dána orientace. Ta, jak víme, mù¿e být dána buï pomocí orientovaného atlasu, nebo (hladkým) vektorovým polem ⃗N jednotkových normálových vektorù.

Obecná forma stupnì n − 1 na R^n má tvar ω = n∑ i=1 (−1)^i+1T_i dx1 ∧ . . . ∧ dx_{i−}1 ∧ dx_i+1 ∧ . . . ∧ dx_n. Koe˛cienty {T_i} této formy jsou èasto ztoto¿òovány s vektorovým polem ⃗T = (T1, . . . , T_n) (formálnì vzato lze ⃗T vyjádøit pomocí Hodgeova operátoru jako ⃗T = (−1)^{n−}1 ∗ ω { viz cvièení 2.12). Pokud de˛nièní obor vektorového pole ⃗T obsahuje M, pak se de˛nuje integrál 2. druhu ∫ M ⃗T d⃗S pøedpisem ∫ M ⃗T d⃗S = ∫ M ω = ∫ M ∑ i (−1)^i+1T_idx1 ∧ . . . ∧ dx_{i−}1 ∧ dx_i+1 ∧ . . . ∧ dx_n. V tomto pøípadì pak existuje jednoduchá souvislost mezi integrálem 1. a 2. druhu. Symbolicky se tato souvislost dá popsat vztahy d⃗S = ⃗NdS, ⃗Nd⃗S = dS. Pøesnìji, pro ka¿dou funkci f a vektorové pole ⃗T platí ∫ M ⃗T d⃗S = ∫ M ⟨ ⃗T , ⃗N⟩dS a ∫ M fdS = ∫ M [f ⃗N]d⃗S. Abychom se pøesvìdèili, ¿e je to pravda, zvolme libovolnou kladnì orientovanou mapu (U, φ) na M.

Pak ˘ = φ^−1 : φ(U) → U je parametrický popis U. Oznaème

⃗R = (−1)^{n−}1 ∗ ( ∂˘ ∂u1 ∧ . . . ∧ ∂˘ ∂u_{n−}1 ) = [ ∂˘ ∂u1 , . . . , ∂˘ ∂u_{n−}1 ] (vnìjźí souèin { viz cvièení 2.9), vektorové pole ⃗N je dáno vztahem ⃗N = ⃗R ‖ ⃗R‖ . Pak staèí si uvìdomit, ¿e pro ω_i = (−1)^i+1dx1 ∧ . . . ∧ dx_{i−}1 ∧ dx_i+1 ∧ . . . ∧ dx_n platí

˘^∗(ω_i) = (−1)^i+1 det ∂(˘1, . . . , ˘_{i−}1, ˘_i+1, . . . , ˘_n) ∂(u1, . . . , u_{n−}1) du1 ∧ . . . ∧ du_{n−}1 = ‖ ⃗R‖ · N_i du1 ∧ . . . ∧ du_{n−}1, tedy pro vźechny hladké funkce f na M s kompaktním nosièem platí ∫ M fω_i = ∫ M f · N_i dS. Symbolicky tedy N_i dS = (−1)^i+1dx1 ∧ . . . ∧ dx_{i−}1 ∧ dx_i+1 ∧ . . . ∧ dx_n = (d⃗S)_i. Pøíklady, úlohy a cvièení 11.8. Objem rovnobì¿nostìnu. Jsou-li v_i = ∑_n j=1 v^ji e^j vektory v R^n , i = 1, . . . , n, oznaème V := (v^ji ) matici jejich koe˛cientù vùèi kanonické bázi a g_{ij} := ⟨v_i, v_j ⟩ prvky Grammovy matice G. Doka¿te, ¿e √ det G = | det V |, co¿ je objem rovnobì¿nostìnu urèeného vektory v_i, i = 1, . . . , n.

11.9. Integrál prvního druhu.

(a) Vypoètìte délku kru¿nice a plochu sféry, tj. integrály ∫ S1 dS a ∫ S2 dS . Vypoètìte integrál prvního druhu z funkce f pøes varietu M. (b) f(x, y, z) = √ x2 + y2 + 1, M je źroubová plocha (helikoid), zadaná parametrizací

˘ : x = r cos φ y = r sin φ z = φ r ∈ (0, R), R > 0, φ ∈ (0, 2π). (c) f(x, y, z) = x2 − y2 + z4, M je ku¿elová plocha zadaná rovnicí x2 + y2 = z2, z ∈ (0, T ), T > 0. (d) f(x, y, z) = x + y + z, M je válcová plocha zadaná rovnicí x2 + y2 = r2, r > 0, z ∈ (a, b).

12. Algebraické a topologické vlastnosti diferenciálních forem

Algebra forem 12.1. Poznámka. V moderní diferenciální geometrii hraje dùle¿itou roli algebraická formulace mnoha základních vlastností variety M. Na prvním místì jsou to vlastnosti algebry funkcí E0(M) (po- ¿adavky na regularitu èi hladkost mohou být rùzné, napø. spojitost èi hladkost). Samotná varieta M mù¿e být za urèitých okolností zrekonstruována ze znalosti této algebry, co¿ je slavný výsledek Gelfandùv (viz napø. [4]). V této závìreèné kapitole skript probereme nìkteré základní informace o vlastnostech (gradované) algebry diferenciálních forem a o jejich pou¿ití v topologii.

12. ALGEBRAICKÉ A TOPOLOGICKÉ VLASTNOSTI DIFERENCIÁLNÍCH FOREM 67

12.2. Algebra E^∗(M). Algebra E^∗(M) = ⊕_kE^k(M) má, jako reálný vektorový prostor, nekoneènou dimenzi. Zajímavìjźí je uva¿ovat ji jako modul nad algebrou A = E0(M). V jednoduchém pøípadì, napø. pro M = R^n , je algebra E^∗(M) volný modul dimenze 2^n nad A s bází {dx_J }. Je-li M kompaktní, pak je E^∗(M) koneènì generovaný modul nad A (staèí pou¿ít libovolné koneèné pokrytí mapami a odpovídající rozklad jednotky). Je u¿iteèné si uvìdomit, ¿e tedy na kompaktní varietì lze ka¿dou formu ω ∈ E^k(M) napsat ve tvaru koneèného souètu ω = ∑ j f_j dg_j1 ∧ . . . ∧ dg_{jk} , kde f_j , g_{ji} ∈ E0(M). Pro obecnou varietu je mo¿né dokázat podobné tvrzení pomocí rozkladu jednotky, který vźak ji¿ bude jen lokálnì koneèný. Pøesnìji, pomocí libovolného lokálnì koneèného atlasu a pøísluźného rozkladu jednotky uká¿eme, je-li potøeba, ¿e ka¿dou formu ω ∈ E^k(M) lze napsat jako souèet ω = ∑ α ω_α, kde souèet pøes α je lokálnì koneèný, t.j. pro ka¿dý bod m ∈ M existuje okolí U(m) takové, ¿e U(m) ∩ supp(ω_α) ≠ ∅ jen pro koneènì mnoho indexù α. Ka¿dou formu ω_α pak je mo¿né pomocí souøadnic rozlo¿it do kanonického tvaru.

Základní algebraickou vlastností E^∗(M) je její gradace E^∗(M) = ⊕_kE^k(M) a to, ¿e je tzv. gradovanì komutativní, t.j. ¿e platí ω ∧ τ = (−1)^{kl}τ ∧ ω pro vźechny ω ∈ E^k(M), τ ∈ E^l(M). Tuto vlastnost je mo¿né také formulovat pomocí Z2-gradace. Oznaème E+(M), resp. E^−(M) podprostor vźech forem sudého, resp. lichého stupnì, pak E^∗(M) = E+(M) ⊕ E^−(M) a je-li ω ∈ E^a(M), τ ∈ E^b(M); a, b ∈ {±1}, pak ω ∧ τ = abτ ∧ ω. Tato vlastnost algebry E^∗(M) je zøejmì dùsledkem té¿e vlastnosti vnìjźí algebry ~^∗(V ) libovolného vektorového prostoru V. To vźe pøirozenì patøí do teorie superprostorù a superalgeber, která se pod vlivem teoretické fyziky rychle rozvíjí v posledních desetiletích, víc informací lze nalézt napø. v [3].

Pøipomeòme si (viz poznámku 8.10), ¿e mno¿ina X (M) vektorových polí se dá charakterizovat jako mno¿ina vźech derivací (t.j. lineárních zobrazení s Leibnizovou vlastností) algebry A. Ka¿dá diferenciální forma ω ∈ E^k(M) je k-lineární antisymetrické zobrazení vektorových polí do sebe (viz pozn. 9.2). V øeèi multilineárních zobrazení modulù nad algebrou A lze de˛nici vnìjźího souèinu ω ∧ τ, ω ∈ E^k(M), τ ∈ E^l(M) alternativnì popsat pomocí ω ∧ τ(X1, . . . , X_k+_l) = 1 k!l! ∑ σ∈S_k+_l sgn σω(X_σ(1), . . . , X_σ(_k))τ(X_σ(_k+1), . . . , X_σ(_k+_l)).

Je u¿iteèné si uvìdomit následující popis vícenásobného souèinu 1-forem jako multilineárního zobrazení.

12.3. Vìta. Jsou-li α1, . . . , α_k ∈ E1(M), pak pro libovolná pole X1, . . . , X_k ∈ X (M) platí [α1 ∧ . . . ∧ α_k](X1, . . . , X_k) = det(α_i(X_j ))^k_{i,j}=1.

Dùkaz. Staèí pou¿ít indukci vzhledem ke k. Pro k = 2 je tvrzení okam¿itý dùsledek de˛nice vnìjźího souèinu. Pøepokládejme, ¿e je tvrzení pravdivé pro souèin k − 1 forem stupnì 1. Pak [α1∧(α2 . . . ∧ α_k)](X1, . . . , X_k) = = (1/(k − 1)!) ∑ σ∈S_k sgn σα1(X_σ(1))[α2 ∧ . . . ∧ α_k](X_σ(2), . . . , X_σ(_k)) =

= (1/(k − 1)!) ∑ σ∈S_k sgn σα1(X_σ(1)) ∑ τ ∈S_k�1 sgn τα2(X_{τ σ}(2)) . . . α_k(X_{τ σ}(_k)) =

= (1/k!) ∑ σ0_{∈Sk} sgn σ^′α1(X_σ0(1)) . . . α_k(X_σ0(_k)) =

= det(α_i(X_j ))^k_{i,j}=1.

Gradované derivace na algebøe forem 12.4. Poznámka. De Rhamùv diferenciál d má dvì vlastnosti, které jsou charakteristické a které se vyskytují i u dalźích lineárních operátorù z prostoru diferenciálních forem E^∗(M) do sebe. První z nich je vzorec pro derivaci souèinu dvou forem, který (a¿ na ev. zmìnu znaménka) je Leibnizova vlastnost derivace souèinu. Druhý je fakt, ¿e zvyźuje stupeò formy o jednièku. To je inspirací pro následující de˛nici.

12.5. De˛nice. Nechż j je celé èíslo a nechż D : E^∗(M) → E^∗(M) je lineární zobrazení. Oznaème

E^l(M) = {0} pro l ∈ Z, l ∉ {0, . . . , n}. Øekneme, ¿e D je gradovaná derivace stupnì j pokud platí:

1. D ( E^k (M) ) ⊂ E^k+^j (M), k = 0, . . . , n. 2. Pro vźechny ω ∈ E^k(M), τ ∈ E^∗(M) platí D(ω ∧ τ) = D(ω) ∧ τ + (−1)^{jk} ω ∧ D(τ).

12.6. Poznámka. De Rhamùv diferenciál d je tedy gradovaná derivace stupnì 1. Vźimnìte si, ¿e gradované derivace stupnì j menźí ne¿ −1 jsou nutnì triviální. Takovéto zobrazení by nutnì ka¿dé funkci a 1-formì pøiøadilo formu záporného stupnì, to jest nulu, a z vlastnosti 2) by ihned plynulo, ¿e obraz libovolné formy je nula. Za chvíli si uká¿eme dalźí pøíklady gradovaných derivací.

12.7. De˛nice. Nechż X je hladké vektorové pole na M. Pak de˛nujeme lineární zobrazení ι_X :

E^k(M) → E^{k−}1(M) pøedpisem [ι_X (ω)](X1, . . . , X_{k−}1) = ω(X, X1, . . . , X_{k−}1); kde X1, . . . , X_{k−}1 ∈ X (M); ω ∈ E^k(M). Zobrazení ι_X se nazývá kontrakce vzhledem k vektorovému poli X.

12.8. Pøíklad. Pro rozlo¿itelnou formu ω = α1 ∧ . . . ∧ α_k ∈ E^k(M) a pro ka¿dé X1 ∈ X (M) platí

ι_{X1} ω = k∑ l=1 (−1)^l+1α_l(X1)α1 ∧ . . . ∧ ^α_l ∧ . . . ∧ α_k, kde støíźka nad α_l znamená, ¿e tento faktor v souèinu chybí. Toto tvrzení ihned plyne z de˛nice kontrakce a z rozvoje determinantu matice (α_i(X_j ))^k_{i,j}=1 podle prvního sloupce.

12.9. Vìta. Nechż X je libovolné vektorové pole na M. Pak kontrakce ι_X je gradovaná derivace

stupnì −1 na E^∗(M).

Dùkaz. Staèí zøejmì ovìøit jenom druhou vlastnost z de˛nice. Zobrazení ι_X je lineární, staèí tedy ovìøit vlastnost

ι_X (ω ∧ τ) = ι_X (ω) ∧ τ + (−1)^{−k}ω ∧ ι_X (τ)

pro rozlo¿itelné formy. Pøedpokládejme tedy, ¿e ω = α1 ∧. . .∧α_k ∈ E^k(M), τ = α_k+1 ∧. . .∧α_k+_l ∈ E^l(M). Pak [ι_{X1} (ω ∧ τ)](X2, . . . , X_k+_l) = det(α_i(X_j ))^k+^l_{i,j}=1.

Nyní staèí rozvinout determinant podle prvního sloupce a pou¿ít popis kontrakce rozlo¿itelné formy v pøedchozím pøíkladu.

12.10. Poznámka. Jak je obvyklé pro derivace, slo¿ení dvou derivací (prvního øádu) ji¿ není derivace (prvního øádu). U vektorových polí jsme vidìli, ¿e ale komutátor dvou vektorových polí je opìt vektorové pole (viz 8.12). Podobnì je tomu s gradovanými derivacemi. Jejich slo¿ení není gradovaná derivace; uká¿eme si vźak nyní, ¿e vhodný gradovaný komutátor dvou gradovaných derivací je opìt gradovaná derivace. To je také systematický zpùsob, jak konstruovat nové gradované derivace pomocí ji¿ známých gradovaných derivací.

12. ALGEBRAICKÉ A TOPOLOGICKÉ VLASTNOSTI DIFERENCIÁLNÍCH FOREM 69 12.11. Vìta. Nechż D1 je gradovaná derivace stupnì j1 a D2 je gradovaná derivace stupnì j2. Pak

jejich gradovaný komutátor [D2, D1] de˛novaný pomocí vzorce [D2, D1] := D2 D1 − (−1)^{j1j2} D1 D2 je gradovaná derivace stupnì j1 + j2.

Dùkaz. Nechż ω ∈ E^k(M), τ ∈ E^l(M). Pak [D2, D1](ω ∧ τ) = =D2[D1(ω) ∧ τ + (−1)^{j1k}ω ∧ D1(τ)] − (−1)^{j1j2} D1[D2(ω) ∧ τ + (−1)^{j2k}ω ∧ D2(τ)] = =D2 D1(ω) ∧ τ + (−1)^{j2}(^k+^{j1} )D1(ω) ∧ D2(τ) +

+ (−1)^{j1k}D2(ω) ∧ D1τ + (−1)(^{j1}+^{j2})^kω ∧ D2 D1(τ) + + (−1)^{j1j2}+1[D1 D2(ω) ∧ τ + (−1)^{j1}(^k+^{j2})D2(ω) ∧ D1(τ) + + (−1)^{j2k}D1(ω) ∧ D2τ + (−1)(^{j1}+^{j2})^kω ∧ D1 D2(τ)] = =[D2, D1](ω) ∧ τ + (−1)(^{j1}+^{j2})^kω ∧ [D2, D1](τ).

12.12. De˛nice. Nechż X je vektorové pole na M. Pak Lieova derivace L_X na prostoru diferenciálních forem E^∗(M) je de˛nována jako gradovaný komutátor de Rhamova diferenciálu a kontrakce vzhledem k vektorovému poli X :

L_X := [d, ι_X ] = d ∘ ι_X + ι_X ∘ d. (20) Lieova derivace je tedy gradovaná derivace na E^∗(M) stupnì 0.

12.13. Pøíklad. Ihned z de˛nice je mo¿né spoèítat, jak vypadá Lieova derivace funkce èi 1-formy. Je-li X vektorové pole a f funkce na M, pak L_X (f) = ι_X (df) = df(X) = Xf. Je-li ω = df exaktní 1-forma, pak L_X (df) = d(ι_X (df)) = d(Xf). Leibnizovo pravidlo umo¿òuje redukovat výpoèet Lieovy derivace forem vyźźích stupòù postupnì a¿ na výźe uvedené dva pøípady.

12.14. Poznámka. Tradièní geometrická de˛nice Lieovy derivace je jiná, je zalo¿ená na pojmu jednoparamterické grupy transformací, generované pøísluźným vektorovým polem. Pokud je pou¿ita tato geometrická de˛nice, pak je výźe uvedený vztah 20 pro Lieovu derivaci ekvivalentní de˛nicí (pøísluźný vztah se obvykle nazývá Cartanùv vzorec). Podrobnìjźí komentáø ke geometrické de˛nici Lieovy derivace (obecných) tenzorových polí je mo¿no nalézt ní¿e.

Pøirozená otázka je, jestli není mo¿né pomocí gradovaných komutátorù Lieovy derivace s kontrakcemi zkonstruovat dalźí gradované derivace. Nìco o tom øíká následující tvrzení.

12.15. Vìta. Jsou-li X, Y dvì vektorová pole na M, pak [L_X , ι_Y ] = ι[_{X,Y} ]; [L_X , d] = 0; [L_X , L_Y ] = L[_{X,Y} ]; [ι_X , ι_Y ] = 0.

Dùkaz. Levé i pravé strany pøísluźných rovností jsou gradované derivace, staèí tedy (díky Leibnizovì vlastnosti) ovìøit tyto rovnosti pro funkce a exaktní 1-formy.

V prvním vztahu jsou obì strany derivace stupnì −1. Pro funkce jsou tedy obì strany rovné nule a je-li ω = df, pak [L_X , ι_Y ](df) = L_X (df(Y )) − ι_Y (L_X (df)) = X(Y f) − [d(Xf)](Y ) = = [X, Y ](f) = ι[_{X,Y} ](df). Druhý vztah plyne z toho, ¿e L_X ∘ d = d ∘ ι_X ∘ d = d ∘ L_X . Proto¿e L_X a d komutují, staèí tøetí vztah ovìøit pouze pro funkce, kde plyne ihned z de˛nice.

Poslední tvrzení je dùsledkem toho, ¿e [ι_X , ι_Y ] je gradovaná derivace stupnì −2, která je nutnì triviální.

Následující vìta popisuje zpùsob, jak vypoèítat hodnotu Lieovy derivace, resp. de Rhamova diferenciálu jako multilineárního zobrazení, t.j. hodnoty na zvolené k-tici vektorových polí. Tyto formule jsou velmi u¿iteèné a èasto se pou¿ívají pøi globálních výpoètech. Jejich výhodou je, ¿e (na rozdíl od obvyklé de˛nice de Rhamova diferenciálu) nepou¿ívají lokální souøadnice. Globální formule pro dω, uvedená v následující vìtì je pøedobraz a inspirace formule pro diferenciál komplexu, kterým se de˛nuje homologie Lieových algeber a zaslou¿í si zvláźtní pozornost.

12.16. Vìta. Pro vektorová pole X, X0, . . . , X_k ∈ X (M) a formu ω ∈ E^k(M) platí [L_X ω] (X1, . . . , X_k) = = L_X [ω(X1, . . . , X_k)] − k∑ i=1 ω(X1, . . . , X_{i−}1, [X, X_i], X_i+1, . . . , X_k). a [dω](X0, . . ., X_k) = k∑ i=0 (−1)^iX_i[ω(X0, . . . , ^X_i, . . . , X_k)] + + ∑ 0≤i<j≤k (−1)^i+^j ω([X_i, X_j ], X0, . . . , ^X_i, . . . , ^X_j , . . . , X_k). Dùkaz. První tvrzení se dá pøeformulovat ve tvaru ι_{Xk} . . . ι_{X1} L_X = L_X ι_{Xk} . . . ι_{X1} − k∑ i=1 ι_{Xk} . . . ι_{Xi+1} ι[_{X,Xi} ]ι_{Xi}�_1 . . . ι_{X1} . To ale snadno plyne indukcí s pou¿itím vztahu [L_X , ι_Y ] = ι[_{X,Y} ].

Druhé tvrzení doká¿eme indukcí podle stupnì formy ω. Je-li ω = f funkce, pak se tvrzení redukuje na samozøejmý vztah df(X) = Xf. Pøedpokládejme tedy platnost tvrzení pro formy, jejich¿ stupeò je menźí ne¿ k. Nechż ω ∈ E^k(M). Pak (s pou¿itím indukèního pøedpokladu pro (k − 1)-formu ι_{X0} (ω)) [dω](X0, . . . , X_k) = ι_{Xk} . . . (ι_{X0} (dω)) = =ι_{Xk} . . . (ι_{X1} [L_{X0} ω − d(ι_{X0} (ω))] = =L_{X0} ι_{Xk} . . . ι_{X1} (ω) − k∑ i=1 ι_{Xk} . . . ι_{Xi+1} ι[_{X0,Xi} ]ι_{Xi}�_1 . . . ι_{X1} (ω) −

− k∑ i=1 (−1)^{i−}1X_i[ω(X0, X1, . . . , ^X_i, . . . , X_k)] − − ∑ 1≤i<j≤k (−1)^i+^j ω(X0, [X_i, X_j ], X1, . . . , ^X_i, . . . , ^X_j , . . . , X_k) =

=X0[ω(X1, . . . , X_k)] + k∑ i=1 (−1)^iX_i[ω(X0, X1, . . . , ^X_i, . . . , X_k)] + + ∑ 0≤i<j≤k (−1)^i+^j ω([X_i, X_j ], X0, X1, . . . , ^X_i, . . . , ^X_j , . . . , X_k). 12.17. Poznámka. Geometrická interpretace Lieovy derivace.

Dùle¿itý pojem v analýze na varietách je jednoparametrická grupa difeomor˛smù. Nechż pro ka¿dé

t ∈ R existuje difeomor˛smus ˘t : M → M tak, ¿e

˘_s ∘ ˘_t = ˘_s+_t; s, t, s + t ∈ R.

Pak {˘_t} nazveme jednoparametrickou grupou difeomor˛smù. Jí odpovídá vektorové pole X dané vztahem X_m(f) = d(f ∘ ˘_t(m)) dt (0).

12. ALGEBRAICKÉ A TOPOLOGICKÉ VLASTNOSTI DIFERENCIÁLNÍCH FOREM 71

Køivky γ_m(t) := ˘_t(m) jsou pak tzv. integrální køivky vektorového pole X. (Pøipomeòme, ¿e integrální køivka φ_m(t) vektorového pole X procházející bodem m ∈ M je øeźení soustavy obyèejných diferenciálních rovnic^{dφm}_{dt} (t) = X(φ_m(t)) splòující poèáteèní podmínku φ_m(0) = m.) Za urèitých pøedpokladù (napø. pro kompaktní variety) je mo¿no dokázat pro dané vektorové pole X existenci jednoparametrické grupy difeomor˛smù generované (v uvedeném smyslu) vektorovým polem X. Pro obecnou varietu je tøeba zavést ponìkud obecnìjźí pojem lokální jednoparametrické grupy difeomor˛smù, pro kterou je pøísluźný difeomor˛smus ˘_t de˛nován pro dost malé t, co¿ staèí pro de˛nici odpovídajícího vektorového pole X urèeného touto lokální jednoparametrickou grupou. Pak je mo¿né dokázat (viz napø. [21]), ¿e pro ka¿dé vektorové pole na M lze najít pøíluźnou lokální jednoparametrickou grupu transformací, která generuje toto vektorové pole.

Existence (lokální) jednoparametrické grupy difeomor˛smù umo¿òuje de˛novat Lieovu derivaci obecnì pro libovolné tenzorové pole (kovariantní, kontravariantní èi smíźené). My se zde omezíme jen na pole kovariantní, (ostatní pøípady je mo¿né najít napø. v knize [21]) a uká¿eme, ¿e pro takto de˛novanou geometrickou Lieovu derivaci platí Cartanùv vzorec 20 (který jsme výźe pou¿ili pøi de˛nici Lieovy derivace diferenciálních forem).

12.18. De˛nice. Nechż X je hladké vektorové pole na M a nechż existuje jednoparametrická grupa difeomor˛smù ˘_t generovaná vektorovým polem X. Pak pro ka¿dé (hladké) tenzorové pole T na M typu (0 s ) de˛nujeme tenzorové pole L_X T tého¿ typu pøedpisem

[L_X T ](m) = lim_{t→}0

[˘^∗_t T ](m) − T (m) t = d dt | | | |_t =0 ([˘^∗_t (T )](m)) .

Je zøejmé, ¿e pro danou formu ω ∈ E^k(M) je rovnì¿ L_X ω ∈ E^k(M).

12.19. Vìta. Nechż X je hladké vektorové pole na M a nechż existuje jednoparametrická grupa

transformací ˘_t generovaná vektorovým polem X. Pak pro ka¿dou formu ω platí

L_X (ω) = L_X (ω).

Dùkaz. Nejdøíve uká¿eme, ¿e L_X je gradovaná derivace stupnì 0. Jsou-li ω, τ libovolné formy, pak platí

L_X (ω ∧ τ)(m) = d dt | | | t=0 ([˘^∗_t (ω)](m) ∧ [˘^∗_t (τ)](m)) = [L_X (ω) ∧ τ](m) + [ω ∧ L_X (τ)](m).

(Pro odùvodnìní druhé rovnosti by, striktnì vzato, bylo tøeba vyhodnotit vźechny formy na pøísluźném mno¿ství vektorových polí a pak pou¿ít vlastnost derivace souèinu funkcí.) Pøenáźení diferenciálních forem komutuje s vnìjźím diferenciálem. Z de˛nice Lieovy derivace L_X plyne tedy ihned, ¿e i ona komutuje s vnìjźím diferenciálem. Zbývá tedy ovìøit tvrzení pro pøípad forem stupnì 0, t.j. pro funkce:

L_X (f) = d dt | | | |_t =0 (˘^∗_t (f)) = Xf = L_X (f).

De Rhamovy kohomologické grupy, homotopická invariance.

Z hlediska algebraické topologie a nekomutativní geometrie hraje dùle¿itou roli tzv. de Rhamùv komplex. Jeho de˛nice je identická s de˛nicí zmínìnou v kapitole o diferenciálních formách na R^n (viz 3.8).

Pøipomeòme si, ¿e de Rhamùv diferenciál d zobrazuje E^k(M) do E^k+1(M) a ¿e d ∘ d = 0. Pak pro k = 0, . . . , n de˛nujeme k-tou de Rhamovu kohomologickou grupu H^k_{DR}(M) := {ω ∈ E^k(M); dω = 0}/{ω = dτ; τ ∈ E^{k−}1(M)}. Grupovou operací budeme rozumìt sèítání tøíd uzavøených forem indukované sèítáním uzavøených forem. Uvìdomte si, ¿e tato operace je dobøe de˛nována { souèet dvou exaktních forem je exaktní.

De Rhamovy grupy popisují topologické vlastnosti variety M. Tento fakt úzce souvisí s homotopickou invariancí de Rhamových grup. Tím se myslí jejich následující velmi dùle¿itá vlastnost.

12.20. Vìta [o homotopii]. Je-li F : M → N hladké zobrazení, pak zobrazení F^∗ : E^k(N) →

E^k(M) indukuje zobrazení F^∗ : H^k_{DR}(N) → H^k_{DR}(M).

Jsou-li zobrazení F, G : M → N (hladce) homotopická, tj. pokud existuje hladké zobrazení h : ⟨0, 1⟩ × M → N takové, ¿e h(0, m) = F (m), h(1, m) = G(m); m ∈ M, pak pro vźechny k platí F^∗ = G^∗ : H^k_{DR}(N) → H^k_{DR}(M).

Døíve ne¿ probereme dùkaz uvedené vìty, je tøeba zavést nìkolik pojmù. 12.21. De˛nice.

Nechż M je varieta, pak souèin ⟨0, 1⟩×M je varieta s krajem. Je-li F hladká funkce na ⟨0, 1⟩×M, pak F lze integrovat podle promìnné t ∈ ⟨0, 1⟩. Pøesnìji øeèeno, ka¿dé funkci F ∈ E0(⟨0, 1⟩ × M), pøiøadíme funkci f(x) = ∫ 1 0 F dt ∈ E 0(M) pøedpisem f(x) = ∫ 1 0 F (t, x)dt. Oznaème^∂_{∂t} kanonické vektorové pole na ⟨0, 1⟩ × M. Budeme de˛novat operátor L : ω ∈ E^p(⟨0, 1⟩ × M) −→ E^{p−}1(M) pøedpisem [Lω](X2, . . . , X_p) = ∫ 1 0 ω( ∂ ∂t , X2, . . . , X_p)dt. Je zøejmé, ¿e Lω je antisymetrické multilineární zobrazení vektorových polí na M, t.j. (p − 1)-forma na M. 12.22. Pøíklad. V lokálních souøadnicích se operátor L snadno popíźe. Pøedpokládejme, ¿e M = R^n . Pak se forma ω dá napsat ve tvaru ω = ∑ |I|=p−1 α_I (t, x)dt ∧ dx_I + ∑ |J|=p β_J (t, x)dx_J . a ω( ∂ ∂t , X2, . . . , X_p) = ∑ I α_I (t, x)dx_I (X2, . . . , X_p); Lω = ∑ I ( ∫ 1 0 α_I (t, x)dt)dx_I . 12.23. Vìta. Oznaème symbolem s_i, i = 0, 1, zobrazení variety M do ⟨0, 1⟩ × M daná pøedpisem

s0(x) = (0, x); s1(x) = (1, x).

Pak pro libovolnou formu ω ∈ E^p(⟨0, 1⟩ × M) platí L(dω) + d(Lω) = s^∗1ω − s^∗0ω. Dùkaz. Vźechny operátory pou¿ívané v dokazovaném vztahu (operátory L, d, s^∗_i ) jsou lineární. Pokud rozlo¿íme formu ω pomocí rozkladu jednotky na lokálnì koneèný souèet ∑ α ω_α, pak Lω = ∑ α Lω_α je také lokálnì koneèný souèet a toté¿ platí i pro ostatní operátory. Je tedy mo¿né pøedpokládat, ¿e ω má nosiè v ⟨0, 1⟩ × U, kde U ⊂ M je nìjaké souøadnicové okolí.

V pøísluźných lokálních souøadnicích (x1, . . . , x_n) staèí uva¿ovat dva pøípady: 1) ω = βdx_J , |J| = p, 2) ω = αdt ∧ dx_I , |I| = p − 1. V prvním pøípadì je Lω = 0 (neboż ω neobsahuje diferenciál dt) a L(dω) = (∫ 1 0 ( dβ dt ) dt ) ∧ dx_J = s^∗1ω − s^∗0ω. V druhém pøípadì forma ω obsahuje diferenciál dt, tedy zøejmì s^∗_i ω = 0, i = 0, 1, (neboż s^∗_i (dt) = 0).

Podle de˛nice operátoru L dostaneme d(Lω) = d( ∫ 1 0 α(t, x)dt) ∧ dx_I = ∑ i ( ∫ 1 0 ∂α ∂x_i dt) ∧ dx_i ∧ dx_I

12. ALGEBRAICKÉ A TOPOLOGICKÉ VLASTNOSTI DIFERENCIÁLNÍCH FOREM 73 a L(dω) = L( ∑ i ∂α ∂x_i dx_i ∧ dt ∧ dx_J ) = − ∑ i ( ∫ 1 0 ∂α ∂x_i dt)dx_i ∧ dx_J .

12.24. Dùkaz vìty o homotopii. Nejdøíve si rozmyslíme, ¿e indukované zobrazení F je dobøe de˛nované. Vzhledem k tomu, ¿e d komutuje s F^∗, je pro ka¿dou uzavøenou formu ω forma F^∗(ω) také uzavøená a de˛nuje tøídu [F^∗(ω)], která je obrazem tøídy [ω]. Pokud se dvì formy ω, τ liźí o exaktní formu, t.j. pokud existuje ν, ω − τ = dν, pak F^∗(ω) − F^∗(τ) = F^∗(dν) = d(F^∗(ν)).

Je-li h homotopie mezi zobrazeními F, G a je-li ω uzavøená forma, pak G^∗ω − F^∗ω = s^∗1h^∗ω − s^∗0h^∗ω = d(L(h^∗ω)). Tedy G^∗ω a F^∗ω urèují tentý¿ prvek de Rhamovy kohomologické grupy.

Øekneme, ¿e varieta M je jednoduźe souvislá, pokud je Id_M homotopická s konstantním zobrazením na M. (Zkuste porovnat s de˛nicí jednoduźe souvislé oblasti ˙ ⊂ R2 , kterou pravdìpodobnì znáte z komplexní analýzy.) Jednoduchým dùsledkem homotopické invariance je pak fakt, ¿e pro jednoduźe souvislé variety jsou de Rhamovy grupy triviální. Speciálním pøípadem je pak tzv. Poincarého lemma.

12.25. Vìta.

1) Je-li hladké zobrazení F variety M do variety N homotopické s konstantním zobrazením, pak je zobrazení F^∗ : H^k_{DR}(N) → H^k_{DR}(M) triviální pro ka¿dé k ≥ 1.

2) Poincarého lemma Nechż M je varieta. Pak je lokálnì ka¿dá uzavøená forma exaktní, t.j. pro ka¿dý

bod m ∈ M existuje okolí U bodu m takové, ¿e H^k_{DR}(U) = 0 pro ka¿dé k = 1, . . . , n.

Pøipomeòme si, ¿e ve cvièení 3.15(f) byla popsána pro pøípad M = R^n explicitní konstrukce formy τ, pro kterou dτ = ω.

Dùkaz. První èást vìty plyne z toho, ¿e je-li G konstantní zobrazení, pak ihned z de˛nice pøenáźení diferenciálních forem plyne, ¿e G^∗(ω) = 0 pro ka¿dou formu ω kladného stupnì.

Druhá èást je dùsledkem faktu, ¿e pro ka¿dý bod m ∈ M lze najít mapu (U, φ) tak, ¿e m ∈ U a φ(U) je konvexní mno¿ina v R^n . Tedy na U je identita homotopická s konstatním zobrazením. Tedy zobrazení Id^∗ je triviální. Ale zobrazení Id^∗ indukované identickým zobrazením na E^k(M) je identické zobrazení na H^k_{DR}(M). Pøíklady, úlohy a cvièení 12.26. Kohomologické grupy. Pøíklady nìkterých kohomologických grup:

H0DR(R2) = 0 H0DR(R2 − {0}) = 0 H1DR(R2) = 0 H1DR(R2 − {0}) ≃ Z H2DR(R2) = 0 H2DR(R2 − {0}) = 0 H0DR(R3 − {0}) = 0 H0DR(R3 − R) = 0 H1DR(R3 − {0}) = 0 H1DR(R3 − R) ≃ Z H2DR(R3 − {0}) ≃ Z H2DR(R3 − R) = 0 H3DR(R3 − {0}) = 0 H3DR(R3 − R) = 0 Vztah H^kDR(˙) = 0, znamená, ¿e ka¿dá uzavøená k-forma na ˙ je exaktní. Ve cvièení 3.15e) je uveden pøíklad zástupce z netriviální tøídy v H1DR(R2 − {0}). Pokuste se najít zástupce z dalźích netriviálních grup.

Mnoho dalźích pøíkladù lze najít v [2].

74

Kapitola IV

Øeźení úloh a návody ke cvièením

Vnìjźí algebra R^n 2.8 Kanonické báze vnìjźích mocnin ~^k(R^n ):

n 2 3 4 k = 0 1 1 1 1 e1, e2 e1, e2, e3 e1, e2, e3, e4 2 e12 e12, e13, e23 e12, e13, e14, e23, e24, e34 3 e123 e123, e124, e134, e234 4 e1234

2.9 Je-li w = ∑_n i=1 w^ie^i, je w ∧ v1 ∧ . . . ∧ v_{n−}1 = (_n ∑ i=1 a_iw_i ) e1 ∧ . . . ∧ e_n = ⟨[v1, . . . , v_{n−}1], w⟩e1 ∧ . . . ∧ e_n a zároveò w ∧ v1 ∧ . . . ∧ v_{n−}1 = det[w, v1, . . . , v_{n−}1]e1 ∧ . . . ∧ e_n. 2.10(b) Pro k > n jsou obì strany výroku zøejmì splnìny. Buï tedy k ≤ n. Jsou-li vektory

v1, . . . , v_k ∈ V lineárnì závislé, lze psát napø. v_k = ∑_{k−}1 i=1 α^iv^i, α^i ∈ R. Potom v1 ∧ . . . ∧ v^k = v1 ∧ . . . ∧ v_{k−}1 ∧ (∑_{k−}1 i=1 α^iv^i ) = 0. Naopak, dle 2.3(iv) je

0 = v1 ∧ . . . ∧ v_k = ∑ |J|=k det V_J · e_J

a tedy, jeliko¿ prvky e_J , |J| = k, tvoøí bázi ~^k(V ), jsou vźechny k × k-determinanty det V_J = 0. Z toho plyne, ¿e hodnost matice W je menźí ne¿ k a vektory v1, . . . , v_k jsou lineárnì závislé.

2.10(d) Inkluze LO(v1, . . . , v_k) ⊂ Ker ω je zøejmá. Opaèná inkluze plyne z (b) takto: v ∈ Ker V =⇒

v ∧ v1 ∧ . . . ∧ v_k = 0, tedy vektory v, v1, . . . , v_k jsou lineárnì závislé. Jeliko¿ vźak v1, . . . , v_k jsou lineárnì nezávislé, je v ∈ LO(v1, . . . , v_k).

2.10(e) Implikace þ⇐ß je triviální. Opaènou implikaci doká¿eme takto: podle (d) existují dvì báze

v1, . . . , v_k a v^′1, . . . , v^′_k prostoru Ker ω = Ker ω^′ tak, ¿e ω = v1 ∧ . . . ∧ v_k a ω^′ = v^′1 ∧ . . . ∧ v^′_k. Odtud plyne dle (a), ¿e ω = det A ω^′, pøièem¿ det A ≠ 0.

2.11(a) Staèí zvolit bázi v1, . . . , v_k prostoru Ker ω2 takovou, ¿e v1, . . . , v_j je báze Ker ω1, a polo¿it η = v_j+1 ∧ . . . ∧ v_k. 2.11(b) Oznaème l = dim(Ker ω1 ∩ Ker ω2). Zvolme báze v1, . . . , v_j v Ker ω1 a w1, . . . , w_k v Ker ω2 tak, ¿e v_i = w_i pro i = 1, . . . , l. Potom ω1 ∼ v1 ∧ . . . ∧ v_j a ω2 ∼ w1 ∧ . . . ∧ w_k. Odtud zøejmì l > 0 ⇐⇒ ω1 ∧ ω2 = 0. Dále, je-li l = 0, je zøejmì v1, . . . , v_j , w1, . . . , w_k báze Ker(ω1 ∧ ω2).

2.11(c) Buï ω = ∑_n i=1(−1)^i

+1a_ie1 ∧ . . . ∧ e_{i−}1 ∧ e_i+1 ∧ . . . ∧ e_n ∈ ~n−1(V ). Pro libovolný vektor v = ∑_n i=1 v^ie^i je v ∧ ω = ( ∑_n i=1 v^ia^i) e1 ∧ . . . ∧ e^n. Tedy mno¿ina L := {v ∈ V ; ∑_n i=1 v^ia^i = 0} je lineární prostor dimenze n − 1 a existuje v nìm báze w1, . . . , w_{n−}1. Polo¿íme-li ω^′ = w1 ∧ . . . ∧ w_{n−}1 = ∑_n i=1(−1)^i

+1a′_ie1 ∧ . . . ∧ e_{i−}1 ∧ e_i+1 ∧ . . . ∧ e_n, je podle 2.9 [w1, . . . , w_{n−}1] = (a′1, . . . , a′_n) vektor kolmý na L, a tedy ∃α ≠ 0 takové, ¿e (a1, . . . , a_n) = α(a^′1, . . . , a^′_n), a tedy i ω = αω^′.

2.11(d) Polo¿me napøíklad ω = e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4 ∈ ~2(R4). Pokud by tento 2-vektor byl rozlo¿itelný, jeho jádro by podle 2.10(d) mìlo dimenzi 2. Je-li vektor tvaru v = ∑ λ_ie_i v jádøe ω, je 0 = v ∧ ω = λ1e134 + λ2e234 + λ3e312 + λ4e412 a tedy λ_i = 0 pro vźechna i, co¿ znamená Ker ω = 0. Pro n ≥ 4 a k = 2, . . . , n − 2 polo¿me analogicky ω = (e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4) ∧ e5 ∧ . . . ∧ e_k+2 ∈ ~^k(R^n ). Potom obdobnì dostaneme dim Ker ω = k − 2, co¿ u rozlo¿itelného k-vektoru nastat nemù¿e.

2.11(e) Návod pro pøípad n = 4: Prvky kanonické báze e_i lze pøeèíslovat tak, ¿e koe˛cient u e1 ∧ e2 je nenulový. Potom lze psát ω = (α1e1 + α3e3 + α4e4) ∧ (β2e2 + β3e3 + β4e4) + ω^′ = v1 ∧ v2 + ω^′, kde ω^′ u¿ neobsahuje e1 a e2, tedy ω^′ = γe3 ∧ e4. Na základì tohoto postupu se tvrzení doká¿e pro vyźźí n indukcí.

2.11(f) α) −(ad + bc)e1234 β) (ad − bc)e1234 γ) (e1 + e4) ∧ e2 ∧ (e3 + e4) δ) (e1 + e2) ∧ (e2 + e3) ∧ (e3 + e4) ∧ (e4 + e5) ∧ (e5 + e6)

2.11(g) Takový k-vektor existuje právì tehdy, kdy¿ 2 ≤ k ≤ n/2 a k je sudé. Potom lze psát napø.

ω = e1 ∧ . . . ∧ e_k + e_k+1 ∧ . . . ∧ e2_k a platí ω ∧ ω = 2e1 ∧ . . . ∧ e2_k. Ka¿dý k-vektor s po¿adovanou vlastností musí být nerozlo¿itelný, ale ne ka¿dý nerozlo¿itelný k-vektor (byż pro k splòující výźe uvedené podmínky) má tuto vlastnost.

2.12(a) Buï λ = e23. Jeliko¿ ∗λ ∈ ~1(R3 ), existují reálná èísla a, b, c taková, ¿e ∗λ = ae1 + be2 + ce3. Z de˛nice Hodgeova operátoru dostáváme e23 ∧ μ = ⟨ae1 + be2 + ce3, μ⟩e123 pro vźechny vektory μ ∈ R3. Dosazením μ = e2, e3 dostáváme b = c = 0 a pro μ = e1 vztah e231 = ae123, tedy a = 1. Pro dalźí bázové vektory ~2(R3) postupujeme obdobnì a dostáváme: ∗e23 = e1, ∗e13 = −e2, ∗e12 = e3, pro obecný 2-vektor tedy:

∗(c1e23 + c2e13 + c3e12) = c1e1 − c2e2 + c3e3.

2.12(b) Podle (a) a známých vztahù pro vektorový souèin v R3 platí zøejmì rovnost u × v = ∗(u ∧ v) pro vźechny u, v ∈ {e1, e2, e3} a díky linearitì pro vźechny dvojice vektorù z R3.

V obecném pøípadì je pro ka¿dý vektor v ∈ R^n ⟨[u1, . . . , u_{n−}1], v⟩σ = det(v, u1, . . . , u_{n−}1)σ = v ∧ u1 ∧ . . . ∧ u_{n−}1 = = (−1)^{n−}1u1 ∧ . . . ∧ u_{n−}1 ∧ v = (−1)^{n−}1⟨∗(u1 ∧ . . . ∧ u_{n−}1), v⟩σ Diferenciální formy na R^n 3.12(a)

k = 0 : ω = a ∈ C^∞(R2), dω = ∂a ∂x1 dx1 + ∂a ∂x2 dx2, k = 1 : ω = a1 dx1 + a2 dx2, dω = ∂a1 ∂x1 dx1 ∧ dx1 + ∂a1 ∂x2 dx2 ∧ dx1 + ∂a2 ∂x1 dx1 ∧ dx2 + ∂a2 ∂x2 dx2 ∧ dx2 = = ( ∂a2 ∂x1 − ∂a1 ∂x2 ) dx1 ∧ dx2, k = 2 : ω = a12 dx1 ∧ dx2, dω = ∂a12 ∂x1 dx1 ∧ dx1 ∧ dx2 + ∂a12 ∂x2 dx2 ∧ dx1 ∧ dx2 = 0. Samozøejmì vztah ω ∈ E2(R2) ⇒ dω = 0 plyne té¿ z toho, ¿e dω ∈ E3(R2) = 0.

3.12(b)

k = 0 : ω = a ∈ C^∞(R3), dω = ∂a ∂x1 dx1 + ∂a ∂x2 dx2 + ∂a ∂x3 dx3, k = 1 : ω = a1 dx1 + a2 dx2 + a3 dx3, dω = ∂a1 ∂x2 dx2 ∧ dx1 + ∂a1 ∂x3 dx3 ∧ dx1 + ∂a2 ∂x1 dx1 ∧ dx2 + ∂a2 ∂x3 dx3 ∧ dx2 + + ∂a3 ∂x1 dx1 ∧ dx3 + ∂a3 ∂x2 dx2 ∧ dx3 = = ( ∂a3 ∂x2 − ∂a2 ∂x3 ) dx2 ∧ dx3 + ( ∂a1 ∂x3 − ∂a3 ∂x1 ) dx3 ∧ dx1 + + ( ∂a2 ∂x1 − ∂a1 ∂x2 ) dx1 ∧ dx2, k = 2 : ω = a23 dx2 ∧ dx3 + a31 dx3 ∧ dx1 + a12 dx1 ∧ dx2, dω = ( ∂a23 ∂x1 + ∂a31 ∂x2 + ∂a12 ∂x3 ) dx1 ∧ dx2 ∧ dx3, k = 3 : ω = a123 dx1 ∧ dx2 ∧ dx3, dω = 0. Poznámka: Jeliko¿ jsme v de˛nici diferenciálních forem pøipustili jen prvky tvaru a_I dx_I , kde I je uspoøádaná vzestupnì, není symbol a31 dx3 ∧ dx1 striktnì vzato de˛nován, znamená vźak a13 dx1 ∧ dx3, kde a13 = −a31. Tato konvence byla zvolena z dùvodù zøejmé symetrie zápisu.

3.12(c) α) dω = x dy ∧ dz − z dx ∧ dy β) dω = ye^{xy} dx ∧ dy − z e^{yz} dy ∧ dz γ) dω = (2x − z) dx ∧ dy ∧ dz δ) dω = −x(cos(xy) + sin(xz)) dx ∧ dy ∧ dz 3.12(d) df ∧ df = n∑ i,j=1 ∂f ∂x_i ∂f ∂x_j dx_i ∧ dx_j = n∑ i,j=1,i<j ∂f ∂x_i ∂f ∂x_j ( dx_i ∧ dx_j + dx_j ∧ dx_i) = 0

3.12(e) Hledáme-li formu ω ve tvaru ω = ∑_n i=1(−1)^i +1a_i dx1 ∧ . . . ∧ dx_{i−}1 ∧ dx_i+1 ∧ . . . ∧ dx_n, vyjde z po¿adovaného vztahu nutná a postaèující podmínka a_i = x_i + c_i, kde c_i jsou konstanty.

3.14 α) ˘^∗(ω) = (u + v − 2) du ∧ dv, β) ˘^∗(ω) = (2u2(v − u) − 8u3v) du ∧ dv, γ) ˘^∗(ω) = (2v cos 2u − 4 sin uv + 2u cos 2v) du ∧ dv, δ) ˘^∗(ω) = 0.

3.15(a) d(ω ∧ dω) = dω ∧ dω + ω ∧ d dω = 0, neboż forma dω je lichého stupnì (viz2.11g). 3.15(b) Je-li η = ω ∧ ω, je dη = dω ∧ ω + ω ∧ dω, neboż ω je forma sudého stupnì. Dále platí

dω ∧ ω = ω ∧ dω pro libovolnou formu ω a tedy d(12 η) = ω ∧ dω. 3.15(c) d(ω ∧ τ) = dω ∧ τ ± ω ∧ dτ = 0 3.15(d) Je-li dα = ω a dβ = τ, pak d(α ∧ dβ) = dα ∧ dβ ± α ∧ d dβ = ω ∧ τ. 3.15(e) Uzavøenost se ovìøí snadno výpoètem. Kdyby forma ω byla exaktní, existovala by funkce

f ∈ C^∞(R2 − {0}) taková, ¿e ∂f ∂x = − y x2 + y2 , ∂f ∂y = x x2 + y2 . Integrováním dostáváme z první rovnice f(x, y) = − arctg(^x_y )+c1(x) a z druhé f(x, y) = arctg(^y_x )+c2(y), tedy funkce f musí být (a¿ na aditivní konstantu) rovna f(x, y) = arctg(^y_x ). Tuto funkci vźak nelze spojitì de˛novat v celém R2 − {(0, 0)}, tedy forma ω není exaktní (jako¿to forma na R2 − {(0, 0)}).

3.15(f) De˛nujme lineární operátory A_k a L z E^k(˙) do sebe vztahy

A_k(ω_I dx_I ) = [ ∫ 1 0 t^{k−}1ω_I (tx)dt]dx_I ,

L(ω_I dx_I ) = [kω(x) + n∑ 1 x_i ∂ω_I ∂x_i ]dx_I . De˛nujme lineární operátor ι : E^k(˙) → E^{k−}1(˙) vztahem

ι(ω_I dx_I ) = ω_I k∑ j=1 (−1)^j x_{ij} dx_{i1} ∧ . . . ∧ dx_{ij}�_1 ∧ dx_{ij+1} ∧ . . . ∧ dx_{ik} . Uka¿te postupnì, ¿e α = A_{k−}1 ∘ ι(ω), A_k ∘ L = Id, A_k ∘ d = d ∘ A_{k−}1 a L = ι ∘ d + d ∘ ι. Z toho ji¿ okam¿itì plyne, ¿e dω = 0 implikuje ω = dα.

Øetìzce 4.8(a) K výpoètu ∫ c ω je nejprve nutno znát φ^∗(ω) { pøenos formy ω pomocí zobrazení de˛nujícího singulární krychli c. Zapisujeme-li symbolicky φ^∗( dx) = dx a podobnì pro ostatní promìnné, dostáváme dx = cos α dα, dy = − sin β dβ, dz = − sin α dα + cos β dβ a φ^∗(ω) = (sin β + cos α) dα ∧ dβ. Poøadí promìnných α, β je zadáno, dostáváme tedy ∫ c ω = ∫ ⟨0,^π_2 ⟩^2

(sin β + cos α) dα ∧ dβ = ∫ π_2 0 ∫ π_2 0 (sin β + cos α) dα dβ = π.

4.8(b)^−215 . 4.8(c) 1.

4.8(d) Jednotlivé stìny ètyøstìnu jsou parametrizovány napø. takto:

c1 :

x = 0 y = s(1 − t) z = t c2 : x = s(1 − t) y = 0 z = t c3 : x = s(1 − t) y = t z = 0

c4 :

x = 1 − s(1 − t) y = s(1 − t) z = t (de˛nièní obory pro s i t jsou v¿dy ⟨0, 1⟩). Pøi volbì poøadí promìnných s, t dostáváme orientaci první stìny smìrem dovnitø, je toti¿ ∂φ1 ∂s = (0, 1 − t, 0), ∂φ1 ∂t = (0, −s, 1) a ∂φ1 ∂s × ∂φ1 ∂t = (1 − t, 0, 0),

co¿ je vektor smìøující dovnitø ètyøstìnu. Je tedy nutno brát první stìnu se znaménkem −. Celkovì dostáváme c = −c1 + c2 − c3 + c4 a ∫ c ω = − ∫ c1 ω + ∫ c4 ω = 1 8 . Stokesova vìta 5.2(a) Ze vztahù dω = −x dx ∧ dy, dx = ds + dt, dy = ds − dt, dz = t ds + s dt, vypoèítáme ∫ c dω = − ∫ ⟨0,1⟩^2 (s + t)( ds + dt) ∧ ( ds − dt) = 2 ∫ 1 0 ∫ 1 0 (s + t) ds dt = 2. (Zvolili jsme s jako první a t jako druhou promìnnou.) Pro výpoèet druhé strany musíme urèit okraj c. Tím bude øetìzec ∂c = −c_{s,}0 + c_{s,}1 + c_{t,}0 − c_{t,}1, kde jednodimenionzální krychle c_{s,α}, c_{t,α} vzniknou (pro α = 0, 1) dosazením s = α resp. t = α (v souladu s volbou s jako první a t jako druhé promìnné). Je tedy:

c_{s,}0 : x = t y = −t z = 0 c_{s,}1 :

x = 1 + t y = 1 − t z = t c_{t,}0 : x = s y = s z = 0 c_{t,}1 :

x = s + 1 y = s − 1 z = s (de˛nièní obory pro s i t jsou v¿dy ⟨0, 1⟩). Nyní ∫ ∂c ω = − ∫ c_{s,}0 ω + ∫ c_{s,}1 ω + ∫ c_{t,}0 ω − ∫ c_{t,}1 ω = = − ∫ 1 0 −t2 dt + ∫ 1 0 (1 − t2) dt + ∫ 1 0 s2 ds − ∫ 1 0 (s2 − 1) ds = 2. 5.2(b) Ze vztahù dω = y dx ∧ dy + w dz ∧ dw, dx = 2r dr − 2s ds, dy = 2r dr + 2s ds, dz = dr − ds, dw = dr + ds, vypoèítáme ∫ c dω = ∫ ⟨0,1⟩^2 (r2 + s2)(2r dr − 2s ds) ∧ (2r dr + 2s ds) + + (r + s)( dr − ds) ∧ ( dr + ds) = 2 ∫ 1 0 ∫ 1 0 (4rs(r2 + s2) + r + s) dr ds = 4. Okrajem c je øetìzec ∂c = −c_{r,}0 + c_{r,}1 + c_{s,}0 − c_{s,}1, kde

c_{r,}0 : x = −s2 y = s2 z = −s w = s c_{r,}1 :

x = 1 − s2 y = 1 + s2 z = 1 − s w = 1 + s c_{s,}0 : x = r2 y = r2 z = r w = r c_{s,}1 :

x = r2 − 1 y = r2 + 1 z = r − 1 w = r + 1

(de˛nièní obory pro r i s jsou v¿dy ⟨0, 1⟩). Nyní ∫ ∂c ω = − ∫ 1 0 (−2s5 − s2) ds + ∫ 1 0 (2s(1 − s4) + (1 − s2)) ds + + ∫ 1 0 (2r5 + r2) dr − ∫ 1 0 (2r(r4 − 1) + (r2 − 1)) dr = 4.

5.2(c) Snadno vypoèteme dω = dz ∧ dw ∧ ( dx − dy) a ∫ c dω = − 13 pro orientaci zvolenou poøadím promìnných r, s, t. Této orientaci odpovídá vyjádøení okraje ∂c = −c_{r,}0 + c_{r,}1 + c_{s,}0 − c_{s,}1 − c_{t,}0 + c_{t,}1. Obvyklým zpùsobem vyjádøíme tyto øetìzce a dostáváme ∫ ∂c ω = − 13. Pøehled multilineární algebry 6.16 (v1 ∧ v2)(u1, u2) = v1(u1)v2(u2) − v1(u2)v2(u1), (v1 ∧ v2 ∧ v3)(u1, u2, u3) =v1(u1)v2(u2)v3(u3) − v1(u2)v2(u1)v3(u3) + +v1(u2)v2(u3)v3(u1) − v1(u3)v2(u2)v3(u1) +

+v1(u3)v2(u1)v3(u2) − v1(u1)v2(u3)v3(u2)

Variety a zobrazení 7.14(b) Pøechodové zobrazení φ = f2 ∘ f^−11 : R −→ R je funkce φ(x) = x3, co¿ zøejmì není difeomor˛smus (φ^−1 nemá v bodì 0 koneènou derivaci). Ovźem zvolíme-li homeomor˛smus ψ : (R, f1) −→

(R, f2) de˛novaný jako ψ(x) = x^13 , je zobrazení φ = f2 ∘ ψ ∘ f^−11 : R −→ R rovno identitì, co¿ je

difeomor˛smus { dané diferencovatelné struktury jsou tedy ekvivalentní.

7.15(a) Atlas variety se bude skládat z jediné mapy (˘(U), ˘^−1), jediné mo¿né pøechodové zobrazení je ˘^−1 ∘ ˘ = id_U , tedy difeomor˛smus. Pro jinou parametrizaci ¯ : V −→ R^n , V ⊂ R^k otevøená, je pøechodové zobrazení ¯^−1 ∘ ˘ : U −→ V hladké(!), mapy dané ˘ a ¯ jsou tedy kompatibilní.

Proè je vźak ¯^−1 ∘ ˘ hladké? Na první pohled by staèilo øíci, ¿e ¯^−1 je hladké, neboż ¯ je hladké, regulární a prosté. Ovźem ¯^−1 je de˛nováno na ploźe M, a hladkost takovéhoto zobrazení ani není de˛nována. ¯ je regulární, tedy podle de˛nice je hodnost jeho Jacobiho matice vźude na V maximální. Lze tedy v ka¿dém bodì v ∈ V vybrat indexy i1, . . . , i_k takové, ¿e ∂¯_{i1} , . . . , ¯_{ik} ∂v1, . . . , v_k (v) ≠ 0. Oznaème π : R^n → R^k projekci x ∈ R^n na souøadnice x_{i1} , . . . , x_{ik} ∈ R^k . Potom π ∘ ¯ má nenulový determinant Jakobiánu v bodì v ∈ V a podle vìty o inverzním zobrazení existuje (π ∘ ¯)^−1 na nìjakém okolí bodu π(¯(v)). Pak ale ¯^−1 ∘ ˘ = (π ∘ ¯)^−1 ∘ (π ∘ ˘) je hladké zobrazení v bodì ˘^−1(¯(u)).

7.15(b) Zobrazení ˘(x) = (x, ¯(x)) : U −→ R^k+^n je zøejmì hladké, prosté a regulární, tedy podle 7.15(a) je ˘(U) k-dimenzionální podvarieta v R^k+^n .

7.15(c) Dle vìty o implicitních funkcích, známé z diferenciálního poètu funkcí více promìnných, existuje pro ka¿dé x ∈ M jeho otevøené okolí U(x) v R^n+^k a hladká funkce g_x : R^k −→ R^n taková, ¿e M ∩ U(x) je grafem zobrazení g_x restringovaného na nìjakou otevøenou mno¿inu ˙_x v R^k . Pokryjeme M (spoèetnì mnoha) mno¿inami U(x), ty pak spolu se zobrazeními g^−1_x tvoøí atlas. Pøechodové funkce jsou toti¿ tvaru g^−1_y ∘ g_x, co¿ jsou difeomor˛smy.

7.15(d) Nechż (U_α, f_α)_α je atlas na varietì M a (V_β , g_β)_β atlas na varietì N. Pak se dá pøímoèaøe ukázat, ¿e (U_α × V_β , h_{αβ} )_{αβ} , kde zobrazení h_{αβ} jsou de˛nována pøedpisem h_{αβ}(x, y) = (f_α(x), g_β (y)), tvoøí atlas na M × N.

7.15(e) Pou¿ijeme jednoduché topologické konstrukce nehausdor¸ovského prostoru. Buï p libovolný bod, který nenále¿í do R a polo¿me M = R ∪ {p}. De˛nujeme atlas na M sestávající ze dvou map takto:

U1 = R, f1(x) = x pro vźechna x ∈ R, U2 = R − {0} ∪ {p}, f2(x) = x pro vźechna x ∈ R − {0}, f2(p) = 0.

Obrázek 24. Mapy pro kru¿nici S1

Obrázek 25. Stereogra˛cká projekce kru¿nice S1 na pøímku R1

Potom jediné pøechodové zobrazení je identita na mno¿inì R − {0}, co¿ je difeomor˛smus, tedy prostor M s touto strukturou splòuje axiomy variety, ale není Hausdor¸ùv (body 0 a p nelze oddìlit disjunktními okolími).

7.16(a) Uva¿ujme zobrazení F : R^n −→ R, F (x1, . . . , x_n) = x21 + · · · + x2_n. Potom S^{n−}1 = {x ∈ R^n ; F (x) = 1}. Podle 7.15(c) staèí ukázet, ¿e pro vźechny body x ∈ S^{n−}1 má zobrazení F maximální

hodnost, tedy 1. Dostáváme grad F = (2x1, . . . , 2x_n) = 0 právì tehdy, kdy¿ x = 0. Pro body sféry je tedy grad F ≠ 0 a sféra S^{n−}1 je tedy podvarieta dimenze n − 1 v R^n .

Pro kru¿nici S1 ⊂ R2 lze volit mapy napøíklad takto: buï g(t) = (cos t, sin t) a g0 = g|(0, 2π), g1 = g|(−π, π). Potom {(U0 = S1−{1}, g^−10 ), (U1 = S1−{−1}, g^−11 )} tvoøí atlas (viz obr. 24), neboż pøechodová funkce ψ = g^−12 ∘ g1 je zobrazení

ψ(x) = x pro x ∈ (0, π) ψ(x) = x − 2π pro x ∈ (π, 2π), co¿ je difeomor˛smus na ka¿dé komponentì svého de˛nièního oboru.

Pro sféru S^k lze u¿ít i tzv. stereogra˛cké projekce. Pro þseverní pólß S = (0, . . . , 0, 1) i þji¿ní pólß J = (0, . . . , 0, −1) sféry sestrojíme zobrazení φ_S , φ_J , která ka¿dému bodu sféry (vyjma pólu samotného) pøiøadí prùseèík pøímky procházející pólem a daným bodem s nadrovinou R^k , prolo¿enou þrovníkemß sféry (viz obr. 25, 26).

Obrázek 26. Stereogra˛cká projekce sféry S2 na rovinu R2

Napø. projekci φ_S lze vyjádøit jako (x1, . . . , x_k+1) → ( x1 1 − x_k+1 , . . . , x_k 1 − x_k+1 ). Získáváme tak atlas slo¿ený ze dvou map { pøechodové funkce jsou difeomor˛smy, neboż mapy jsou lineární lomená zobrazení v ka¿dé slo¿ce, de˛novaná na celé sféøe bez pólu.

7.16(b) Zvolme parametrizaci toru takto následujícím zpùsobem: buï

x = (R + r cos t) cos s y = r sin t z = (R + r cos t) sin s

parametrické vyjádøení funkce f na R2 a polo¿me f1 := restrikce f na mno¿inu Q1 = (0, 2π)×(0, 2π). Rozmyslete si, ¿e zobrazení f1 je na Q1 prosté a ¿e jeho obrazem je torus bez dvou kru¿nic, které se protínají v jednom bodì, (f1(Q1), f^−11 ) je tedy mapa. Obdobným zpùsobem de˛nujeme Q2 := (2^π3 , 8^π3 ) × (2^π3 , 8^π3 ) Q3 := (4^π3 , 10^π3 ) × (4^π3 , 10^π3 ) a f2 = f|_{Q2} , f3 = f|_{Q3} . Mno¿iny f1(Q1), f2(Q2), f3(Q3) pokrývají torus (ménì map k jeho pokrytí nestaèí!) a nyní ji¿ snadno nahlédneme, ¿e mapy (f1(Q1), f^−11 ), (f2(Q2), f^−12 ), (f3(Q3), f^−13 ) tvoøí atlas na T 2, neboż pøechodové funkce jsou vyjádøeny takto: napø.

ψ12 = f^−12 ∘ f1 : Q1 − ((0, 2π) × { 2π 3 } ∪ { 2π 3 } × (0, 2π)) → → Q2 − (( 2π 3 , 8π 3 ) × {2π} ∪ {2π} × ( 2π 3 , 8π 3 )) je de˛novaná na komponentách svého de˛nièního oboru tak, jak je naznaèeno na obrázku 27 Na ka¿dé komponentì se jedná o prosté lineární zobrazení, které je v¿dy difeomor˛smus, tedy pøechodová funkce je rovnì¿ difeomor˛smus.

7.16(d) Symbol [x] bude oznaèovat prvek RP^n jako¿to tøídu ekvivalence ∼ pøísluźnou prvku x. Tedy [x] = [y] právì tehdy kdy¿ ∃λ ≠ 0; y = λx. De˛nujme mapy: V_i := {[x1, . . . , x_n+1]; x_i ≠ 0}, i = 1, . . . , n + 1, f_i : V_i → R^n [x1, . . . , x_{i−}1, 1, x_i+1, . . . , x_n+1] → (x1, . . . , x_{i−}1, x_i+1, . . . , x_n+1) Zobrazení f_i je tedy de˛nováno pomocí toho reprezentanta tøídy [x], pro nìj¿ je x_i = 1. Zøejmì je

RP^n =^{⋃n}+1_i=1 Vi a fi je prosté zobrazení Vi na R^n . Pøechodové funkce jsou pak urèeny takto: pro i < j,

[x] ∈ V_i ∩ V_j piźme [x] = [x1, . . . , x_{i−}1, 1, x_i+1, . . . , x_n+1] = [ x1 x_j , . . . , x_{i−}1 x_j , 1 x_j , x_i+1 x_j , . . . , 1, . . . , x_n+1 x_j ].

83

(s, t)

(s, t)

(s, t)

(s, t)

(s, t + 2π)

(s + 2π, t)

(s + 2π, t + 2π)

         -

     6

�

  �

    �

     �

       �

         �`

8π 3 0

2π 3

2π

8π 3

0 2π 2π 3

id 6

Obrázek 27. Pøechodové funkce pro torus

Je tedy f_i([x]) = (x1, . . . , x_{i−}1, x_i+1, . . . , x_n+1) f_j ([x]) = ( x1 x_j , . . . , x_{i−}1 x_j , 1 x_j , x_i+1 x_j , . . . , x_n+1 x_j ). Je zøejmì f_i(V_i ∩ V_j ) = R^n − {u_{j−}1 = 0}, f_j (V_i ∩ V_j ) = R^n − {u_i = 0}.

Pøechodová funkce ψ_{ji} = f_j ∘ f^−1_i je tedy de˛nována jako ψ_{ji}(u1, . . . , u_{i−}1, u_i, . . . , u_n) = ( u1 u_{j−}1 , . . . , u_{i−}1 u_{j−}1 , 1 u_{j−}1 , u_i u_{j−}1 , . . . , u_n u_{j−}1 ). Pro názornost uva¿ujme pøípad n = 2. Máme zde napøíklad pro i = 1, j = 2:

[x] = [1, y, z] = [ 1 y , 1, z y ], f_i([x]) = (y, z)

f_j ([x]) = ( 1 y , z y ) a tedy ψ21(u1, u2) = ( 1 u1 , u2 u1 ). Zobrazení ψ21 je de˛nováno na R2 − {u1 = 0}, na této mno¿inì je prosté a ka¿dá z jeho slo¿ek je hladká, tedy ψ21 je hladké a ψ^−121 zøejmì také, je to tedy difeomor˛smus. Tuto úvahu lze zopakovat pro ostatní kombinace i < j a analogické tvrzení lze dokázat stejným zpùsobem v pøípadì RP^n pro obecné n ∈ N.

7.16(e) Popiźme si prvky τ ∈ Gr2_,3 jako τ = LO(v1, v2), kde v1, v2 ∈ R3 jsou lineárnì nezávislé. De˛nujme pak mapy V_{ij} := {τ ∈ Gr2_,3; x ∈ τ =⇒ x_i ≠ 0 ∨ x_j ≠ 0} De˛nujme zobrazení f_{ij} : V_{ij} → R2 napø. pro i = 2, j = 3 takto: V23 = {τ ∈ Gr2_,3; (1, 0, 0) /∈ τ} a tedy ∀τ ∈ Gr2_,3 ∃!x2; (x2, 1, 0) ∈ τ ∃!x3; (x3, 0, 1) ∈ τ. Klademe tedy f23 : V23 → R2 τ → (x2, x3)

Obdobným zpùsobem de˛nujeme mapy pro indexy 12 a 13. Pøechodové funkce pak jsou de˛novány takto: buï napø. α = 12, β = 23 V_α ∩ V_β = {τ; (1, 0, 0) /∈ τ&(0, 0, 1) /∈ τ}. Pak lze psát τ = LO((1, 0, z1), (0, 1, z2)) = LO((x3, 0, 1), (x2, 1, 0)), kde navíc z1 ≠ 0 a x3 ≠ 0. Proto¿e se jedná o dva rùzné zápisy té¿e nadroviny v R3, dostáváme snadným výpoètem

x3 = 1 z1 x2 = − z2 z1 Potom f12(τ) = (z1, z2)

f23(τ) = (x2, x3) = (− z2 z1 , 1 z1 ) Je tedy zøejmì ψ_{βα}(z1, z2) = f23(f^−112 (z1, z2)) = (− z2 z1 , 1 z1 ), co¿ je zøejmì difeomor˛smus mno¿iny R2 − {u1 = 0} na R2 − {u2 = 0}.

Pro obecnou varietu Gr_{k,n} zavedeme mapy obdobným zpùsobem: polo¿me pro ka¿dou k-prvkovou podmno¿inu K mno¿iny {1, . . . , n} V_K := {τ ∈ Gr_{k,n}; x ∈ τ =⇒ ∃i ∈ K, x_i ≠ 0} Buï nyní K = {i1 < · · · < i_k} zvolena pevnì a uva¿ujme l ∈ {1, . . . , k}. Rozmyslete si, ¿e pro ka¿dé τ ∈ V_K existuje právì jedna (n − k)-tice èísel

X^l = (x^l_{j1} , . . . , x^l_{jn}�_k ) ∈ R^{n−k} tak, ¿e (x^l_{j1} , . . . , 0, . . . , 1, . . . , 0, . . . , x^l_{jn}�_k ) ∈ τ (na k místech indexovaných mno¿inou K jsou nuly (s výjimkou i_l-tého místa, kde je jednièka), zbylých n − k míst je obsazeno èísly x^l_{j1} , . . . , x^l_{jn}�_k ). Tuto úvahu uèiníme pro vźechna l ∈ {1, . . . , k} a nakonec klademe f_K (τ) := (X1, . . . , X^k) ∈ R(^{n−k})^k .

7.16(f)

GL_nR: jeliko¿ funkce det : M_nR −→ R je spojitá, je mno¿ina {A ∈ M_nR; det A = 0} uzavøená, GL_nR je tedy otevøená v R^{n2} a podle 7.15(a) je to tedy varieta dimenze n2.

SL_nR: staèí dokázat, ¿e zobrazení det : M_nR −→ R je regulární na SL_nR = det^−1(1), potom podle 7.15(c) je SL_nR varieta dimenze n2 − 1.

Determinant je (nelineární) funkce n2 promìnných a jeho diferenciál je lineární zobrazení D det :

R^{n2} −→ R, jeho¿ ij-tá slo¿ka má tvar

(D det)_{ij} = d dt | | | |_t =0 det(A + tX_{ij} ),

kde X_{ij} je matice s jednièkou na místì ij a s nulami jinde. Rozvineme-li determinant uvnitø tohoto výrazu podle j-tého sloupce, dostaneme

(D det)_{ij} = d dt | | | |_t =0 (det(A) + t det ~A_{ij} ) = det ~A_{ij} ,

kde ~A_{ij} je submatice vzniklá vynecháním i-tého øádku a j-tého sloupce z matice A. Jeliko¿ vźak det A = 1, existuje index ij takový, ¿e submatice ~A_{ij} má nenulový determinant, tedy alespoò jedna slo¿ka zobrazení D det je nenulová, tedy toto zobrazení má maximální hodnost 1.

O_nR: Ztoto¿nìme prostor vźech symetrických matic n × n Sym_nR = {A ∈ M_nR; A^t = A} s prostorem R(^{n+12} ). Uva¿ujme zobrazení F : M_nR −→ Sym_nR A → A^tA. Potom O_nR = F^−1(E). Staèí dokázat, ¿e zobrazení F je regulární na O_nR, potom podle 7.15(c) je O_nR varieta dimenze n2 −

(_n+1 2 ) = (_n 2 ) . Diferenciál zobrazení F je lineární zobrazení

DF : R^{n2} −→ R(^{n+12} ) X → d dt | | |_t =0 F (A + tX). Staèí a je tøeba dokázat, ¿e pro A ∈ O_nR je DF zobrazení na R(^{n+12} ) ≃ Sym_nR. Vyjádøeme tedy DF (X) = d dt | | | t=0 F (A + tX) = d dt | | | t=0 (A + tX)^t(A + tX) = = d dt | | |_t =0 (A^tA + A^ttX + tX^tA + t2X^tX) = A^tX + X^tA.

Je tedy tøeba dokázat, ¿e pro ka¿dou matici A ∈ O_nR a ka¿dou matici B ∈ Sym_nR existuje matice X taková, ¿e B = A^tX + X^tA. Jeliko¿ je matice B symetrická, lze psát B = C+C^t, kde koe˛cienty matice C jsou dány pomocí koe˛cientù matice B takto: c_{ij} = b_{ij} , i < j c_{ij} = 1 2 b_{ij} , i = j c_{ij} = 0, i > j. Potom A^tX = C právì tehdy kdy¿ X^tA = C^t, matice X je tedy dána rovnicí A^tX = C. Jeliko¿ A je regulární matice, má tato soustava právì jedno øeźení X = (A^t)^−1C. Zobrazení DF je tedy surjektivní, tzn. má maximální hodnost.

SO_nR: Pro ka¿dou matici A ∈ O_nR platí det A = ±1. Ovźem determinant je spojitá funkce, Lieova grupa O_nR má tedy dvì komponenty dané hodnotami ±1 tohoto determinantu. Ka¿dá z komponent je vźak sama o sobì varietou stejné dimenze (je to otevøená podmno¿ina variety). SO_nR = {A ∈ O_nR; det A = 1} je tedy varieta a Lieova podgrupa, její doplnìk {A ∈ O_nR; det A = −1} je vźak pouze podvarieta, ale nikoli podgrupa { není uzavøený na násobení.

Dokázat, ¿e vźechny uvedené pøíklady jsou zároveò Lieovými grupami, je snadné. Staèí toti¿ dokázat hladkost grupových operací násobení a inverzní matice v GL_nR, jejich hladkost pro podgrupy je pak rovnì¿ zaruèena. Hladkost násobení je zøejmá, hladkost inverze lze odvodit z Cramerova pravidla (prvky inverzní matice jsou vyjádøeny jako podíly subdeterminantù a determinantu celé matice).

Teèný a koteèný prostor 8.27 Buï (U, φ) mapa na M, m ∈ M a h_m : T_mM → R^n zobrazení, které teènému vektoru^∂_{∂xi} pøiøadí vektor e_i kanonické báze R^n . Lze ztoto¿nit ∪_{m∈U} T_mM ≃ U × R^n . De˛nujme mapu ~φ : U × R^n → R^n × R^n pomocí ~φ = (φ, h_m), pro nìjaký bod m ∈ U. Potom pøechodová funkce pro U, U^′ takové, ¿e m ∈ U ∩ U^′ je ~φ^′ ∘ ~φ^−1 = (φ^′ ∘ φ^−1, h^′_m ∘ h^−1_m ).

Její první slo¿ka je pøechodová funkce pro M, tedy difeomor˛smus, druhá slo¿ka je þzmìna souøadnicß x^′_i = x^′_i(x1, . . . , x_n). Platí ovźem ∂ ∂x_i = n∑ k=1 ∂x^′_k ∂x_i ∂ ∂x^′_k , tedy i toto zobrazení je difeomor˛mus.

T M je tedy varieta dimenze 2n.

8.28 Je-li X hladké vektorové pole, je podle de˛nice

[X(g)](m) = [X(m)](g) = n∑ i=1 α_i(m) ∂g ∂x_i (m) pro ka¿dou mapu (U, φ) na M, pøièem¿ funkce α_i jsou na U hladké. Funkce^{∂g}_{∂xi} jsou ovźem také hladké (pro g hladkou) a tedy i X(g) je hladká.

Na druhou stranu, v dané mapì (U, φ) de˛nujeme funkce g_k(m) := x_k, k = 1, . . . , n, potom

X(g_k) = n∑ i=1 α_i(m) ∂x_k ∂x_i = α_k, tedy funkce α_k jsou hladké na U.

Integrace forem 10.12(a) Podle poznámky 10.9 poèítáme integrál pøes øetìzec, který parametrizuje sféru S2 s výjimkou podmno¿iny dimenze 1. Za takový øetìzec mù¿eme volit sférické souøadnice: ˘ : x = cos φ cos θ y = cos φ sin θ z = sin φ φ ∈ (−^π2 ,^π2 ), θ ∈ (0, 2π). Potom ˘_φ = (− sin φ cos θ, − sin φ sin θ, cos φ), ˘_θ = (− cos φ sin θ, cos φ cos θ, 0). Tedy pøi oznaèení dx = ˘^∗ dx atd. dostáváme pøenos dx = − sin φ cos θ dφ − cos φ sin θ dθ dy = − sin φ sin θ dφ + cos φ cos θ dθ dz = cos φ dφ ˘^∗ω = −sinφ cos φ dφ ∧ dθ Zvolené poøadí promìnných φ, θ urèuje smìr normály: zvolme napø. bod (0, π) v parametrické mno¿inì, v tomto bodì je ˘_φ(0, π) = (0, 0, 1) a ˘_θ(0, π) = (0, −1, 0). Tedy ˘_φ(0, π) × ˘_θ(0, π) = (1, 0, 0), co¿ je normála smìøující v bodì ˘(0, π) = (−1, 0, 0) dovnitø. Pro zvolené poøadí promìnných je tedy nutno brát výsledný integrál s opaèným znaménkem. Je tedy ∫ S2 dx ∧ dy = − ∫ (−^π_2 ,^π_2 )×(0,2π)

˘^∗ω = ∫ 2_π 0 ∫ π_2 −^π2

sin φ cos φ dφ dθ = 0.

10.12(b) Zde mù¿eme volit modi˛kované sférické souøadnice: ˘ : x = a cos φ cos θ y = b cos φ sin θ z = c sin φ φ ∈ (0,^π2 ), θ ∈ (o, 2π). Výsledek: πab.

10.12(c) Zde mù¿eme volit parametrizaci: ˘ : x = √ t2 + 1 y = t cos u z = t sin u t ∈ (0, 1), u ∈ (0, 2π). Výsledek: −^π4 .

10.12(d) Zde mù¿eme volit parametrizaci: ˘ : x = r cos φ y = r sin φ z = 12 r2 r ∈ (0, 1), φ ∈ (0,^π2 ). Výsledek: 13.

87 10.13(a) Podle Stokesovy vìty je ∫ S2 ω = ∫ B3 dω, kde B3 znaèí jednotkovou kouli v R3, její¿ okrajem je právì S2. Pro ω = dx ∧ dy je vźak dω = 0.

10.13(b) Podle Stokesovy vìty je ∫ ˙ ω = ∫ ∂˙ τ pro nìkterou formu τ, pro ni¿ dτ = ω. Píźeme-li τ = f(y) dx + g(x) dy, dostáváme ze vztahu dτ = ω soustavu diferenciálních rovnic, kterou øeźí napøíklad f(y) = − 13 y3, g(x) = 13 x3.

Okraj ˙ lze zapsat jako øetìzec ∂˙ = d1 + d2 + d3 + d4 − c, kde d1 = 4(1 − t, t) d2 = 4(−t, 1 − t) d3 = 4(t − 1, −t) d4 = 4(t, t − 1) c = e2^{πit} pøièem¿ v¿dy t ∈ ⟨0, 1⟩. Potom ∫ ∂˙ τ = 8 3 − π 2 . 10.13(c) Uvìdomte si, ¿e kraj válcové plochy je øetìzec ∂M = c_a − c_b, kde c_x je kru¿nice

x = cos φ y = sin φ z = x φ ∈ (0, 2π), x = a, b. (Viz pravidlo levé ruky 8.26.) Potom ∫ M dω = ∫ ∂M ω = π(b − a). 10.13(d) Kraj M je øetìzec c1 + c2 − c3, kde jednotlivé sèítance dostaneme postupnì dosazením

φ =^π4 , θ =^π2 , θ = 0. Potom ∫ M dω = ∫ ∂M ω = − 14. 10.13(e) Buï φ(t) := (cos t, sin t), t ∈ ⟨0, 2π⟩ køivka parametrizující jednotkovou kru¿nici. Potom ∫ φ ω = ∫ φ x x2 + y2 dy − ∫ φ y x2 + y2 dx = ∫ 2_π 0 cos2 t + sin2 t dt = 2π.

Pokud by vźak existovala f taková, ¿e df = ω, mìli bychom dle Stokesovy vìty ∫ φ ω = ∫ φ df = ∫ ∂φ f = f(1) − f(1) = 0,

co¿ je spor.

10.13(f) Mù¿eme psát napø. ω = n∑ i=1 (−1)^i+1 x_i r^n dx1 ∧ . . . ∧ dx_{i−}1 ∧ dx_i+1 ∧ . . . ∧ dx_n ∈ E^{n−}1(R^n − {(0, . . . , 0)}), kde r = ( n∑ i=1 x2_i )^{12} .

U¿ijeme-li vztahu ∂r^n ∂x_i = nr^{n−}1 ∂r ∂x_i = x_inr^{n−}2, dostáváme dω = n∑ i=1 (−1)^i+1 r^n − x_i^{∂rn}_{∂xi} r2^n dx_i ∧ dx1 ∧ . . . ∧ dx_{i−}1 ∧ dx_i+1 ∧ . . . ∧ dx_n =

= n∑ i=1 (−1)^i+1 r^n − x2_i nr^{n−}2 r2^n (−1)^{i−}1 dx1 ∧ . . . ∧ dx_n = 0. Pro n = 3 je speciálnì ω = 1 (x2 + y2 + z2)^32 (x dy dz − y dx dz + z dx dy).

Kdyby forma ω byla exaktní, existovala by forma τ ∈ E^{n−}2(R^n −{(0, . . . , 0}) taková, ¿e dτ = ω. Oznaèímeli S1 a S2 horní a dolní polosféru jednotkové sféry S2, je podle Stokesovy vìty ∫ S2 ω = ∫ S1 ω + ∫ S2 ω = ∫ ∂S1 τ + ∫ ∂S2 τ. Zvolíme-li orientaci polosfér S1 a S2 v obou pøípadech ven, je jejich spoleèná hranice (rovník) ∂S1 resp. ∂S2 orientována opaènì, symbolicky ∂S1 = −∂S2. Je tedy ∫ ∂S1 τ + ∫ ∂S2 τ = 0. Uká¿eme vźak, ¿e ∫ S2 ω ≠ 0. Parametrizujme sféru S2 sférickými souøadnicemi takto: Zobrazení ˘ : ˙ −→ S2 de˛nované na mno¿inì ˙ = (− π 2 , π 2 ) × (0, 2π) jako x = cos u cos v y = cos u sin v z = sin u je prosté regulární zobrazení ˙ na S2 þbez jednoho poledníku a pólùß. d˘ lze potom vyjádøit jako dx = − sin u cos v du − cos u sin v dv dy = − sin u sin v du + cos u cos v dv dz = cos u du . Pøenos diferenciální formy ω na ˙ pomocí zobrazení ˘ je pak ˘^∗ω = (cos u cos v (− cos2 u cos v) + cos u sin v (− cos2 u sin v) + + sin u (− sin u cos u cos2 v − sin u cos u sin2 v)) du ∧ dv = = −(cos2 u + sin2 u) cos u du ∧ dv = − cos u du ∧ dv, co¿ umo¿òuje spoèítat integrál ∫ S2 ω = ∫ π_2 −^π2 ∫ 2_π 0 ˘^∗ω = ∫ π_2 −^π2 (∫ 2_π 0 − cos u dv ) du = −2π ∫ π_2 −^π2 cos u du = −4π. Integrace funkcí na Riemannových varietách 11.8 Je zøejmì V · V^T = G a z vìty o násobení determinantù plyne (det V )2 = det G. 11.9(a) Pro kru¿nici volíme parametrizaci γ : x = cos φ, y = sin φ, φ ∈ (0, 2π), potom ‖γ^′‖ = 1 a tedy dS = dφ a ∫ S1 dS = ∫ 2_π 0 1 dφ = 2π. Pro sféru volíme stejnou parametrizaci jako v pøíkladu 10.12(a) Dostáváme tedy E = ⟨˘_φ, ˘_φ⟩ = cos2 φ + sin2 φ = 1 F = ⟨˘_φ, ˘_θ⟩ = 0 G = ⟨˘_θ, ˘_θ⟩ = cos2 φ Odtud dS = √ EG − F 2 dφ dθ = cos φ dφ dθ a ∫ S2 dS = ∫ π_2 −^π2 ∫ 2_π 0 cos φ dφ dθ = 4π.

11.9(b) Pøi zadané parametrizaci ˘ je ˘_r = (cos φ, sin φ, 0) a ˘_φ = (−r sin φ, r cos φ, 1). Tedy E = ⟨˘_r, ˘_r⟩ = cos2 φ + sin2 φ = 1 F = ⟨˘_r, ˘_φ⟩ = −r cos φ sin φ + r sin φ cos φ = 0 G = ⟨˘_φ, ˘_φ⟩ = r2 sin2 φ + r2 cos2 φ + 1 = r2 + 1 Odtud dS = √ EG − F 2 dr dφ = √ r2 + 1 dr dφ a ∫ M f dS = ∫ 2_π 0 ∫_R 0 (r2 + 1) dr dφ = 2π ( R3 3 + R ) . 11.9(c) Volíme napø. parametrizaci x = t cos φ, y = t sin φ, z = t, t ∈ (0, T ), φ ∈ (0, 2π). Potom

E = 2, F = 0, G = t2 a ∫ M f dS = √ 2πT 6 3 . 11.9(d) Volíme napø. parametrizaci x = r cos φ, y = r sin φ, z = t, t ∈ (a, b), φ ∈ (0, 2π). Potom

E = r2, F = 0, G = 1 a ∫ M f dS = πr(b2 − a2).

90

Rejstøík

algebra, 34

Lieova, 52 symetrická, 38 tenzorová, 35 vnìjźí, 14, 37 atlas, 39, 42

báze ekvivalentní, 54

derivace

gradovaná, 68 Lieova, 69 difeomor˛smus, 42, 44

v R^n, 39

diferenciál

funkce, 53 vnìjźí, 21, 57 divergence vektorového pole, 9, 26

element objemu, 63

forma

diferenciální, 20, 56 exaktní, 24 uzavøená, 24 funkce

hladká na poloprostoru, 42 hladká na varietì, 44 pøechodová, 39, 42

gradient funkce, 3, 26 graf zobrazení, 45 grupa

de Rhamova, 71 difeomor˛smù jednoparametrická, 70 Lieova, 46 topologická, 46

integrace

diferenciálních forem, 60 funkcí, 63 integrál

1. druhu, 11, 12, 64 2. druhu, 11, 12, 65

Kleinova láhev, 46 komplex de Rhamùv, 24, 71 kontrakce, 68 kraj variety, 43 køivka integrální, 71

lemma Poincarého, 25, 73

mapa, 39, 42

kompatibilní s atlasem, 40 mapy

kompatibilní, 39, 42 souhlasnì orientované, 40 metrika

Minkowského, 64 pseudo-Riemannova, 56, 64 Riemannova, 56, 64 mocnina

symetrická, 38 tenzorová, 35 vnìjźí, 15, 37

nosiè tenzorového pole, 56

operátor Hodgeùv, 17 orientace

nadplochy pomocí normály, 54 variety, 40 vektorového prostoru, 54

plocha regulární, 45 pole

tenzorové, 56 vektorové, 51 poloprostor, 42 prostor

koteèný, 53 koteèný ˛brovaný, 53 projektivní, 18, 46 teèný, 48 teèný ˛brovaný, 48 topologický parakompaktní, 59 pøenáźení diferenciálních forem, 22, 58

rotace vektorového pole, 7, 26 rozklad jednotky, 59

sféra, 46 singulární krychle, 27, 61 souèin

tenzorový, 36 variet, 45 souøadnice Plückerovy, 18 struktura diferencovatelná, 40

tenzor, 35

kontravariantní, 36, 55 kovariantní, 36, 55 typu (_s r ) , 36, 55 torus, 46

varieta, 40

Grassmannova, 18, 46 nehausdor¸ovská, 45 neorientovatelná, 40 orientovaná, 40 orientovatelná, 40 pseudo-Riemannova, 64 Riemannova, 64 s krajem, 42 zadaná rovnicí, 45

92 REJSTØÍK

variety difeomorfní, 44 k-vektor, 15

rozlo¿itelný, 18

jádro, 18 vektor teèný, 48 vìta

Gaussova-Ostrogradského, 9 Greenova, 5 o potenciálu, 4, 6 Stokesova, 8, 30, 61

zjemnìní, 59 zobrazení

indukované, 39 koteèné, 53 multilineární, 35 teèné, 52 variet hladké, 44 závorka Lieova, 51

øetìzec, 28, 61

hranice, 29

Literatura

[1] M. Atiyah, New invariants of 3 and 4 dimensional manifolds, in: The Mathematical Heritage of Hermann Weyl, Proceedings Symposia Pure Math 48(1988), 285-299.

[2] R. Bott, L. W. Tu, Di¸erential Forms in Algebraic Topology, Springer-Verlag, 1980. [3] N. Berline, E. Getzler, M. Vergne, Heat Kernels and Dirac Operators, Springer-Verlag, 1992. [4] A. Connes, Noncommutative Geometry, Academic Press, 1994. [5] L. Conlon, Di¸erentiable Manifolds, Second Edition, Birkhäuser 2001 [6] M. do Carmo, Di¸erential geometry of Curves and Surfaces, Prentice-Hall, Englewood Cli¸s, NJ, 1976. [7] R. W. R. Darling, Di¸erential Forms and Connections, Cambridge University Press 1994. [8] H. Flanders, Di¸erential Forms with Applications to the Physical Sciences, Dover, New York, 1989. [9] S. Helgason, Di¸erential Geometry, Lie Groups and Symmetric Spaces, Academic Press, New York, 1978. [10] K. Jänich, Vektoranalysis, Springer-Verlag, 1992 (nìmecké vydání), Vector Analysis, Springer-Verlag, 2000 (anglické vydání).

[11] I. Koláø, P. W. Michor, J. Slovák, Natural operations in di¸erential geometry, Springer-Verlag, 1993. [12] J. Kopáèek, Pøíklady z matematiky pro fyziky III, skriptum, UK 1988.

[13] O. Kowalski, Základy matematické analýzy na varietách, skriptum, UK 1973 (1. vydání), 1975 (2. vydání). [14] O. Kowalski, Elemente der Analysis auf Mannigfaltigkeiten, Teubner-Texte zur Mathematik, Band 39, Leipzig, 1981. [15] O. Kowalski, Úvod do Riemannovy geometrie, skriptum, UK 1995 (1. vydání), UK 2001 (2. vydání). [16] J. Lukeź, J. Malý, Míra a integrál, skriptum, UK 1993. [17] J. Malý, Integrál pro pokroèilé, Pøipravené skriptum, MFF UK. [18] S. Rosenberg, The Laplacian on a Riemannian Manifold, LMSST, 1997.

[19] R. J. Stern, Instantons and the Topology of 4-Manifolds, The Mathematical Intelligencer, Vol. 5, No. 3, 1983, 39{44. [20] J. A. Thorpe, Elementary topics in Di¸erential Geometry, Undergraduate Texts in Mathematics, Springer-Verlag, 1979. [21] F. W. Warner, Foundations of Di¸erentiable Manifolds and Lie Groups, Springer-Verlag, 1983.