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integralu v rozsahu prednaseném ve 3. semestru oboru matematika.

Tuto verzi zvefejnuji jako studijni materiadl pro vybérovou prednasku ,,Dopl-
nujici partie z matematické analyzy“. K ni je pfipojen vyklad o plochach v R™ ze
zminénych skript.

Dékuji kolegtim prof. J. Malému, doc. J. Ratajovi a doc. J. Staré za pfipominky
k castem predchozich verzi.

Dale dékuji P. Charvatovi za zhotoveni obrazki.

Tento text jeSté neprosel poslednim podrobnym ¢&tenim, takze jisté
obsahuje Fadu drobnych nedostatkt. Budu vdécen za upozornéni na fak-
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1. Hladké k-rozmérné
plochy v R"

Vylozime pouze zakladni fakta teorie k-rozmérnych ploch, ktera umoznuji pfirozeny
a elegantni vyklad teorie vazanych extrému.

Zaénéme neformalni diskusi nasledujici otézky: Které podmnoziny R? je pfiro-
zené povazovat za hladké 1-rozmérné plochy (,kiivé cary“) v R??

Nasi intuitivni predstavé jisté vyhovuje libovolna piimka; dale také asi graf
hladké funkce f (tedy mnozina {(z,y): v = f(z)} a také ,graf* hladké funkce
x = g(y) (pfesndji: mnozina {(z,y): = = g(y)}). Nasi predstavé vsak také asi
vyhovuje kruznice {(z,y): 2% + y? = 1}. Ta vSak neni ani grafem funkce y = f(x)
ani ,grafem® funkce x = g(y), je vSak lokalné jednoho z téchto typti.

Jako pfirozena se tedy jevi ,lokéalni definice“: hladkou 1-rozmérnou plochu bu-
deme definovat jako takovou mnozinu M C R?, pro jejiz kazdy bod = € M existuje
oteviené okoli U bodu z takové, ze U N M je ,specidlni kus hladké 1-rozmérné plo-
chy“: ,hladce zdeformovana oteviena usecka“. Pod timto pojmem miZeme rozumét
mnozinu, kterd je grafem funkce y = f(x),z € (a,b) nebo z = g(y), y € (¢, d); jsou
v8ak mozné i jiné piirozené definice (napiiklad obraz tsecky pfi hladké deformaci
roviny nebo obraz intervalu (a, b) pii vhodném hladkém zobrazeni ¢: (a,b) — R?).

Tyto pfistupy v obecném pfipadé vedou k réiznym pojmim ,kusu k-rozmérné
CP-plochy“ v R™. Je dilezitou a zajimavou skutecnosti, Ze tyto rizné pristupy vedou
ke stejnému pojmu k-rozmérné CP-plochy v R”.

Umluva PouZijeme-li kdekoliv v dalsim vykladu symbol CP, rozumi se, Ze p €
N U {co} je libovolné pevné zvolené ¢islo. Neni-li Feceno jinak, jsou v dalsim k, n
prirozena d¢isla, pro kterd k < n.

Je vhodné€ upozornit, Ze ddle uZivand terminologie tykagici se ,kusu ploch nent
v literature béznd.

Ruzné typy ..kusu ploch*

Explicitné zadany kus plochy

Zhruba Fedeno, jde o mnozinu, kterd je zadana (pfesnéji: lze zadat) jako ,graf
funkce (zobrazeni)“. Jinak a trochu pfesnéji: pro uréeni bodu v explicitné zadaném
kusu k-rozmeérné plochy staci znat jeho jistych &k soutfadnic; ostatnich n—k& souradnic
pak muzeme jednoznacné dopoditat.
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1.1 Definice. Mnozina M C R" je explicitné zadany kus k-rozmérné CP-plochy
v R" (1 < k < n), jestlize existuji prirozend ¢isla 1 < i1 < 15 < -++ < i < n,
neprazdna oteviend mnozina G C R* a zobrazeni f: G — R** t¥idy CP takové,
ze

M= {(z1,...,zn): (&1, -2, )= (@i, - Ti,) s
kde wj,,...,x;, ., jsou zbylé souradnice, pfesnéji: plati ji1 < jo < -+ < jp—p
a{ji, - sin-ky=4L,...,n}\ {é1,... 0}

1.2 Piiklad.  a) Horni polosféra {(z,y,z): 22+y> < 1, z = \/1 — 22 — 42} znazornéna

na obr. 1.1 vlevo je explicitné zadany kus 2-rozmérné C*°-plochy v R3.

b) Sroubovice {(z,y,2): * = r coscz, y = rsincz} (r > 0, ¢ # 0) (srov. obr. 1.1
vpravo) je explicitné zadany kus 1-rozmérné C'*-plochy v R3.

¢) Necht G je libovolna oteviend neprazdna podmnozina R2. Pak mnoZina
2 .
M ={(z,y,2,t): (y,t) € G, v =yt, z =sin(y +t)}

je explicitné zadany kus 2-rozmérné C°°-plochy v R*.

d) Mnozina |J72; (n,n + 1/2) x {1} je podle nasi definice explicitné zadany kus
1-rozmérné C*°-plochy v R?, i kdyz neni souvisla — souvislost kusu plochy jsme v definici
nepozadovali.

¢) Kruznice {(,y): 2 + y*> = 1} neni explicitné zadany kus 1-rozmérné C'-plochy v
R?, ale je sjednocenim 4 takovych kusi:

{(377y): T e (_151)5 y=v 1 _372}3 {(way): NS (_151)5 Yy=-v 1 _372}7
{(way): Y€ (_151)5 T =V 1 _y2}v {(way): Y€ (_171)7 ==V 1 _yQ}'



Parametricky zadany kus plochy

Myslenka parametrického zadani plochy je analogickd obvyklé definici kiivky:
bod k-rozmérné plochy P C R™ by mél byt urcen zaddnim k realnych parametri,
tj. P = ¢(G), kde G C R* a ¢ je ,rozumné zobrazeni.

Pro parametrické zadani kusu k-rozmérné CP-plochy v R” (1 < k < n), je
pfirozené uvazovat otevienou mnozinu G C RF a prosté zobrazeni ¢: G — R"
t¥idy CP. Hlubsi rozbor ukazuje, ze je vhodné pripoustét pouze zobrazeni ¢, ktera
splituji dalsi dodateéné pozadavky (viz Piiklad 1.6 a P¥iklad 1.8).

1.3 Definice. Necht 1 < k < n jsou pfirozena c¢isla, G C RF je neprazdna
oteviena mnozina a ¢: G — R" je zobrazeni. Rekneme, Ze ¢: G — R" je reguldrni
homeomorfismus z R¥ do R", jestliZe plati:
(i) Zobrazeni ¢ je tridy C* na G.
(ii) Derivace ¢'(a): R¥ — R" je prosté zobrazeni pro kazdy bod a € G.
(iii) Zobrazeni p: G — ¢(G) je homeomorfismus.

1.4 Definice. Necht 1 < k < n. Rekneme, 7ze M C R" je parametricky zadany
kus k-rozmérné CP-plochy v R", jestlize existuje neprazdna oteviena mnozina
G C R* a reguldrni homeomorfismus p: G — R" tiidy C? takovy, ze M = ¢(G).

1.5 Poznamka.

(a) Pokud G je navic souvisld mnozina (pfipadné mnozina homeomorfni s otevienou kouli v
Rk), pouziva se v literatufe pro ¢(G) nékdy nézev , jednoducha plocha“ nebo ,elementarni
plocha“.

(b) Podminka (ii) z Definice 1.3 je podminka regularity. Z linedrni algebry je
znamo, ze tuto podminku lze ekvivalentné psat i v jinych formach:

(i4)* dim (¢'(a)(R*)) = k pro kazdy bod a € G.
(7¢)** Hodnost Jacobiho matice zobrazeni ¢ je v kazdém bodé a € G rovna k.
Regularnimi zobrazenimi z R¥ do R® (k < n) se ¢asto rozumi zobra-
zeni s vlastnostmi (¢) a (i7). My tento pojem nebudeme zavadét; ,reguldrni
homeomorfismus“ je pro nas ,nedélitelny termin“.

(c) Vzhledem k tomu, Ze z podminky (i) vyplyva spojitost ¢, 1ze podminku (iii)
(ekvivalentné) nahradit kteroukoliv z nésledujicich dvou podminek, které
jsou ekvivalentni spojitosti o~ !:

(#41)* Zobrazeni ¢ je prosté a pro kazdou otevienou mnozinu H C G je ¢(H)
mnozina (relativng) oteviend ve p(G).

(749)** Zobrazeni ¢ je prosté a pro kazdou posloupnost (¢,) v G a t € G plati
implikace @(t,) = @(t) = t, — t.

(d) Pokud k =n a G C R™, pak zobrazeni ¢: G — R™ splituje podminky (i), (ii), (iii), pravé
kdyz ¢ je difeomorfismus. To plyne okamzité z Véty (?)

Nasledujici priklad ukazuje, ze kdybychom v Definici 1.3 vynechali podminku
regularity (ii), plocha ¢(G) by nemusela byt hladka.
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M* =M\ {0,-1}

N

OBR.1.2.

1.6 Priklad. Necht ¢: R — R?, o(z) = (¢3,|23|). Pak ¢(R) je grafem funkce f(x) =
||, takZe to neni ,hladkd“ 1-rozmérnd plocha. Pfedpoklady (i) a (iii) se snadno ovéfi;
podminka (ii) vSak neni splnéna pro a = 0.

1.7 Piiklad. Piedpoklédejme, 7e ¢: R¥ — R™ (1 < k < n) je linearni zobrazeni.
Pak ¢'(a) = ¢ pro kazdy bod a € RF. Podminka regularity (ii) je tedy splnéna préveé
tehdy, kdyz ¢ je prosté. V tom pfipadé je v8ak vzdy splnéna i podminka (iii). To mizeme
zdtvodnit tak, ze @(Rk) je koneéné rozmérny normovany linearni podprostor R", a protoze
zobrazeni 9071:
je piipad, kdy ¢ je ztzeni linearniho (resp. afinniho) zobrazeni na neprazdnou otevienou

mnozinu G C R".

@(Rk) — R* je linearni, je nutné spojité (viz Véta (?7)). Zcela analogicky

Naésledujici piiklad vSak ukazuje, Ze obecné nelze podminku (iii) z definice re-
gularniho difeomorfismu nahradit pfedpokladem prostoty ¢.

1.8 Priklad. (Srov. obr. 1.2).

Uvazujme mnozinu
M = ((=2,0) x {=1}) U{(z,y): & +4° =1}.

Polozime nyni G := (-2, 27) a budeme uvazovat prostou parametrizaci ¢: G — M, ktera
popisuje pohyb bodu, ktery v ,¢asovém intervalu“ (—2,0) (jednotkovou rychlosti) probiha
usecku (—2,0) x{—1} ,zleva doprava“ a pak v ,fasovém intervalu® [0, 2] probiha kruznici
{(z,y): % +y? = 1} v kladném smyslu. Presnéji:

(p(t) = (t7 _1)7 te (_270)7 (P(t) = (COS(_T"/2 + t)a Sin(_ﬂ'/2 + t))7 te [03 277)'

Elementarni vypocet ukazuje, ze ¢ splituje podminky (i) a (ii). Navic je p zfejmé
prosté; neni vsak reguldrnim homeomorfismem z R do RQ, protoze <p_1: M — G nent
spojité. To ukdzeme pomoci podminky (é:)** z Poznamky 1.5: klademe-li ¢, = 27 — 1/k
at =0, plati ¢(t) = ©(t) = (0,—1), ale neplati t;, — ¢. Lze ukézat, ze M vibec neni
parametricky zadany kus 1-rozmé&rné CP-plochy v R?. »Vadi“ vSak pouze bod (0,—1):
zlZeni  na otevienou mnozinu (—2,0) U (0, 27) je regularni homeomorfismus z R do R?,
takze M*: = M \ {(0,—1)} je parametricky zadany kus 1-rozmérné C'-plochy v R?.



S piesnym ovéfovanim spojitosti ¢ ~! mohou byt potize i tehdy, kdyz se véc zda

byt z geometrického nazoru zcela jasna. V pfipadé, ze G je omezena mnozina, lze
Casto uzit nasledujici tvrzeni.

1.9 Tvrzeni. Necht'1 <k <n, G CR* je neprazdni omezena oteviend mnozina
ap: G — R" je prosté spojité zobrazeni. Piedpokladejme, Ze existuje spojité zobra-
zeni §: G — R™, které rozsifuje zobrazeni p. Pak p: G — ¢(G) je homeomorfismus,
pravé kdyz plati podminka

(1.1) F(0G) N p(G) = 0.

Diikaz. Predpokladejme nejprve, Ze plati podminka (1.1). Vime, Ze zobrazeni

o™l 0(G) = G je spojité, pravé kdyz vzor (9~ )TH(A) = p(A) je (relativné) uzavien
mnozina ve ¢(G) pro kazdou (relativné) uzavienou mnozinu A v G. Necht tedy A je
relativné uzaviend v G, tj. A = A N G. Protoze G je omezend, je podle Véty (?) A

kompaktni. Podle Véty (?) je tedy mnozina $(A) kompaktni, a proto je uzaviena v R".
Protoze zfejmé A = AU (AN OG), podle podminky (1.1) plati

G(A) Np(G) = e(A) U (B(ANIG) N o(G))) = ¢(A),

takze dostavame, ze p(A) je (relativné) uzaviend mnozina ve ¢(G), coz jsme méli dokazat.
Nyni pfedpokladdejme, Ze podminka (1.1) neplati. Existuji tedy body t € G a t* € 9G,
pro které op(t) = @(t*). Zvolime-li nyni posloupnost (tn) bodt z G konvergujici k t*,

kK

dostavame, ze ¢(tn) — ¢(t), takze neplati podminka (i74)** z Poznamky 1.5 a ¢: G —

¢(G) neni homeomorfismus.

1.10 Priklad. Necht S: R? — R? je zobrazeni ,zavadéjici sférické soufadnice® z Pi-
kladu (7). Uvazujme zobrazeni
U: R? 5 R3, U (8, p) =5(1,6,¢p) = (sinf cos p, sin § sin ¢, cos #)

7 vlastnosti S vyplyva, ze U(R?) = {(z,y,2): z° 4+ y? + 2% = 1}. Ziejmé U je t¥idy
C! na R? a tivahou nebo vypoctem snadno dostavame, e plati rovnost W' (6, o) (h, k) =
S'(1,8,¢) (0, h, k). Protoze Jg(1,8, ¢) = sin 8, je linearni zobrazeni ¥’ (8, ) prosté, pokud
sin@ # 0. Polozime-li G: = (0,7) x (0,27) a ® := ¥ |g, spliiuje tedy ® podminky (i) a
(ii) z Definice 1.3. Z geometrického nazoru , je vidét“ a snadno se presné dokaze, ze ® je
prosté a ®(G) je jednotkova sféra bez ,nultého poledniku“, tj.

O(G) =P :={(z,y,2): Py = 13\ {(z,y,2): y=0, z >0, e+ = 1}.

Zobrazeni ® := ¥ Iz je zfejmé spojité rozsiteni P a je snadné ovéfit platnost podminky
(1.1). Zobrazeni ® je tedy reguldrni homeomorfismus a P je parametricky zadany kus
dvourozmérné C 1—plochy.

Kus k-rozmérné CP-plochy zadany difeomorfismem.

1.11 Definice. Necht 1 < k < n. Rekneme, %e ) # M C R" je kus k-rozmérné
CP-plochy zadany difeomorfismem, jestlize existuje oteviena mnozina H C R" a
difeomorfismus v: H — R" tridy CP takovy, Ze

MZIﬁ(Hﬂ{(wl,...,xn): Tkl = Th42 = ' = Ty :0}).
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1.12 Poznamka. Kdybychom v pfedchozi definici misto linearniho k-rozmérného pro-
storu {(z1,...,2n): Tgt1 = g2 = -+ = &n = 0} pFipoustéli libovolny k-rozmérny afinni
podprostor R", dostali bychom stejny pojem. To je snadno vidét z toho, e libovolné dva
k-rozmérné afinni podprostory R" lze na sebe pievést (afinnim) difeomorfismem, ktery
zobrazuje R" na R".

Implicitné zadany kus k-rozmérné CP-plochy.

1.13 Definice. Necht' 1 < k < n. Rekneme, Ze ) # M C R" je implicitné zadany
kus k-rozmeérné CP-plochy v R", existuje-li oteviena mnozina G C R a zobrazeni
g: G — R takové, e g je tiidy CP v G, Jacobiho matice [¢'(x)] zobrazeni g ma
v kazdém bodé x € G hodnost n — k a

M ={z € G: g(z) = 0}.

Déle budeme potiebovat nasledujici snadné vztahy mezi pravé definovanymi
pojmy.

1.14 Tvrzeni. Necht'1 <k <n a M C R". Uvazujme nésledujici vyroky.
(i) M je explicitné zadany kus k-rozmérné CP-plochy.
(ii) M je parametricky zadany kus k-rozmérné CP-plochy.
(iii) M je implicitné zadany kus k-rozmérné CP-plochy.
(iv) M je kus k-rozmérné C?-plochy zadany difeomorfismem.

Pak plati nasledujici implikace:

(¢) = (i9), (i) = (#@1), (3) = (iv), (iv) = ().

Diikaz. (i) = (ii)“: Pfedpokladejme, ze M je explicitné zadany kus k-rozmérné
CP-plochy. Pro vétsi prehlednost predpokladejme, ze pro indexy 41,...,%; z Defi-
nice 1.1 plati iy = 1,...,i = k. Pak existuje neprazdna oteviena mnozina G C R¥
a zobrazeni f: G — R"* tiidy CP takové, ze

M= {('Z'lw'wwn): (wk-l-l:"':wn) = f(xlw'wwk)}'

Je snadno vidét, Ze zobrazeni ¢: G — R™ dané predpisem o(t) = (¢, f(t)) je regu-
l4rni homeomorfismus z R¥ do R a ¢(G) = M. Mnozina M je tedy parametricky
zadany kus k-rozmérné CP-plochy. Je ziejmé, ze pripad obecnych indext i1, ...,
je zcela obdobny, jen formalni zapis je méné prehledny.

»(1) = (i19)“: Opét pfedpokladéme, Ze i1 = 1,...,ix = k a G, f maji stejny
smysl jako vyse. Polozme G* := G x R** a definujme zobrazeni ¢g: G* — R*—*



piedpisem g(t,u) := u — f(t). Snadno vidime, ze g € C!(G*), Jacobiho matice
zobrazeni g mé v kazdém bodé (¢,u) € G* hodnost n — k a

g(t,u) =0<= u= f(t) <= (t,u) € M,

takze M je skuteéné implicitné zadany kus k-rozmérné CP-plochy.

»(1) = (iv)*: Stale pfedpokladdme, ze i; = 1,...,4; = k a G, f jsou jako
vyse. Polozme H := G x R*™* a (t,u) := (t,u+ f(t)) pro (t,u) € H. Zfejmé
=1, v) = (r,v = f(7)), (1,v) € H, takZe 1 je difeomorfismus H na H. Tvrzeni
(iv) vyplyva z rovnosti

YHN{(T1,. ., T0) Tpy1 = Tpr2 = =2, = 0}) = {(t, f(?)): t€G} =M.

»(iv) = (#1)“: Necht M je kus k-rozmérné CP-plochy zadany difeomorfismem. Exis-
tuje tedy oteviend mnozina H C R" a difeomorfismus ¢: H — R" takovy, ze

MZZb(Hﬂ{(wl,...,xn): Tht1 :$k+2:"':$n:0})-

Necht G := {(t1,...,tx) € R¥: (t1,...,4,0,...,0) € H} aprot = (t1,...,tx) € G
polozme ¢(t) = ¥(t1,...,t,0,...,0). Zfejmé p(G) = M a snadno lze ovétit, ze
¢ je regularni homeomorfismus z R¥ do R". Je tedy M parametricky zadany kus
k-rozmérné CP-plochy.

Obtiznéjsi je nasledujici duilezité tvrzeni, a proto je dokdZeme podrobnéji.

1.15 Tvrzeni. Necht'l < k < n, M CR" je parametricky zadany kus k-rozmérné
CP-plochy a a € M. Pak existuje oteviené okoli U bodu a takové, ze U N M je
explicitné zadany kus k-rozmérné CP-plochy.

Diikaz. Podle definice existuje oteviena mnozina G C R¥ a regularni homeomor-
fismus ¢ = (¢1,...,0n): G — R takovy, ze M = ¢(G). Oznaéme to := ¢ 1(a).
Protoze hodnost Jacobiho matice zobrazeni ¢ v bodé ¢y je podle pfedpokladu k a
radky této matice jsou

grad g1 (to), ..., grad n (to),
existuji indexy 1 < ¢; < ip < -+ < i < n takové, ze vektory

grad Piq (to), cey grad Piy, (to)
jsou linearné nezavislé. Polozime-li

w(t) = ((ph (t)a sy P, (t))a teaq,
dostévame, 7ze w: G — RF je zobrazeni t¥idy C? na G, jehoz Jacobiho matice v
bodé tg je regularni. Podle Véty (?) o inverznim zobrazeni existuje oteviené okoli V'
bodu ty takové, Ze zlzeni 7 := w [y je difeomorfismus. Je tedy W := 7(V') oteviena
podmnozina R* a 77! je difeomorfismus W na V. Definujme jesté

¢(t) = ((pjl (t)v ) (pjnfk(t))’ ted,
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kde j1 < --+ < jn_g jsou zbylé indexy ({j1,-.-,dn—t}t =14{1,...,n}\ {i1,.-.,ix}).
Polozime-li f := o771, je f: W — R** tiidy C? a snadno vidime, Ze

(12) SO(V) = {(mh s 7$’n): (‘Z'ju v 7:1:,jn—k) = f(wiu v 75["119)}

Skuteéns, je-li (x1,...,xn) = ¢(t) pro néjaky bod t € V, pak podle definice zobrazeni 7, je
(@iyyeerxsy,) =7() EW a(xjy,...,2;5, ) =¥(t), takze

(Zjyseosj, ) = 1/1(7_1(337;1,...73:%)) = f(@iy,-r s xiy,)-
Jestlize naopak pro bod (z1,...,2n) plati (zj,,...,z;, ,) = f(®iy,..., %, ), pak pro ¢ :=
771($i17"'7$ik) plati (x’ilw"ax’ik) = T(t) a (xj1="'7‘rjn_k) = ,‘/)(Til(x’ilw"amik)) = w(t)v

takze (z1,...,2n) = @(t) € p(V).

Protoze ¢: G — R" je regularni homeomorfismus z R¥ do R, je obraz ¢(V)
oteviené mnoziny V' mnozina relativné oteviend v M = ¢(G). Existuje tudiz ote-
viend mnozina U C R" takova, ze U N M = ¢(V). Podle (1.2) je tedy U N M
explicitné zadany kus k-rozmérné CP-plochy.

Analogické tvrzeni pro implicitné zadany kus k-rozmérné CP-plochy je vlastné
jen jinou formulaci véty o implicitnich funkcich.

1.16 Tvrzeni. Necht'1l < k <n, M C R" je implicitné zadany kus k-rozmérné
CP-plochy a a € M. Pak existuje oteviené okoli U bodu a takové, ze U N M je
explicitné zadany kus k-rozmérné CP-plochy.

Diikaz. Podle Definice 1.13 muzeme najit otevienou mnozinu G C R" a zobrazeni
g= (91, 9n_1): G — R*F takové, 7e g je tiidy C? v G, Jacobiho matice [¢'(a)]
mé v kazdém bodé « € G hodnost n —k a M = {z € G: g(x) = 0}. Protoze matice
[¢'(a)] m4 hodnost n — k, existuji indexy 1 < j; < -+ < jp—p < n takové, Ze

D(gla s 7gn—k)
D(mju'--:wjn—k)(a) #0.

Ozna¢me zbylé indexy i1 < -+ < i ({i1,.-- ik} U {1, - dn-k} = {1,...,n}).
Podle véty o implicitnich funkcich dostavame (viz. Poznamka (7)), Ze existuji ote-
viené okoli U C G bodu a a zobrazeni f z R¥ do R*~* které je definované a t¥idy
CP na néjakém otevieném okoli bodu (a;,,...,a;,), takové, Ze

MNU={zeU: g(zx) =0} ={(x1,.--,2n): (@j,--- x5, )= F(@is, -, @)}
Je tedy U N M explicitné zadany kus k-rozmérné CP-plochy.

1.17 Poznamka. Lze snadno dokézat, ze pokud M C G C R" je kus k-rozmérné
CP-plochy v R" zadany parametricky (implicitng, difeomorfismem) a ¢: G — R" je dife-
omorfismus t¥idy C?, pak (M) je opét kus plochy stejného druhu. Specialné tyto pojmy
kust ploch jsou ,,geometrické“ — nezavisi na zvoleném systému kartézskych (afinnich) sou-
fadnic. Mizeme tedy tyto pojmy definovat i v obecném eukleidovském ¢i afinnim prostoru
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(kde zadny soufadnicovy systém neni pfedem zadan). Jinak je tomu s pojmem explicitné
zadaného kusu plochy, ktery neni invariantni ani vic¢i zméné kartézskych souradnic. Uva-
7ujme napiiklad horni pulkruznici M = {(z,y): «> +y? = 1,y > 0}, ktera je ziejmé
explicitné zadany kus 1-rozmérné C'*°-plochy v R?. Oto&me-li ale mnozinu M kolem po-
¢atku v kladném smyslu o /4, vyslednd mnozina jiz takovym explicitné zadanym kusem

plochy nebude.
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1. Hladké k-rozmérné plochy v R"

Definice k-rozmérné C?-plochy

1.18 Véta. Necht'1 < k <n a P C R" je neprdzdnd mnozina. Pak nasledujici
vlastnosti mnoziny P jsou ekvivalentni.

(i) Pro kazdy bod a € P existuje oteviené okoli U bodu a takové, ze U N P je

explicitné zadany kus k-rozmérné CP-plochy.

(ii) Pro kazdy bod a € P existuje oteviené okoli U bodu a takové, ze U NP je
parametricky zadany kus k-rozmérné CP-plochy.

(iii) Pro kazdy bod a € P existuje oteviené okoli U bodu a takové, ze U N P je
implicitné zadany kus k-rozmérné CP-plochy.

(iv) Pro kazdy bod a € P existuje oteviené okoli U bodu a takové, ze U N P je
kus k-rozmérné CP-plochy zadany difeomorfismem.

Dikaz. Implikace (1) = (ii), (i) = (iii), (i) = (iv) a (iv) = (ii) plynou
okamzité z Tvrzeni 1.14. Stadi tedy dokdzat implikace (ii) = (i) a (iii)) = (i).

K dtkazu prvé z nich zvolme libovolny bod a € P. Podle (ii) existuje oteviené
okoli V' bodu a, pro které je V N P parametricky zadany kus k-rozmérné CP-plochy.
Podle Tvrzeni 1.15 existuje oteviené okoli V* bodu a takové, ze V* N (V N P) je
explicitné zadany kus k-rozmérné CP-plochy. Polozime-li U := V N V*, dostavame
platnost (i).

Dikaz implikace (i4i) = () dostdvame stejnym zptsobem z Tvrzeni 1.16.

Nyni muazeme vyslovit zdkladni definici tohoto oddilu.

1.19 Definice. Necht' 1 < k < n. Neprdzdnou mnozinu P C R budeme nazyvat
k-rozmérnou CP-plochou, jsou-li splnény (ekvivalentni) podminky (i)-(iv) z Véty
1.18.

1.20 Poznamka.

(i) Je snadné ovétit, Ze kazdy z vySe definovanych typt kust k-rozmérnych CP-
ploch je k-rozmérnd CP-plocha. Specidlné (viz Piiklad 1.2 d)) vidime, Ze
k-rozmérna CP-plocha nemusi byt souvisld mnozina.

(ii) Je-li M C G C R* k-rozmérna CP-plocha a ¢: G — R" je difeomorfismus
tiidy CP?, pak (srov. Poznamka 1.17) (M) je opét k-rozmérnd CP-plocha.

(iii) Je-li M C R" k-rozmérnd CP-plocha a G C R" je oteviend mnozina proti-
najici M, pak M NG je zfejmé opét k-rozmérnd CP-plocha.

Autofi uéebnic berou za zéklad pti definici k-rozmérné CP-plochy v R" rtizné pod-
minky (vétsinou nékterou z podminek (i)-(iv) z Véty 1.18). Nékdy se v definici predpo-
klad4 souvislost plochy; nékdy se misto o k-rozmérné CP-plose hovoti o k-rozmérné varieté
ttidy C® v R". Poznamenejme, Ze pojem variety, ktery je zdkladem moderni diferencialni
geometrie, je velmi obecny — prvky (body) variety mohou byt libovolné objekty. Pojem k-
rozmérné CP-plochy lze pfirozenym zpisobem ztotoznit (srov. [Ko; Véta 2.27]) s pojmem
k-rozmérné variety t¥idy CP, ktera je vlastni podvarietou prostoru R™.
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Na pfirozenou otazku po velikosti k-rozmérnych ploch odpovida néasledujici tvr-
zeni.

1.21 Tvrzeni. Necht1 < k <n a P C R" je k-rozmérna C*-plocha. Pak P je
ridka, lebesgueovsky nulova a borelovska mnozina.

Diikaz.  Zvolme libovolny bod a € P. Pak existuje jeho oteviené okoli U, takové, Ze
P* := PNU je kus k-rozmérné plochy zadany difeomorfismem.

Existuje tedy oteviend mnozina H C R" a difeomorfismus v: H — R" tiidy C?
takovy, ze P* = ¢p(HN A), kde A = {(z1,...,%n): Tp41 = Tpqo = - = @ = 0}
Mnozina H N A je zfejmé Fidkd v H a Ap(HN A) = 0.

Protoze wH — 1 (H) je homeomorfismus, je P* #idka v oteviené mnoziné 1 (H ), takze
je Fidka (v R™). Je tedy P lokalné ¥idka, z ¢ehoZ snadno vyplyva (napf. pomoci podminky
(iv) z Tvrzeni (7)), ze je idka.

Z véty o substituci (Véta 3.23) okamzité vyplyva, Ze An(P*) = 0. Pomoci Poznamky
(?) snadno dostavame A, (P) = 0.

Protoze mnozina H N A je mnoZina uzaviena v H, je P* uzaviena v oteviené mnoziné
Y(H), a proto je také uzaviend v oteviené mnoziné V := UNy(H) D P* = PNV, tj.
PNV NV =PnNV. Protoze ziejmé PNV NV = PNV, snadno tedy vidime, ze a je
vnitinim bodem mnoziny P v prostoru P. Tim jsme dokézali, 7e P je oteviena podmnozina
P. Podle Tvrzeni (?) plati P = P NG pro néjakou otevienou mnozinu G C R™; P je tedy
borelovskd mnozina.

1.22 Poznamka. Je ziejmé, 7e k-rozmérns C>-plocha v R nemusi (ale mtze) byt uzaviena

podmnozina R™. Oteviend vSak byt nemtze (to by nebyla Fidka).
Naésledujici tvrzeni okamzité plyne z definice k-plochy a Poznamky (7).

1.23 Tvrzeni. Necht P C R" je k-plocha. Pak P je spodetnym sjednocenim
explicitné zadanych kusti k-rozmérnych C*-ploch.

Teény prostor ke k-rozmérné CP-plose

Velmi dilezity je pojem teéného prostoru k plose P v bodé a € P. Afinnim
tecnym prostorem ij(P) ke plose P v bodé a rozumime, zhruba feceno, ten jediny
afinni k-rozmérny prostor A C R", ktery obsahuje bod a a v blizkosti bodu a se
ke plose P ,velmi tésné primyka“. Také lze Tici, ze v dostatecné malych okolich
bodu a jiz ,o0d sebe plochu P a afinni prostor A nerozezndme* (viz Tvrzeni 1.29 a
Poznamka 1.30).

Pojem afinniho te¢ného prostoru bude ovSem zobeciiovat jiz definovany pojem
teéné nadroviny ke grafu funkce: Je-li f: R*"~! — R funkce tiidy C!, pak graf
P={(z1,...,20): o = f(21,...,2n_1)} funkee f je (n — 1)-rozmérnd C'-plocha
v R”; afinnim te¢nym prostorem k P v bodé a € P pak bude te¢na nadrovina k P
v tomto bodé.
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1. Hladké k-rozmérné plochy v R"

——-0 : o———

—0 0 0

OBR. 1.3. Tec¢ny vektor v ke plose P.

Zakladnim geometrickym pojmem v teorii ploch vSak neni pojem afinniho tec-
ného prostoru, ale pojem (vektorového) teéného prostoru Ty, (P), ktery je zaméfe-
nim afinnfho te¢ného prostoru. Jinymi slovy, T, (P) je ten (k-rozmérny) vektorovy
podprostor R™, pro ktery

T (P) = a+ T,(P).

Probiha-li v vektorovy tecény prostor, vyplni body a + v cely afinni teény prostor.
Tecny vektorovy prostor ke plose se ¢asto definuje nasledujicim zpisobem (srov.
obr. 1.3) pomoci derivaci zobrazeni z R do R™ (,cest“).

1.24 Definice. Necht P C R" je k-rozmérnd CP-plocha a je ddn bod a € P. Pak
vektor v € R® nazveme tecnym vektorem ke plose P v bodé a, existuje-li § > 0 a
spojité zobrazeni v: (—4,8) — P takové, ze v(0) = a a ¥'(0) = v. Mnozinu vSech
tecnych vektort ke plose P v bodé a oznacujeme T, (P) a nazyvame ji (vektorovym)
te¢nym prostorem ke plose P v bodé a.

1.25 Poznamka.

(i) Je vhodné si uvédomit toto: Je-li U oteviené okoli bodu a, pak P* = PNU
je opét k-rozmérna CP-plocha a Ty (P*) = To(P). To plyne okamzité z toho,
ze pro kazdou spojitou ,cestu“ 4: (—4,0) = P, pro kterou v(0) = a, zfejmé
existuje 6* > 0 takové, ze v((—6*,%)) C P*.

(i) I kdybychom v Definici 1.24 nepozadovali spojitost ,,cesty* -y, dostali bychom
stejny pojem (to je vidét z dikazu nasledujici véty).

V nésledujici vété dokdzeme, ze Ty, (P) je skuteéné vektorovy prostor (dimenze k),
a ukazeme, jak jej v konkrétnich pfipadech mizeme snadno urcit.

1.26 Véta. Necht P C R" je k-rozmérnd CP-plocha a je ddn bod a € P. Pak
plati nasledujici tvrzeni.

(i) To(P) je k-rozmérny vektorovy prostor.
(ii) Je-li P parametricky zadany kus k-rozmérné CP-plochy a ¢: H — R" je
prislusny regularni homeomorfismus z R¥ do R™, pro ktery ¢(H) = P a
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a = ¢(ug), pak
To(P) = Im(¢' (uo))-

(iii) Necht P je implicitné zadany kus k-rozmérné CP-plochy, tj.
P={ze€G: g1(x) =0,...,gp—r(x) =0},

kde g;, i = 1,...,n — k, jsou funkce tfidy C? na néjaké oteviené mnoziné
G C R" takové, ze gradienty gradgi(z),...,gradg, r(z) jsou linedrné
nezavislé pro kazdé x € G. Pak

T.(P) = (Lin{grad g1 (a), .. ., grad g,_(a)})*

Dikaz. Dtikaz provedeme ve ¢tytech krocich. (Na obr. 1.4 je zobrazen ptipad, kdy
k =2, n =3 a jsou splnény piedpoklady z (ii) a (iii).)

1. krok: Nejdiive dokdzeme inkluzi Im(¢'(ug)) C T,(P) z (ii). Zvolme tedy
libovolny vektor w € Im(¢'(uo)); necht v € H je ten vektor, pro ktery ¢'(uo)(v) =
w. Uvazujme funkci v(t) := p(up + tv). Ziejmé miizeme zvolit § > 0 tak malé, aby
funkce v byla definovina na celém intervalu (—d,9); pak ovSem ~((—4,4)) C P.
Protoze

uo + tv) — p(uo)

(0) = i Z0 2 = Duplu) = ¢/ (uo)(v) = w,

dokézali jsme, ze w € T,(P).

2. krok: Nyni dokézeme inkluzi T,(P) C (Lin{grad ¢1(a),...,grad gn_k(a)})L
z tvrzeni (iii). Pro libovolny vektor w € T,(P) najdéme 6 > 0 a spojitou cestu
v: (=6,6) = P takovou, ze y(0) = a a 7'(0) = w. Pro kazdé t € (-4, 0) plati

g1(v(®) =0,...,9n x(y(t)) = 0.

Pro kazdé i € {1,...,n — k} tedy podle véty o derivaci slozené funkce (srov. Po-
znédmka (7)) dostavéame

(9i ©7)'(0) = (grad gi(a),~'(0)) = 0,

takze skutecné w € (Lin{grad g:(a),...,grad g, x(a)})*

3. krok: Uvazujme obecnou k-rozmérnou CP-plochu P. Zvolme oteviené okoli U
bodu a, pro které je U N P parametricky zadany kus k-rozmérné CP-plochy. Podle
1. kroku dtikazu a Pozndmky 1.25(i) dostdvame, ze T,(P) obsahuje k-rozmérny
vektorovy podprostor R™, totiz V := Im(p’(ug)). Existuje v8ak také oteviené okoli
U* bodu a, pro které je U*N P implicitné zadany kus k-rozmérné CP-plochy. Podle
2. kroku dtikazu a Poznamky 1.25(i) dostavame, ze T, (P) je obsaZen v k-rozmérném
vektorovém podprostoru R”; totiz v ortogonalnim doplinku

W := (Lin{grad ¢1 (a), ..., grad gn_k(a)})L
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1. Hladké k-rozmérné plochy v R"

[2)

OBR. 1.4.

(n — k)-rozmérného prostoru Lin{grad g;(a),...,grad g, (a)}. Plati tedy
V CT,(P) C W. Protoze dimV = dim W, snadno vidime, ze V =W, takZe
T,(P) =V =W je skutetné k-rozmérny vektorovy podprostor R”.

4. krok: Ted jiz mizeme dokonéit dikaz (ii) a (iii). Protoze uz vime, ze T,(P)
je v obou pripadech k-rozmérny vektorovy prostor, z jiz dokdzanych inkluzi mezi
k-rozmérnymi vektorovymi prostory vyplyva, Ze je lze nahradit rovnostmi.

1.27 Definice. Necht P C R" je k-rozmérng CP-plocha a je ddn bod a € P. Pak
ortogonalni doplnék (T,(P))* k teénému prostoru ke plose P v bodé a se nazyva
normalovy prostor k plose P v bodé a. Jeho prvky se nazyvaji normalové vektory
k plose P v bodé a.

1.28 Poznamka.
(a) Je-li P implicitné zadany kus k-rozmérné CP-plochy jako v (iii), pak normé-
lovy prostor k plose P v bodé a je Lin{gradg;(a),...,gradg,—x(a)}.
(b) V situaci na obr. 1.4 je norméalovy prostor k plose P v bodé a jednoroz-
mérny. Teény prostor T, (P) = Im(p'(ug)) je zfejmé linedrnim obalem vek-
tortt 52 (uo) = ¢ (uo) (€1), 52 (uo) = ¢' (o) (e2) (srov. Véta (?)).

Nakonec se jesté vratime ke geometrickému vyznamu afinniho te¢ného prostoru.

1.29 Tvrzeni. Necht P je k-rozmérna C'-plocha v R™ (1 <k < n) anecht a € P.
Ozna¢me T := T*(P) = a + T,(P). Pak

dist(z, T
(1.3) im @)

z—ra,zEP ||w—a|| B

dist(z, P) :

1m =
z—a, €T ||.1‘ — a||

(1.4)
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Dikaz.  (Strucny.) Muzeme predpokladat, ze P je parametricky zadany kus k-rozmérné
C 1—plochy. Necht G C R" je oteviend mnozZina a p: G — R je regularni homeomorfismus,
pro ktery ¢(G) = P. Oznalme c¢ := np_l(a). Protoze ¢: G — P je homeomorfismus, je
zobrazeni h — ¢(c + h) homeomorfismus mnoziny G — ¢ na P, takze (1.3) je ekvivalentni
S

dist(p(c+ h),T)

(1.5) 10 ple+ 1) — @l

0.
Protoze ¢ (c): RF To(P) je linearni bijekce, z Véty (?) vyplyva, ze ¢’ (c) je homeomor-
fismus a navic existuje K > 0 takové, ze

(1.6) ' () hll > K|Ill, heRF

(za K lze zfejmé volit 1/|| (np'(c))71 II). Zobrazeni h — o(c) + ¢'(c) h je ziejmé homeo-
morfismus R¥ na T, takze (1.4) je ekvivalentni s

im dist(¢(c) + ¢'(c) b, P)
h—0 ll¢' () hl|

(1.7) =0.
Ziejmé plati
dist(¢(c) +¢'(c) h, P) < [lp(c + h) = p(c) = ¢'(c) k|l = o(|I]l), h— 0,
coz spolu s (1.6) dava (1.7), a tedy i (1.4).
Ziejmé pro vsechna h z néjakého okoli 0 plati
llp(c+h) = @(e)ll > lI¥'(e) hll = llp(e + h) — p(c) = ¢'(c) Bl > (K/2) ||R]-
Protoze také plati
dist(p(c + h),T) < llp(c +h) = @(c) = @' (e) hll = o([|R[l), k-0,
dostavame (1.5), a tedy i (1.3).

1.30 Poznamka.

(i) Podminky (1.3) a (1.4) se ¢asto interpretuji slovy, ze ,,P a T se k sobé& navzajem v blizkosti
bodu a tésné pfimykaji“. Tuto interpretaci lze jesté specifikovat: Podminky (1.3) a (1.4)
jsou pfrirozenym upfesnénim tvrzeni, Ze ,v tésné blizkosti bodu a jiz od sebe P a T
nerozezname® (mysli se: kdyz nase oko ma jakkoliv dobrou rozliSovaci schopnost a na
velmi mala okoli bodu a se divdme ,idealnim mikroskopem®).

(ii) Vidime tedy, Ze k-rozmérna C!-plocha v R® m4 vlastnost, kterou je piirozené
od hladké k-rozmérné plochy pozadovat — lokalné ji nerozezname od k-
rozmérného afinniho prostoru.

(iii) Neni tézké ukazat, ze T = T (P) je jediny afinni prostor, pro ktery plati
(1.3) a (1.4). Navic je T jediny k-rozmérny afinni prostor, pro ktery plati
(1.3) (resp. (1.4)).

Nakonec jesté dokazeme dulezité tvrzeni, které budeme potrebovat v teorii plos-
ného integralu.
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1. Hladké k-rozmérné plochy v R"

1.31 Tvrzeni. Necht P je parametricky zadany kus k-rozmérnéC*-plochy
vR*, A C R¥, B C RF jsou oteviené mnoziny a a: A — R*, f: B — R" jsou
reguldrni homeomorfismy takové, ze a(A) = f(B) = P. Pak existuje (bijektivni)
difeomorfismus w: A — B takovy, Zze a = f o w.

Dikaz. Stadi ziejmé dokazat, Ze w := 1 o a je difeomorfismus. Zvolme libovolny

bod a € A apolozme p := a(a), b := f71(p). Podle Véty 1.18 existuje oteviené okoli
U bodu p takové, ze P N U je kus k-rozmérné C'-plochy zadany difeomorfismem.
Existuje tedy oteviena mnozina H C R" a difeomorfismus ¢: H — R" ttidy C!
takovy, ze

(18) PNU= ’l/J(Hﬂ {(1’1,...,.%'”): Tht1l = T4 = - = Ty = 0})

Ozna¢me A* := o~} (PNU), B*:=71(PnNU) a
a*i=alas, BFi=0 1, pi=9Tloa", vi=¢T o fn

Ztejmé A*, B* jsou poradé oteviend okoli bodul a, b a y, v jsou prosta zobrazeni
ttidy C1. Z (1.8) vyplyva, ze p = (1, .- ., ig, 0, ..., 0), takze také i := (1, ..., fix)
je prosté a tifdy C!. Pro kazdé t € A* plati p/(t) = (1) (a(t)) o &/ (t). Protoze
(=1 (a(t)) je linedrni bijekce R* na R™, plati

dim(Lin{grad(su1 (2)) . ., grad (s ()}) = ([ (8)]) = dim(Tm ¢ (1)) = dim(Tm o’ (£)) = .
takze [(j1)'(t)] je regularni matice. Zobrazeni fi: A* — R* je tedy prosté regularni
zobrazeni, takze je podle Véty (?) difeomorfismus.

Zcela obdobné dostdvame, ze ¥ := (v1,...,v;) je difeomorfismus. Na zdkladé
(1.8) snadno nahlédneme, ze w [4-= (B*)"'oa* = (¥)"! o i, takze w [4- je
regularni zobrazeni. Z toho ihned vyplyva, ze w je regularni, a protoze je prosté, je
difeomorfismus.
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2. Uvod do teorie plo$ného
a krivkového integralu

2.1 Uvod

K nejduilezitéjsim klasickym vysledktim diferencidlniho a integralniho poctu patii
nepochybné Greenova, Gaussova a Stokesova véta, které maji dulezité aplikace ve
fyzice a v fadé matematickych teorii. Velmi zhruba lze fici, ze tyto véty fikaji,
ze jisty integral pres mnozinu M C R" je roven jistému pfislusnému integralu
pfes hranici OM této mnoziny a Ze jde o zobecnéni Newton-Leibnizovy formule
fb) = f(a) = fab f'(z) dz. Pro formulaci zminénych vét je t¥eba zavést tzv. plo$né
a krivkové integraly.

Jiz pfesnd formulace téchto ,integralnich vét“ je dosti obtizna. Ve starsich klasickych ucebni-
cich je podan nazorny vyklad teorie plosného integralu a integralnich vét, ktery ¢tenare seznamuje
se zakladnimi myslenkami a umozinuje mu zvladnout pocetni techniku, nesnese vSak soucasné na-
roky na matematickou presnost. Dokonce ani zakladni pojmy nejsou pfesné definovany, natoz
aby byly pfesné dokazany zakladni véty. V. Jarnik do svych ucebnic teorii plosného integralu
nezafadil; v pfedmluvé (z r. 1955) k [J II] poznamenava, Ze nezna v literatufe vyklad, ktery by
vyhovoval soucasné z védeckého i pedagogického hlediska. Nyni existuje nékolik presnych cesky
psanych vykladii (na riznych stupnich obecnosti) této teorie (napt. [CM], [Si], [Kow], [Kop], [LM],
[KST]).

Cilem této kapitoly je co nejstru¢néji presné vylozit Gaussovu a Greenovu vétu,
ale tak, aby vSechny pojmy byly motivovany a aby standardni konkrétni priklady
bylo mozno pomoct téchto vét co nejpohodinéji pocitat. Motivace definic zékladnich
pojmi je vedena obvyklym klasickym zptusobem. Také vyklad (hodné ovlivnény
vykladem z [Kop]) se od klasického lisi v podstaté jen v tom, Ze uzivad standardni
vysledky abstraktni teorie miry a integrélu. Diikaz (trochu zdlouhavy, ale ne ob-
tizny) véty, kterd ,axiomaticky“ definuje k-rozmérnou miru (na ,minimalni“ o-
algebfe Py), je proveden v Dodatku 6.3. Standardni snadny dikaz Gaussovy véty
pro velmi specialni mnoziny je proveden v zakladnim textu, pomérné obtizny dikaz
v obecném prfipadé (jen maélo se lisici od diikazu z [Kop]) 1ze nalézt v Dodatku 6.4.

Klasicka Stokesova véta je uvedena bez dikazu spolu s pozndmkami o diferen-
cidlnich formach a obecné Stokesové vété (jejiz jedna elementdrni verze je také bez
dtikazu uvedena).
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2. Uvod do teorie plogného a kfivkového integralu

Protoze terminologie z teorie ploch zavedena v Kapitole 2 je pfilis tézkopadna,
dohodneme se pro tcely této kapitoly na jejim zjednoduseni.

Zjednodus$eni terminologie Neni-li fe¢eno jinak, jsou v této kapitole n, k vzdy
pfirozena ¢isla, pro ktera 1 < k < n. Misto k-rozmérna plocha t¥idy C'* budeme psat
pouze k-plocha a misto parametricky zadany kus k-rozmérné C'! plochy budeme
psat jednoduchd k-plocha. Parametrizaci jednoduché k-plochy P v R"® budeme
rozumét libovolny regularni homeomorfismus f:G — R* (G C R¥), pro ktery
f(G) = P.Déle pod pojmem ,, jednoduchd 0-plocha v R*“ rozumime jednobodovou
podmnozinu R" a pod pojmem ,0-plocha v R™“ izolovanou podmnozinu R"* (tj.
mnozinu, jejiz kazdy bod je izolovany).

2.2 Starsi a novéjsi pristup k ploSnému
integralu 1. druhu
Nejprve provedeme (nepfesnou) heuristickou tvahu, kterd vysvétluje starsi pristup k plos-

nému integralu 1. druhu. Necht P C R" je k-plocha, jejiz k-rozmérny obsah je koneény
a necht f je stejnomérné spojitd funkce na P. Provedme rozklad plochy P na koneéné

mnoho plosek Py, ... Py, v kazdé z nich zvolme bod x; € P; a utvofme soucet
T
(2.1) > i) (AS);,
i=1

kde (AS); je k-rozmérny obsah plosky P;. Vzhledem ke stejnomérné spojitosti f se zda byt
vérohodné, Ze pokud diametr plosek P; neomezené zmensujeme (a jejich pocet zvétSujeme),
blizi se ,integralni souéty* (2.1) k jistému ¢islu, které nazyvame ploSnym integralem 1.
druhu a znacime (vedeni analogii s vyrazem (2.1)) [, fdS.

Pro vypodet integrélnich souétii (2.1) ovSem pot¥ebujeme znat definici velikosti plosek P;. Tento

problém lze prekonat napiiklad tak, ze fP fdS se nedefinuje jako limita souc¢tt (2.1), ale jako
T
limita souctt Z f(x;) 03, kde 0y je k-rozmérny obsah kolmého priamétu P plosky P; na afinni

=1
teCny prostor A k plose P v bodé x;. Pritom se vychazi z predpokladu, ze pokud je ploska P;

velmi mald, P; a P; od sebe ,nerozeznidme“, proto plati (AS); » 04, a tedy se také domnivame,
T T
ze > f(z:) (AS)i~ Y f(xi) o
i=1 i=1

Plo$ny integral 1. druhu ma fadu dulezitych fyzikélnich aplikaci. Pfedpokladejme napii-
klad, ze dvourozmérné plocha P v R? je ,zhotovena z nehomogenniho materidlu® a f(x)
ma vyznam ,plosné hustoty* této ,hmotné plochy“ v bodé x € P. Pokud plosky P; jsou
dostateéné malé, zda se byt ziejmé, ze &islo f(x;)(AS); velmi dobfe aproximuje hmotnost
m; plosky P;. Soudet (2.1) proto velmi dobfe aproximuje hmotnost plochy P a integral
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Definice k-rozmérné miry na k-rozmérném afinnim podprostoru R" 2.3

klad 2.94) nebo gravita¢ni sily, kterou P pfitahuje hmotny bod (srov. Ptiklad 2.26), nutné
potfebujeme plosny integral 1. druhu.

Soucasny pristup k integrdlu 1. druhu vSak neni zaloZen na limité integralnich
soucti. Zname-li totiz teorii abstraktniho Lebesgueova integralu, je pfirozené nej-
prve na ploSe P zavést k-rozmérnou miru py (kterd mnozindm B C P pfifazuje
jejich k-rozmeérny plosny obsah u(B)) a plosny integral 1. druhu pak definovat rov-

nosti /de ::/fduk.
P P

V nasledujicich oddilech se proto budeme vénovat zavedeni k-rozmeérné miry, kterou
pro zjednoduseni itvah budeme budeme uvazovat na jisté o-algebfe borelovskych
mmnoZin. mnozin. Dale poznamenejme toto:

a) V klasickych aplikacich jsou nejcastéjsi pipady k£ = 1 a k = 2; 1-rozmérné mife p1(A)
(mnoziny A C R? nebo A C R3) se ¢asto fika délka mnoziny A a 2-rozmérné miie p2(A) mnoziny
A C R3 se ¥iké plo$ny obsah mnoziny A.

b) Je-li up(P) < oo a f je stejnomérné spojitd (jak jsme predpokladali vyse), 1ze snadno
dokazat (srov. Tvrzeni 3.28), ze [, f duy je limitou integralnich souctt (2.1).

c) Pro geometrii je jednim ze zékladnich pojmi integral diferencidlni formy
pfes orientovanou plochu (resp. varietu). Pomoci tohoto pojmu lze integral prvniho
druhu také definovat, pojem orientace plochy vsak pro definici integralu 1. druhu
neni nutny.

2.3 Definice k-rozmérné miry na
k-rozmérném afinnim podprostoru R"

Uvazujme nejprve nejjednodussi pfipad plochy, kterd ,neni kfiva“, totiz afinniho
prostoru. (Néktera zékladni fakta o afinnich podprostorech eukleidovskych prostort
a o afinnich zobrazenich mezi nimi, kterd budeme pouzivat, jsou shrnuta v Dodatku
6.7.) Jestlize A je k-rozmérny afinni podprostor R* (1 < k < n), existuje (srov.
Dodatek 6.7 ¢)) izometrie p: R¥ — A. Lze tedy A (touto izometrii) ,ztotoznit* s R .
Protoze na R* existuje kanonicka k-rozmérnd mira (totiz Lebesgueova mira); zda
se byt zfejmé, Ze i na A lze definovat ,kanonickou k-rozmérnou miru* ,uf (ktera je
obrazem Lebesgueovy miry pfi kazdé takové izometrii). Pro jednoduchost budeme
na A definovat pouze ,kanonickou* miru ,uﬁ na o-algebie B(A) borelovskych pod-
mnozin A. Dale \; je Lebesgueova mira v R* a /\Z je jejl restrikce na o-algebru
B(RF) borelovskych podmnozin RF.

Je-li p: R — A izometrie, je o: (R*, B(R¥)) — (A4, B(A)) ziejmé méfitelné zob-
razeni, takZe na B(A) je definovan obraz ., := (%) miry A} pii zobrazeni p; podle
definice plati po(B) == M (971 (B)), B € B(A).
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2. Uvod do teorie plogného a kfivkového integralu

Snadno vidime, Ze ., nezavisi na vybéru izometrie ¢. Je-li totiz 1: RF — A jina
izometrie a B € B(A), pak zfejmé ¢ ~1(B) = (1"t o) (¢~ (B)), a protoze yp "L o
je izometrie R* na R¥ | plati (viz Tvrzeni 3.25)

pe(B) = \i(p~H(B)) = Ak(¥~1(B)) = py(B).

Nésledujici definice je tedy korektni.

2.1 Definice. Necht A C R" je k-rozmérny (1 < k < n) afinni podprostor R" a
©:R¥ — A je izometrie. Pak klademe ,uf = (Ab).

Je-li k = n, ziejme ,u,? = A, Je-li A pevné ddno, budeme psat misto ,u,? jen .

2.2 Poznamka. Mira ,u,k‘f‘ byla definovana v zavislosti na afinnim prostoru A. Pokud ale B je
borelovskd podmnozina dvou raznych k-rozmérnych afinnich prostori A; C R", A> C R", pak
A1NAs je afinni prostor dimenze mensi nez k. Z toho snadno vyplyva, ze u?l (A1NAg) = ;1,;32 (AN
Az) = 0, takze také u?l (B) = ,u,fz (B) = 0. Pro kazdou borelovskou mnozinu B C R", kterd je
podmnozinou né&jakého k-rozmérného afinniho podprostoru R™ (tyto mnoziny ovSem netvoii o-
algebru!) mame tedy korektné definovany jeji k-rozmérny objem p(B).

Z vlastnosti A\; nyni odvodime nékteré vlastnosti ,u,?. Pfedné je zfejmé, ze
pd(K) < o0, kdykoliv K C A je kompaktni (takZe ui' je Radonova mira ) a také to,
Ze mira uf je o-kone¢na. Dale ukazeme, jak se jednoduse spocte k-rozmérné mira
k-rozmérného rovnobéznosténu v A. Pojem rovnobéznosténu lze pfirozené definovat
v libovolném vektorovém prostoru:

2.3 Definice. Necht je ddn vektorovy prostor V a jeho prvky vi,...,vx, a. Pak
klademe

Ra(v1,...,vp) i ={a+tio1+--+tpop: 0<t; <1,...,0 <t <1}

Jsou-livy, ..., vy linedrné nezdvislé vektory, nazyvame R4 (v1, . .., vg) k-rozmérnym
rovnobéznosténem.

2.4 Definice. Necht'V je unitdrni prostor a vy, ..., vy jsou jeho prvky. Pak definu-
jeme Gramovu matici a Gramiiv determinant (gramian) vektori vy, ..., vy, takto:

Gv1,...,v) := ((vi,vj>)f7j:1, T(vy,...,v) :=det G(v1,. .., v).

2.5 Tvrzeni. Necht vy, ...,v; € R*, k < n. Pak
T(vi,...,v5) =det ([vr,..., 0] [v1,...,08]) .
Pokud navic k = n, pak
L(v1,...,v) = (detfvg, ..., v])2
Vektory v1, . ..,vy jsou linedrné zavislé, pravé kdyz I'(vy,...,vg) = 0.
T

Dikaz.  Obé rovnosti plynou z toho, ze G(v1,...,v5) = [v1,...,0k]" - [v1,.-., U]
a zakladi teorie determinanti. Posledni tvrzeni je Véta 28.4. (i) z [Be].
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Definice k-rozmérné miry na k-rozmérném afinnim podprostoru R" 2.3

Nejdfive odvodime (z véty o substituci) vzorec pro Lebesgueovu miru rovnobéznosténu. Cte-
nafi, ktery neznéd dikaz véty o substituci a chce vzorec pochopit, 1ze doporucit [Ru2; Véta 8.28]
nebo [LM; Lemma 34.7].

2.6 Tvrzeni. Nechtvi,...,v;,a € R*. Pak

(22) )\k (Ra(vl,...,vk)):|det[v1,...,vk]|= I‘(vl,...,vk).
Dikaz.  Jsou-li vektory vi,...,vy linedrné nezavislé, pak Rq(v1,...,v;) je k-rozmérny rovno-
béznostén a ziejmé Ry (v1,...,v,) = f(I), kde I :=[0,1]* a f:R* — R je prosté afinni zobrazeni

dané predpisem
Fti,..oty) :=a+tivr + -+ tpvg.

Pro Jacobiho matici difeomorfismu f v libovolném bodé ¢ € R* mame ziejmé [f’(t)] = [v1, .. ., vp],
takze podle véty o substituci pro Lebesguetv integral a Tvrzeni 2.5 dostavame

Me(Ra(wneoo)) = [ 1dn = [ Jdetlon,. o dh =
F(I) I
= |det[v1,...,v] | = VT(v1,...,vk).

Jsou-li vektory v1,. .., vy linedrné zavislé, pak Rq(v1,...,vx) je zfejmé podmnozina afinniho pro-
storu dimenze mensi nez k, takze mé nulovou Lebesgueovu miru. VSechny ¢leny (2.2) jsou tedy

nulové.

2.7 Véta. Necht A C R" je k-rozmérny afinni prostor (1 < k < n), a € A,
vektorovy prostor V.C R" je zaméfeni A (tj. A=a+V)awvy,...,vp €V. Pak

(23) 123 (Ra(vl,...,vk)) = I‘(vl,...,vk).

Dikaz.  Zvolme izometrii F:R¥ — A. Podle Dodatku 6.7 c) existuje unitdrni bijekce L: RF >V
takovd, ze F'(z) = F(0)+L(z), x € R*. Polozme ¢ := F~1(a), w1 := L™ (v1), ..., wg := L™ (vp).
Pak zfejmé R4 (v1,...,v;) = F (Re(wi, ..., wg)), takze

i (Ra(vi, .y v)) = A (Re(wi, ..., wi)) = VI(wi, ..., wy).

Rovnost (2.3) pak vyplyva z toho, e L:R¥ — V je unitarni zobrazeni, takze (vi,vj) =
(wi,wi), 1 <4,5 < k, atedy I'(wi,...,wg) = T(v1,...,v%).

V predchozim vykladu jsme mohli predpoklddat, ze A je k-rozmérny podpro-
stor libovolného unitarniho prostoru; takovou obecnost vSak nepotiebujeme. Vzorec

(2.3) motivuje nasledujici definici.

2.8 Definice. Necht'V je unitarni prostor. Pak pro vektory vy, ...,v; zV klademe

vol(vy,...,ug) == /I(v1,...,01).
Za predpokladi Véty 2.7 lze pak rovnost (2.3) zapsat ve tvaru

(2.4) i (Ra(v1,-. - 0)) = vol(vg, ..., vg).

23



2. Uvod do teorie plogného a kfivkového integralu

Jsou-li vy, ..., v prvky R¥, pak podle Tvrzeni 2.6 plati

(2.5) vol(vy,...,vg) = |det[vy, ..., vg]|-

Dilezitou skutecnosti je existence ,koeficientu zmeény k-rozmérné miry* pii afin-
nim zobrazeni. Nejdiive uvazujme afinni bijekci F:R¥ — RF. Lze psat F(z) =
F(0)+L(z), kde L: R* — R* je linearni bijekce. Protoze ziejmé Jp (x) = det[L], = €
R¥ , z véty o substituci pro Lebesguetiv integral vyplyva, Ze pro kazdou borelovskou
mnozinu B C R" plati

An (F(B)) = | det[L]] - An(B).
Zobrazeni F tedy bud viibec neméni miru borelovské mnoziny (je-li |det[L]| =1
nebo ji ,nésobi“ jistym konstantnim kladnym koeficientem, totiz ¢islem x(F) :=

|det[L]| > 0. (Pro zménu vzdéalenosti bodd nebo zménu Ghld takova zédkonitost pii
k > 2 neplati!)

2.9 Véta. NechtT C R, Z C R™ jsou k-rozmérné afinni prostory a Vi, Vz jsou
Jjejich zaméreni. Necht f:T — Z je afinni zobrazeni tvaru f(t) = zo + L(t — to), kde
to€eT, z0 € Z a L:Vp — Vy je linearni zobrazeni. Pak plati nasledujici tvrzeni:
(i) Existuje jediné ¢islo k(f) > 0 takové, ze pro kazdou kompaktni mnozinu
E C T plati

(2.6) ui (F(B)) = K(f) - i ().

(ii) Zobrazeni f je prosté pravé kdyz k(f) > 0. V tom pfipadé plati rovnost (2.6)
pro kazdou borelovskou mnozinu E C T'.
(iii) Je-li (v1,-..,v)) bdze prostoru Vi, pak

vol(L(v1), ..., L(vg))
vol(vy,...,uE)

(iv) K(f) = w(L).

Dukaz. Nejprve predpokladejme, ze f je prosté; pak f je homeomorfismus. Uvazujme izometrie
@:RE — T, ¢:RF — Z a borelovskou mno#inu E C T. Pak u} (E) = M\ (0~ 1(E)) a pZ (f(E)) =
A (=1 (f(E))). Zobrazeni F := ¢~1 o f o ¢ je zfejmé afinni bijekce R* na R¥, takze podle tivahy
pied vétou existuje &islo k(F) > 0 takové, ze Ay (F(B)) = w(F)A;(B) pro kazdou B € B(RF).
Pro B := ¢~ 1(E) dostavame A\ (0o~ N(F)) = 6(F) (¥~ 1(f(E))). Polozime-li tedy x(f) := x(F),
vidime, Ze (2.6) plati pro kazdou B € B(RF).

Pokud f neni bijekce, je f(T') afinni podprostor prostoru Z dimenze mensi nez k, takze se
snadno ukaze, ze uZ (f(1)) = 0, a vzorec (2.6) tedy plati pro kazdou kompaktni £ C 7' pro
k(f) := 0 (f(E) je zfejmé kompaktni, a tedy i borelovska). Dokazali jsme tedy (i) a (ii) (kromé
jednoznacnosti k(f)).

Je-li (v1,...,v) baze prostoru Vr, pak zfejmé plati rovnost
F (Reg (01,1 00)) = R (L(01), ... L(vy)), takze

vol(L(v1), -+, L(vg)) = p (Rag(L(v1),- .-, L(vg)))
= ’%(f) . M{ (Rto(vh' . .,Uk)) = ’%(f) 'VOI(Ula' .. 7Uk)'

(2.7) R(f) =
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Definice k-rozmérné miry na jednoduché k-plose 2.4

Okamzité tedy dostavame (iii) a tudiz i jednoznacnost ¢isla x(f). Protoze L je také afinni zobrazeni
mezi k-rozmérnymi afinnimi prostory, podle (iii) plati rovnost

vol(L(v1),...,L(vg)) = k(L) - vol(v1,...,vg),
ze které pak ihned vyplyva (iv).

2.10 Poznamka.
(i) Je-li zobrazeni L z pfedchozi véty unitarni, z (2.7) a Definice 2.8 vyplyva, ze w(f) =
k(L) =1.
(ii) Pokud f z pfedchozi véty neni prosté, muze se stat, ze obraz f(E) borelovské mnozZiny
neni borelovsky. Kdybychom vsak misto u{ a uf uvazovali jejich ziplnéni, mohli bychom
psat (2.6) pro libovolnou borelovskou (dokonce pf -méfitelnou) mnozinu £ C T i pro f,
které neni prosté.

Nyni uréime koeficient zmény miry x; v jednom dtlezitém specidlnim piipadé.

2.11 Tvrzeni. Necht f:RF — R je prosté afinni zobrazeni tvaru f = a + L, kde
L:R*¥ — R" je line4rni zobrazeni a a € R*. Pak Z := f(RF) je k-rozmérny afinni
prostor a plati

(2.8) k(f) = k(L) = vol(L(e1), ..., L(ex)) = VT(L(e1), ..., L(eg)).
V piipadé k = n plati k(f) = | det[L]|.

Dikaz.  Staci uzit vzorec (2.7) na kanonickou bézi, tj. pro v; = ¢;, i = 1,... k.
Piipad k& = n jsme jiz diskutovali (lze téz uzit Tvrzeni 2.5).

Nésledujici tvrzeni, které je témér zrejmé, ndm v dalsim umozni zkratit a vy-
jasnit nékteré vypocty.

2.12 Tvrzeni. Necht T C R*, Z C R™, S C R? jsou k-rozmérné afinni prostory
anecht f:T — Z a g:Z — S jsou afinni zobrazeni. Pak

(2.9) k(go f) = r(g) - K(f)-

Diikaz. Necht K C T je kompaktni mnozina s kladnou mirou pf (K). Mnoziny f(K) i g(f(K))
jsou kompaktni, takze plati u7 (g(f(K))) = r(go f)ut (K)
a 3 (9(f(K)) =s(g) - 2 (f(K)) = k(g) - &(f) - uF (K). Z téchto rovnosti (2.9) ihned plyne.
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2. Uvod do teorie plogného a kfivkového integralu

to Ie

t1

OBR. 2.5.

2.4 Definice k-rozmérné miry na
jednoduché k-plose

Je-li P kiiva k-plocha, je pfesnad definice k-rozmérné miry u{: na P podstatné

Chceme-li zmerit velikost plochy velké parcely v hornatém terénu, rozdelime si
Ji ma malé cdsti, které jiZ nerozezndme od rovinnych utvaru, jejich plochy zmérime
a vysledky secteme.

Tento prakticky néavod odpovida zakladni ideji diferencidlniho poc¢tu, ktera se
nékdy vyjadiuje heslem, ze hladké funkce (resp. plocha) je ,v malém* afinni.

Podat pfesnou konstruktivni definici na zakladé tohoto navodu vSak neni snadné.
Proto tento postup pouze pouzijeme k heuristickému ,,odvozeni“ vzorce pro vypo-
Cet k-rozmérné miry ug(P) jednoduché k-plochy P. Necht ¢: G — R" je paramet-
rizace P. Rozdélme nyni otevienou mnozinu G C R* na kone¢né (nebo spocetns)
mnoho (borelovskych, po dvou disjunktnich) ¢asti G1,Ga,... tak, Ze jejich dia-
metry i diametry jejich obrazt P; := ¢(G;) jsou velmi malé. V kazdé mnoziné
G; zvolme bod §; € G, a uvazujme afinni zobrazeni a;: R¥ — R" dané predpi-
sem o (t) == @(&) + ' (&) (t — &;). (Pripomenme, ze afinni zobrazeni «;(t) ,velmi
dobfe® aproximuje ¢ v blizkosti bodu ¢; a jeho oborem hodnot je afinni te¢ny pro-
stor T;&j)(P)). Za nagich ptedpokladt je tedy pfirozené predpokladat, ze ¢(G;)
a a;(G;) si jsou ,k nerozeznani podobné“ (viz obr. 2.5, kde k = 2,n = 3,G; je
uzavieny ¢tverec a &; je jeho vrchol), takze se zda byt jasné, ze

(2.10) 1 (p(Gy)) = (i (Gy)) = K(a;) - Me(Gj) = w69 (&5)) - Me(G)-

(Posledni rovnost vyplyva z Véty 2.9 (iv).) Také se zda, Ze seCtenim pfes j
dostaneme

pe(P) =Y () =Y mi(p(G) = Y k(#'(§)) - Me(Gy).
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Definice k-rozmérné miry na jednoduché k-plose 2.4

Je tedy pfirozené se domnivat, ze

(2'11) ,Uk(P) _ /G’Q(Wl(t)) dt = /\/I‘ (agt(f),’ 8;;:)) dt.
G

(Posledni rovnost vyplyva z (2.8), protoze 3;5) ' (t)(es).)

Pfesné definovat, co je to k-rozmérnd mira py(B) pro dostatecné obecné (bo-
relovské) podmnoziny R™ a opravdu dokdzat, Ze plati vzorec (2.11) (ktery je pro
konkrétni vypoclty nezbytny) je znaéné obtizny tikol (srov. Dodatek 6.3.). Nabizi se
tedy myslenka pfijmout vzorec (2.11) za definici ¢isla ug (P).

My vSak chceme definovat nejen py,(P), ale i borelovskou miru pf na P. Vzorec
(2.11) nés vede k tomu, ze kazdé borelovské mnoziné B C P pfifadime ¢islo

WE(B):= [ 1 k(2 (0) dt.
Nejprve ovsem musime dokazat nezavislost na parametrizaci.

2.13 Tvrzeni. Necht P je jednoduché k-plocha v R" a ¢:G — R*,¢: H — R"
jsou jeji dvé parametrizace. Pak pro kazdou borelovskou mnozinu B C P plati

@ = [ ) ar

¥=1(B)

Diikaz. Ze spojitosti ¢ vyplyva, ze ¢ (B) je borelovskd podmnozina R¥, takze
integrél nalevo existuje: je to integral ze spojité (a tedy borelovsky méfitelné) ne-
zaporné funkce pies méritelnou mnozinu. Podle Tvrzeni 1.31 existuje difeomorfis-
mus w:G — H takovy, ze ¢ = 1 o w. Pak pro kazdy bod ¢t € G plati ¢'(t) =
' (w(t)) ow'(t), takze podle Tvrzeni 2.12 a Tvrzeni 2.11 dostavame

k(@' (1) = 6(¥' (1)) - (W' (1) = k(@' (W (1)) - | (B)]-

Podle véty o substituci pro Lebesguetv integral tudiz plati
/’ mww»w:/ awwm»¢umw:/‘ R((2)) dt.
»~1(B) w=(yp~1(B)) p~1(B)

Nésledujici definice je tedy korektni.

2.14 Definice. Necht P C R" je jednoduchd k-rozmérng plocha a p:G — P je
jeji parametrizace. Pak borelovskou k-rozmérnou miru pf na plose P definujeme
rovnosti

(212)  pf(B) = / k(@' () dt = /—1<B) \/1" (3;(115),...,3;(:)) de

e~ 1(B)
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2. Uvod do teorie plogného a kfivkového integralu

pro kazdou borelovskou mnozinu B C P.

Musime ovSem ovéfit, Ze mnozinovad funkce, kterou jsme na B(P) definovali
vzorcem (2.12), je skuteéné mira. To snadno vyplyva ze zndmych vlastnosti Lebe-
sgueova integralu. (MuZeme se vSak také odvolat na to, Ze ,ukP je zfejmé obrazem
¢ (k(¢") - A) borelovské miry k(') - A} pii zobrazeni ; stov. Véty 3.21 a 3.20.)

Z Tvrzeni 2.11 také snadno vyplyva, ze pravé definovany pojem k-rozmérné
miry na jednoduché k-plose je zobecnénim pojmu k-rozmérné miry na k-rozmérném
afinnim prostoru.

2.15 Poznamka. Necht P,G,¢ jsou jako v Definici 2.14. Protoze funkce r(¢’(t))
je spojitda na G a ¢ je homeomorfismus, lze ziejmé ke kazdému bodu « € P najit jeho
oteviené okoli Uy takové, 7e mnozina ¢~ (Uz) je omezend a k(¢ (t)) je na ni omezen,
takze p{:(Uw N P) < co. Mira ukp je tedy lokalné kone¢na a pomoci Poznamky (7) snadno
dostévame, Ze mira pj, je o-konecnd.

2.5 Definice k-rozmérné miry na
,minimalni“ o-algebre P,

V piedchozim oddile jsme definovali miru pf na kazdé jednoduché plose P C R™.
Jiz pro nejjednodussi klasické aplikace je vSak dilezité umét integrovat i pres
k-plochy, které nejsou jednoduché (jako je napiiklad jednotkova sféra v R?), a také
pfes ,,po ¢astech hladké plochy* (jako je napfiklad povrch krychle nebo kuzele). Pro
klasicky pfistup k tomuto problému viz napf. [Zo] nebo [Kop] (srov. Poznamka 2.25
(ii)). Obecnéjsi piistup (srov. Dodatek 6.2) pracuje s k-rozmérnymi mirami defino-
vanymi na o-algebie v8ech borelovskych podmnozin R™ (nejéastéji s Hausdorffovou
mirou). My zde budeme pracovat s mirou p; na nejmensi o-algebie P;’, ktera staci
pro klasické aplikace.

2.16 Definice. Necht'1 < k < n. Pak symbolem P}} ozna¢me nejmensi o-algebru
podmnozin R", ktera obsahuje kazdou borelovskou podmnozinu kazdé jednoduché
k-rozmérné plochy v R". Je-li ziejma hodnota n, budeme misto P;} psdt pouze Py,.

Neni tézké ukazat, ze Py, je nejmensi o-algebra, kterda obsahuje kazdou jedno-
duchou k-plochu v R™; mensi o-algebru proto jisté nemé smysl uvazovat.

Nasledujici vétu lze chapat jako ,axiomatickou definici“ k-rozmérné miry na o-algebfe Pj.
Tato definice je sice heuristickym odvozenim vzorce (2.11) dobfe motivovan4, ale pro svou slozitost
neni zcela uspokojiva. (Elegantnéjsi axiomaticka definice, s kterou je ale obtiZzné pracovat, je

obsazena ve Vété 3.7.)
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Definice k-rozmérné miry na ,,minimalni* o-algebre P, 25

2.17 Véta. Necht'1 < k < n. Na o-algebie Py, existuje prdavé jedna mira uy, pro
kterou plati:

Je-li P jednoducha k-plocha v R, ¢ je parametrizace P a B je borelovska
podmnozina P, pak

(2.13) )= [ st o) o

Ditikaz véty, ktery je elementarni, ale trochu zdlouhavy, je v Dodatku 6.4.

2.18 Poznamka. Platnost vzorce (2.13) je ovSem ekvivalentni pozadavku, aby
rozifovala kazdou miru puf (kde P je jednoducha k-plocha).

V Dodatku 6.4 je plné popsana struktura o-algebry Py, pro aplikace vSak staci
znat pouze Vétu 2.17. V obvyklych aplikacich totiz vidy integrujeme pies ,po
¢astech hladké plochy“ P, které lze psat ve tvaru

(2.14) p=Jpr u Ja,
i=1 i=1

kde Pi,...,P, jsou po dvou disjunktni jednoduché k-plochy a pro kazdé i €
{1,...,v}je @Q; ki-plocha, kde 0 < k; < k. Z Tvrzeni 1.21 a Tvrzeni 2.19 pak snadno
vyplyva, ze kazda borelovska mnozina B C P patii do P}, a jeji k-rozmérnou miru
Ize pocitat pomoci vzorce

pi(B) = pi(Pr N B) + -+ + pu (P N B).

2.19 Tvrzeni. Necht 0 < s < k <mn, anecht ) CR" je s-plocha. Pak () € Py a
pe(Q) = 0.

Diikaz. (Strucny.) Ziejmé mizeme piedpokladat s # 0. Podle Tvrzeni 1.21 je @ borelovska
mnozina. Nejprve ptedpokladejme, Ze @ je explicitné zadany kus s-rozmérné C! plochy. Bez tjmy
na obecnosti miizeme predpokladat, ze

Q= {(171;-”;1371)5 Ts+1 = fs+1(171;-~~7335);~~-;33n = fn(l’l;-”;xs)};
kde fs11,..., fn jsou funkce t¥idy C! na oteviené mnoziné G C R*. Polozme
pP:= {(xh'"amn): Tr+1 = fk+1(‘7717"'7ms)7"'7xn = fn(mla"'ams)}'

Pak P je zfejmé explicitné zadany kus k-rozmérné C! plochy s ,,pfirozenou parametrizaci“
O(t1, s t) = (b1, e by S 1 (B v s bs)se oy fu (b1, ooy ts)), L€ G xRETS,
Pritom ziejmé Q = p(T), kde
T={(tr,...,tp) EGXR¥ %1 toy = fora1(tr,. . ts),- .ot = fr(te, ..., ts)}

je explicitné zadany kus s-rozmérné C'! plochy v R¥. Podle Tvrzeni 1.21 mame A\ (1) = 0, takze
podle (2.13) 14 (Q) = puf (Q) = 0.

Obecny pripad pak snadno dostavame pomoci Tvrzeni 1.23.
2.20 Priklad. Spoctéme plosny obsah uz(P) jednotkové sféry P = {(z,y,2): z2+y%+22 = 1}.
Polozime-li (viz Pfiklad 1.10)
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2. Uvod do teorie plogného a kfivkového integralu

G :=(0,7) x (0,27), @(0,¢) := (sinfcosp,sinfsinp,cosd), P :=P(G),
je ® parametrizace jednoduché 2-plochy Py a P = PLUQ, kde Q = {(z,¥,2): 22+22 =1,y =0}.
Je snadné ovérit, ze Q je 1-plocha. Plati tedy
p2(P) = p2(P1) = /CH(@'(WP)) dé de.
Snadny vypocet dava

K (2'(0,)) = \/F (500 5r00)

= /T ((cos 0 cos p, cos O sin @, — sin §), (— sin # sin g, sin 6 cos ¢, 0)) = sin 0,

™
takze p2(P) = / sin§ dfdy = 27 / sing df = 4x.
G 0

2.6 Definice a vypocet plosného
integralu 1. druhu

2.21 Definice. Necht1 < k <n, M € Py a f je funkce z R* do R*. Potom
(k-rozmérny) plosny integral prvniho druhu [,, f dSy funkce f pies mnozinu M
definujeme rovnosti

(2.15) /M FdSy = /M  dug,

konverguje-li integral napravo. Je-li ziejmé, jaka je hodnota k, piSeme misto [ S dSk
pouze [, fdS.

2.22 Poznamka.

(a) Prava strana rovnosti (2.15) je definovana také v nékterych pfipadech, kdy
f neni definovana na celé mnoziné M (srov. Dodatek 6.6).
(b) Nékdy budeme misto [,, fdS psat [, f(x)dS(z).

V konkrétnich ptipadech pocitame plosny integral prvniho druhu tak, ze jej pie-
vaddime na integral podle Lebesgueovy miry, ktery pak pocitdme béznymi zpiisoby
(uzitim Fubiniho véty a véty o substituci). K tomu nam slouzi nasledujici véta.

2.23 Véta. Necht'l < k < n. Necht P C R" je jednoduchd k-plocha, p: G — R"
je jeji parametrizace a f: P — R* je borelovsky méritelna funkce. Pak

_ o - k(Y = o . 8(,0(75) &P(t)
/Pde—/C(f ©)(t) - k(¢'(t)) dt G/(f »)(t) \/F< oty T Oty )dt’

)
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Definice a vypocet plosného integralu 1. druhu 2.6

konverguje-li jeden ze tii integrali.

Diikaz. Podle Poznamky 2.18 plati / fds = / f du¥. Protoze plati rovnost
P P

pl = (k@) - X)) (kde k(¢'):z — k(¢ (z))), podle véty o integraci podle obrazu
miry (Véta 3.20) plati

/ fds = / (f o) d(s() - AL),
P G

konverguje-li jeden z integrali. Podle véty o integraci podle neurcitého integralu
(Véta 3.21) plati

/ (fop) d(s(¢!) - AL) = / (fop) - r(g!) dAr,
G G

mé-li jedna strana smysl. (Zde jsme pouzili to, Ze funkece (f o) k(p') je borelovsky
méfitelnd na G.)

Pro zékladni aplikace plosného integralu 1. druhu si sta¢i pamatovat Vétu 2.23
a nésledujici tvrzeni (které je snadnym diisledkem Tvrzeni 2.19).

2.24 Tvrzeni. Necht P je ,po ¢astech hladkd plocha® tvaru (2.14) a f je redlnd
funkce definovana aspon na Py U ---U P,, pak

(2.16) /Pde: Pde+---+/P fds,

ma-li jedna strana smysl.
Integraly napravo jiz totiz mizeme pocitat podle Véty 2.23.

2.25 Poznamka.

(i) V aplikacich funkce f neni nékdy definovand na celé mnoziné P (ale pouze py-skoro v§ude
na P). Vyjadfeni (2.14) 1ze vSak zpravidla zvolit tak, aby f byla definovana na P1U---UP,.

(ii) Klasicky se definuje plos$ny integral 1. druhu pres ,po ¢astech hladkou plochu“ P C R™
pomoci vzorce (2.16). Pak je ovSem nutno dokazat nezavislost na vyjiddieni (2.14). Pokud
se pfipoustéji jen vyjadieni specidlniho typu (srov. definice zobecnéné plochy v [Kop)), je
tento diikaz jednodussi nez dikaz Véty 2.17 (neni nutno dokazovat Lemma 3.10).

2.26 Piklad.  Uvazujme jednotkovou sféru P = {(z,y,2): 2 +y?+22 = 1} jako hmotnou plochu
s plosnou hustotou 1 a zkoumejme ji vytvorené gravita¢ni pole F' v bodé a = (0,0,v),0 < v < 1.
Rozlozeni uvazované hmoty je ziejmé popsdno mirou p = puf = Cp - s, takze slozka F,(a)
vektoru F(a) = (Fz(a), Fy(a), Fz(a)) je podle (3.10) (za predpokladu, Ze gravita¢ni konstanta je
1) dana vzorcem

F;(a) :/P R izzv_ BOEE ds(z,y, 2)-
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2. Uvod do teorie plogného a kfivkového integralu

Ze symetrie , je vidét“ (a snadno se spocte), ze F(a) = Fy(a) = 0. Pfi vyjadieni P = Py UQ a
parametrizaci ® plochy P; jako v Pfikladu 2.20 dostavame

z— cos — v
o= [ as(e,,2) = [
Py (2% +y2 + (2 —v)?2)3/2 G (sin 0 + (cos 0 —v)2)3/2

7" cosf —wv
=2 -sin @ df.
ﬂ—/(; (1 4+v2 — 2v cos #)3/2 s

-sinf df de

Pomoci substituce V1 + v2 — 2vcosf = y dostdvame F.(a) = 0. Ze symetrie se zda byt ziejmé
(a lze presné dokazat), Zze gravita¢ni pole uvnif jednotkové koule je nulové. Pro v > 1 stejny
postup dava, ze gravitacni pole v bodé a je stejné, jako kdyby vSechna hmotnost plochy P byla
soustfedéna v pocatku. (Je ziejmé, jak formulovat analogicky vysledek pro elektrostatické pole.)

2.7 Vektorovy soucin

2.27 Definice. Necht ul,...,u" ! jsou prvky R* (n > 1). Pak definujeme vekto-
rovy souéin ul x --- x u?~ 1 takto:

(2.17) ut x - x u" = (deteg,ut, .. uTY, L detlen, ut . u ).

2.28 Poznamka.
(i) Vektorovy soudin chapany jako operace je tedy zobrazeni x: (R™?)*~1 — R™. Pokud n = 2,
budeme vektorovy soucin jediného prvku u! zapisovat symbolem x (u1). (V literatuie se

nejéastéji pouziva zapis ul x u? pro vektorovy souéin dvou vektort; jinak jsou castéjsi

zépisy [ul,...,u” 1] nebo (ul,...,u”~1), které vsak koliduji s nasi symbolikou.)
(ii) Definice vektorového soucinu se nékdy zapisuje (a dobfe pamatuje) pomoci ,,symbolického
determinantu® (kde u® = (ul,...,u})):
e1 u% u;l_l
wl x o xutTl = : :
-1 n-— 1
en U Uy

Jeho ,formélni rozvoj“ podle prvniho sloupce déva (2.17), napfiklad

x(1,3) = | 1\=3~e1—1~62:<3,—1>,
e2 3
er 2 1
(2,1,1) X (1,0,3) = |ea 1 0] = (3,-5,—1).
e3 1 3

(iii) Vidime, Ze i-tou soufadnici vektorového soucdinu u! x --- x 4™~ ! vypocéteme tak, ze Cislo

(=1)¥*+! znasobime determinantem matice, kterou dostaneme, vyskrtneme-li i-ty fadek z
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Vektorovy soudin 2.7

matice [ul,...,u”"1]. Z toho snadno dostévame, Ze vektorovy soucin x:(R™)?~1 — R™
je spojité zobrazeni. Z vlastnosti determinanti snadno plyne, Ze je to (n — 1)-linedrni
antisymetrické zobrazeni.

(iv) V literatufe se vyskytuje i odlisna definice vektorového soucinu, ve které se vektory e;
»kladou nakonec*, takze napfiklad jeho prvni slozka je det[u',...,u" 1, e1]. V nejbézngj-
$im pfipadé n = 3 pak obé definice davaji stejny pojem, pro n = 2 se vSak lisi a davaji k
sobé opacné vektory.

(v) Vektorovému soucinu se také nékdy fika ,vnéjsi soucdin®.

Nésledujici dvé tvrzeni davaji alternativni definice vektorového soucinu.

2.29 Tvrzeni. Necht u!,...,u" w € R* (n > 1). Pak w = u! x -+ x u"71,
pravé kdyz pro kazdy vektor v € R™ plati

(2.18) (v,w) = det[v,u’,... u"1].

Diikaz. ProtoZe na levé i pravé strané (2.18) jsou linedrni formy (proménné v),
(2.18) plati pro vSechna v € R", pravé kdyz plati pro v = e;, i = 1,...,n, coz je
ekvivalentni s (2.17).

2.30 Poznamka. Pfimo z definice nebo z pfedchoziho tvrzeni snadno vidime, ze
ul x - x u?"t =0, pravé kdyz jsou vektory u!,...,u” ! linedrné zavislé.

2.31 Tvrzeni. Necht u!,... u" tw € R* (n > 1). Pak w = u! x --- x u"™ 1,
pravé kdyz plati tyto podminky:

(i) w je kolmy na kazdy z vektort u', ... u" 1.
.o . 1 _1

(ii) [Jw|| = vol(ut, ..., u™1).

(iii) Jsou-Ii vektory u', ..., u"~! linedrné nezavislé, pak det[w,u', ..., u"~1] > 0.
Dikaz.  Jsou-li wl,...,u™~1 linearné zavislé, pak (i) — (iii) spliiuje zfejmé pouze vektor w =
ul x - xunr"l =0.

Piedpokladejme tedy, ze ul,...,u?~1 jsou linedrné nezavislé. Pak vlastnosti (i) a (1) maji

zfejmé pravé dva k sobé opac¢né nenulové vektory z, —z, z nichz pravé jeden splnuje i podminku
(iii). Sta&i tedy dokazat, ze w := u' X - -+ x u™~ ! spliwje (i), (ii), (iii). Uzijeme-li (2.18) na v = u?,

i=1,...,n — 1, dostdvime platnost (i). Pro dtkaz (ii) vyjadiime vol(w,u',...,u” 1) dvéma
zpusoby. Podle (2.18) a (2.5) méme
vol(w,u,...,u" 1) = (w,w) = [Jw|*.

Podle Definice 2.8 plati

(w,w) 0 0
0, - 0 (whyul) .. (ubhurTl)
vol(w,u",...,u =
0 (wr=huly oo (wrTlunly
=[|w|]? - T(u!,..., ") = |Jw|? - vol® (ul,...,u" 1),
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2. Uvod do teorie plogného a kfivkového integralu

z Y
u
U X v
v
Y x
u
X (u)
T
OBR.2.6
takze vol(w,ul, ..., u" 1) = ||lw||-vol(ul,...,u™ ). Protoze w # 0 (viz Pozndmka 2.30), z téchto
dvou vyjadteni dostavame (ii). Tvrzeni (iii) vyplyva z rovnosti (w,w) = detfw,ul, ..., u*~1] (viz

(2.18)).

2.32 Poznamka.

(a) Geometricky smysl nerovnosti det[w,u®,... u > 0 je ten, Ze baze
w,u',...,u”"! je orientovand souhlasné s kanonickou bazi e1,...,e,, srov.
Dodatek 6.2.

(b) Rovnost  vol(w,u',...,u = |Jw]| - vol(u®,..., u je ,geometricky
ziejma“; vol(ul, ..., u" 1) je (n — 1)-rozmérna mira ,podstavy“ rovnobéz-
nosténu R, (w,ul,...,u" 1) a ||w|| je velikost jeho ,vysky“ (srov. obr. 2.7).

n—l]

nfl) nfl)

Jistou nazornou predstavu o vektorovém soucinu v R a R? Ize ziskat z obr. 2.6.

2.33 Poznamka. N&zorné geometricka interpretace vektorového soucinu v R? je
zcela jednoducha: vektor x (u) dostaneme, ,oto¢ime-li vektor u o tthel /2 ve sméru
hodinovych ruc¢icek“. Méla by tedy platit rovnost

(2.19) (u,v) = (x(u), x(v)).

Analyticky diikaz je trividlni, protoze pro u = (u1,us2), v = (v1,v2) plati x(u) =
(u2, —u1), X (v) = (va, —01).
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Uvazujme nyni v R"™ nadrovinu A. Necht a; € [0,7/2] je thel, ktery svird normaéla
k A s osou x; a ¢; = cos ;. Uhel ; je tedy také thel (srov. [Bi; Def. 20.20]), ktery svira
nadrovina A a nadrovina S;:= {z € R":z; = 0}. Je-li 0 # w = (wy, ..., wn) normalovy
vektor k A, pak zfejmé ¢; = |w;|/||w]||, takze

2

(2.20) (e1)®+- -+ ()’ =1

Uvazujme dale ,projekci® () R" — R"1 danou predpisem
W(i)(xh ceyTp) = (&1, i1, Tig1, -, Tn)
a projekci PO R" 5 S, kde
P(i)(xl, o xp) = (@1, ,2-1,0, 41, ..., Tn).

Zobrazeni p;: = x® ls;,, p:S;— R"~! je zFejmé unitarni bijekce (pomoci niz se obvykle
S; ztotoziiuje s R"~1). Podle Poznamky 2.10 plati k(p;) = 1. Z rovnosti 70 = ;0 P&
a Tvrzeni 2.12 tedy mame I'i(Tl’(i) f4) = H(P(i) l4). Pomoci vektorového souéinu nyni
dokazeme tvrzeni, které je pro n =2 a n = 3 ,geometricky ziejmé“.

2.34 Tvrzeni. Necht A je nadrovina v R" a necht ¢;, 7", P\ jsou definovany
Jjako vyse. Pak

(2.21) k(@ T4) = K(PD [4) =¢;.
Dikaz. Je-liul,..., u""! baze zaméfeni A a w:=u! x --- x w71, podle (2.7), (2.2)
a Tvrzeni 2.31 (ii) plati

vol(r@ (wh), ..., 7D (@"=1)  |detfx® (u), ..., 7D @)
vol(ul,... un—1) - lwll

(222)  w(x'¥ 14) =

Protoze ¢; = |w;|/||w|| a podle definice w mame
(2.23) w; = detleg,ul, ... w7 = (=1)"! det[ﬂ(i) (wh), ... 7 (")

po dosazeni do (2.22) dostdvame dokazovanou rovnost.

2.35 Poznamka. Z rovnosti (2.23) je vidét, jaky je geometricky vyznam znaménka sgn(w;).
Méme-li totiz na zaméfeni V nadroviny A zadédnu orientaci tak, ze (ul,...,u" 1) je kladna baze
V (srov. Dodatek 6.2), pak z (2.23) vyplyva, 7e (v (ul), ..., 7 (u"~1)) je kladna (resp. zadporna)
baze R" 1 (tj. #() [4: A — R®"! zachovava (resp. méni) orientaci), pravé kdyz (—1)"tlw; >
0 (resp. (—1)**lw; < 0). Poznamenejme jests, ze ¢islo w;/||w|| je kosinus @hlu z [0,7], ktery
svirdji vektory w, e;, a tedy orientované prostory A a S; = {& € R™: x; = 0}, orientujeme-li
A normélovym vektorem w. Cislo (—1)**1w; je kosinus thlu, ktery svird A s S;, pokud v S; za
kladnou bézi zvolime e1,...,€;—-1,€j41,...,€n.

Okamzitym dtsledkem Tvrzeni 2.34 je nasledujici ,,zobecnéni Pythagorovy véty“.

35



2. Uvod do teorie plogného a kfivkového integralu

xT
OBR.2.8. Ke ,zobecnéni Pythagorovy véty“; mnozina F' lezi v roviné trojuhelniku
XYZ.

2.36 Véta. Necht A C R" je afinni prostor dimenze n — 1 a necht F C A je
uzavfend mnozina, pro kterou p,_1(F) < co. Pak

n n

@21) () =Y (aea e #)) =Y (PO

i=1 i=1

Diikaz. Podle (2.21) plati A,y (r@(F)) = ¢;p,—1(F), takze (2.24) plyne oka-
myité z (2.20).

Je-li k = 1 a F je tisecka ab, pak (2.24) je rovnost ||b — a||? = S (b — a;)?, coi
je bézné zobecnéni Pythagorovy véty. Projekce mnoziny F' v piipadech k =1, n = 2 a
k = 2, n = 3 jsou znazornény na obr. 2.8. Je-li F trojuhelnik XYZ na obr. 2.8, vzorec
(2.24) prejde v rovnost

(12(XYZ))? = (p2(X0Y))® + (p2(X02))* + (p2(Y02))*.

2.37 Poznamka. Prirozend analogie ptfedchozi véty plati pro afinni prostory A libovolné
dimenzel < k < n. Na pravé strané prislusného vzorce je pak soucet ¢tverci k-rozmérnych meér
projekci na vSechny ,,k-rozmérné souradnicové roviny“. Pfi dikazu je nutno uzit Binet-Cauchyiv

vzorec o determinantu souéinu obdélnikovych matic (srov. [Kop], [LM]).
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Lokalni koeficient zmény k-rozmérné miry a jeho vypocet 2.8

2.8 Lokalni koeficient zmény k-rozmérné
miry a jeho vypocet

Necht G C R* je oteviend mnoZina a ¢: G — R" je parametrizace jednoduché k-
plochy. Jestlize ¢ je afinni, vime, Ze existuje ,koeficient zmény k-rozmérné miry“
k = k(¢p), pro ktery plati p (¢(B)) = k- Ar(B) pro kazdou borelovskou B C G. Pro
, ktera neni afinni, jiz takovy koeficient existovat nemusi. Vime vsak, ze pro tg € G
je k(p'(to)) ,lokdlni koeficient zmény k-rozmérné miry“: je-li B C G borelovska
mnozina, kterd je ,hodné blizko“ bodu tg, pak ux(@(B)) ~ &(¢'(to)) - A\x(B). To
jsme pouzili pfi heuristickém odvozovani vzorce pro obsah plochy. Nyni, kdyz jsme
tento vzorec pouzili v definici k-rozmérné miry, mizeme ovSem tuto ,pfibliznou
rovnost® po upresnéni dokazat:

2.38 Tvrzeni. Necht G, ¢ jsou jako vyse a to € G. Pak pro kazdé ¢ > 0 existuje oteviené okoli
U C G bodu tg takové, ze pokud B C U je borelovskd mnozina a A\, (B) > 0, pak

pi(0(B))
Ak(B)

- H(w’(to))‘ <e.

Dukaz. Protoze funkce

R () = \/r (%50, 20

je zfejmé spojitd, 1ze zvolit okoli U C G bodu tg tak, aby pro kazdé t € U platily nerovnosti
k(¢ (t)) — e < k(¢ (t)) < k(¢'(to)) + €. Je-li B C U borelovskd mnozina a A\;(B) > 0, pak

Ae(B) - (5(¢' (to)) — &) < /B k(@' (1) dt < Ak (B) - (K(¢' (to)) + ©),

1k (9 (B))

takze k(¢ (to)) — e < e (B)

< k(P (to)) + e

Umime-li vypocitat ,lokalni koeficient* x(¢'(t)) parametrizace p: G — R" jed-
noduché k-plochy P, vypocet plosného integralu 1. druhu || p [ dS se redukuje na
vypocet Lebesgueova integralu [ f(p(t)) - (o' (t)) dt.

2.39 Poznamka.

(i) Nekdy se pise dS = (¢’ (t)) dt a tento vyraz se nazyva ,element plochy“. Misto o
vypoctu ,lokalniho koeficientu“ se pak hovofi o vypoctu ,elementu plochy*.

(ii) Pro zobrazeni ¢: RF — R* m4 vyznam ,lokalniho koeficientu zmény k-rozmeérné
miry“ absolutni hodnota jacobianu: k(o' (t0)) = |J, (to)|- Proto néktefi autofi &islu
k(¢ (to)) pro @:Rk — R" tikaji ,k-rozmérny jacobian“.

Op(t
Protoze ¢'(t) e; = gt( ), plati podle Tvrzeni 2.11
i

029 v (2, 20 \/p (20,20,
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2. Uvod do teorie plogného a kfivkového integralu

Tento vzorec (ktery jsme jiz pouzili) je univerzalni. V nésledujicich specidlnich
pripadech ukazeme, jak jej lze pfevést na vzorec jiny (¢asto jednodussi). P¥islusné
vzorce pro [, f dS vSak psit nebudeme.

Piipad k = 1.

V tomto pfipadé 8;(;) = ¢'(t) € R", takze
(2.26) K(¢' (1) = VT (@' () = V(' (1), ' (1)) = Il D).

Piipad k =n — 1.
V tomto piipadé lze k(¢ (t)) vyjadiit pomoci vektorového souéinu. Podle Tvrzeni 2.31
(ii) totiz mame

e a @) -t (950, 20 280 20

Pro zkréaceni zapisu zavadime oznaceni

(2.28) wo(t): = 220 o O¢lD)

pfi kterém tedy plati

(2.29) K@ (1) = [lwe (B)]]-

Podle definice vektorového sou¢inu mizeme soufadnice wy (t) jednoduse vyjadfit pomoci
jacobianu:

(wo () = det |eg, 2B O | _

oty ' Oty
0 8ot Op1(t)
oty Oty _1
_ ) 8%;(0 899;(75) _ i+1 D((Pla"'awifl7<pi+17'"7@”)
=1 === ... === = (-1 t).
9ty Ftn—1 (=1) D(t1,...,th—1) ®)
0 2en(® Dn (1)
oty Oty _1
Plati tedy
(D1, Pin1, P on) )
230 It — t — ooy Pi—1, Pi4l,- -5 ¥Pn t .
(230) s (1) = llwy ()] ;( B )

38



Lokalni koeficient zmény k-rozmérné miry a jeho vypocet 2.8

Je uzite¢né si rozmyslet, jakym zpisobem odpovida vzorec (2.30) Vété 2.36 a jaky vzorec pro
vypocet k(p'(t)) opovidd v pripadé obecného 1 < k < n dalsimu zobecnéni Pythagorovy véty

zminénému v Poznamce 2.37.

Piipad n =3, k = 2.
V klasické diferencialni geometrii se pro parametrizaci ¢ jednoduché 2-plochy v R3 &asto
pouziva zapis
o: (u,v) = (2(u,v), y(u,v), 2(u,v)).
Pak na G podle (2.30) plati

e o -3+ () (e’
Pouzijeme-li (2.25), dostavame
e el e - Gy

Casto se pouziva oznaceni

Oy 2 oz \? oy 2 82\ 2
E = == = _— —_ -
g Hau (8u> + <3u> + (8u> ’
or Or Oy Oy 0z 0z
F= = goy: = G A AT et
g1z =92 u v + du Ov + ou v’

=) @) G

Zde E, F, G jsou tzv. Gaussovy koeficienty (koeficienty prvni zédkladni kvadratické formy plochy).
Pfi tomto oznadeni ma (2.32) tvar

k(p) = VEG - F2 = A/ 911 - 922 *9%27
=V EG—F2 dudv =14/911 - g22 _9%2 du dv.

Piipad explicitné zadané (n — 1)-plochy.

Nyni piedpokladejme, ze P je explicitné zadany kus (n — 1)-dimenzionalni C'*
plochy v R". Pak existuje oteviend mnozina G C R*~!, 1 <i < n a funkce f tiidy
C! na @G, pro kterou

Op
G = = || ==
922 H a

forméalné:

P={(z1,...,2,): @ = f(w(i))}v

kde jsme pouzili oznaceni z(V:= (x1,...,%i_1,Tis1,-..,%n). UkdZeme, jak poci-
tat plosny integral 1. druhu pfes plochu P pomoci funkce f. Plochu P pfirozené
parametrizujeme reguldrnim homeomorfismem ¢:G — R?,

(p(t) = (p(tl, . ,tn_l)I = (tl, .. -7ti—17 f(t),tH_l, - ,tn_l).
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2. Uvod do teorie plogného a kfivkového integralu

Jacobiho matice ¢ mé pak tvar

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

, Op(t) Oo(t) 0 o ... 1 0 ... 0
'Ol = =53 = | ot ar of(t)  9f(t) £ (1)
1 tn—1 O0t1 Ota ttt o Btia Ot; Ctt Btp_a

0 0 o 0 1 . 0

0 0 0 0 1

a plati
; of(t) of(t) of(t) of(t)
_(_1\i+1 | _ _ _
(2.33)  wu(t) = (=1) ( e et H e BRES e B

Tento vzorec lze pfimocare odvodit z definice vektorového soucinu. Piehlednéjsi je
vSak tato tvaha: [¢'(¢)] ma hodnost n — 1 a vektor w,(t) je kolmy na vSechny
jeji sloupce. Kratky elementarni vipocet okamzité tedy dava, ze w,(t) je ndsobkem

vektoru (—%(f), cee —%(_ti, 1, —%t(i), . —%(f)l) . Vyskrtneme-li z [/ (¢)] i-ty

fadek, dostavame jednotkovou matici, takze plati (w,(t)); = (—1)""?, z ¢ehoz pak
okam?zité vyplyva (2.33). Dostavame tedy

(234 o 0) = oy 0l = |1+ 5 (L)

J#i

2.9 Orientace (n — 1)-rozmérnych
ploch pomoci normalového pole

Definovat pojem orientace obecné k-plochy neni snadné. (srov. 77?7 ). Pojem ori-
entace (n — 1)-plochy vSak lze snadno, pfesné a nézorné definovat pomoci pojmu
spojitého jednotkového normdlového pole.

2.40 Poznamka. Pojem ,vektorové pole v na mnoziné A C R™“ je v klasické analyze jen jiny
nazev pro zobrazeni v: A — R™. (Tato terminologie se pouziva zejména tehdy, kdy je uzitecné si

predstavovat ,pole vazanych vektort® {z,z + v(z): © € A}.)

Necht P je (n — 1)-plocha v R*. Rekneme, Ze v je spojité jednotkové normalové
pole na P, jestlize v: P — R" je spojité zobrazeni takové, ze pro kazdé = € P je
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Orientace (n — 1)-rozmérnych ploch pomoci normalového pole 29

v(z) jednotkovy normdlovy vektor k plose P v bodé x. Jedno takové normélové
pole v k plose P je znazornéno na obr. 2.9 vlevo.

Necht P je (n—1)-plocha v R". Rekneme, ze P je orientovatelnd plocha, jestlize
na ni existuje spojité jednotkové normalové pole. Pokud jsme na ni jedno takové
pole zvolili, fekneme, Ze P je orientovand plocha. (Chceme-li o orientaci plochy ho-
vorit jako o matematickém objektu, mizeme ji ztotoznit s timto zvolenym spojitym
jednotkovym normélovym polem.)

2.41 Tvrzeni. Necht P je souvisld orientovatelna (n — 1)-plocha v R"™. Pak ji Ize
orientovat pravé dvéma zpiisoby. Je-li v jedno spojité jednotkové normalové pole
na P, pak to druhé je —v.

Diikaz. Necht v je jedno spojité jednotkové normaélové pole na P. Pak zfejmé
v* := —v je také takové pole. Uvazujme nyni libovolné spojité jednotkové normélové
pole ¥ na P, bod a € A a funkce d(z) = ||v(z) — v(z)||, d*(z) = ||v*(z) — v(2)]|.
Funkce d, d* jsou zfejmé spojité na souvislé mnoziné P a nabyvaji pouze hodnoty
0 a 2; jsou tedy konstantni. Protoze zfejmé bud v(a) = v(a) nebo v(a) = v*(a),
plati ¥ = v nebo v = v*.

2.42 Poznamka. Je snadno vidét, Ze nesouvislou orientovatelnou (n — 1)-plochu
v R” mizeme orientovat aspoii ¢tyimi zptisoby.

Ve starsi literatufe se také rika, zZe souvisld orientovatelnd plocha ,ma dvé strany*
a orientace je vybérem jedné z téchto dvou stran. To odpovidd nazorné predstavé, ze
jednotkovy normaélovy vektor v(z) ,chodi“ po jedné strané plochy P, na druhou stranu
(po které ,chodi“ v*(z) = —v(x)) se v8ak nikdy nedostane.

Nejznaméjsi neorientovatelnou (jednostrannou) souvislou plochou je Mébiuv list zob-
razeny vpravo na obr. 2.9. Zde je zndzornéno, jak se jednotkovy normalovy vektor n v
bodé a ,spojité premistil“ do opa¢né polohy n* = —n; z toho snadno vyplyva (pomoci
modifikace Gvahy z pfedchoziho ditkazu), Ze spojité jednotkové normalové pole na Mobiové
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2. Uvod do teorie plogného a kfivkového integralu

listu neexistuje.
Snadno je vidét, ze kazd4 jednoduchd (n — 1)-plocha je orientovatelna:

2.43 Tvrzeni. Necht P je jednoduchd (n — 1)-plocha v R™ a ¢:G — R" je jeji
parametrizace. Pro t € G a © € P polozme
O(t) Op(t) wy (¢ (7))
t):= X X 4= a y,(r)= —ST—",
(0= 5, Otn_1 o) [we (=1 (@)l

Pak v, je spojité jednotkové normalové pole na P.

Diikaz. Protoze ¢ je tiidy C', z Poznamky 2.28 (iii) ihned vyplyva, Ze zobrazeni
dp(t) Oop(t)

oty 7 Oty
T,(P), z Tvrzeni 2.31 vyplyva, ze pro kazdé t € G je w,(t) nenulovy normélovy
vektor k plose P v bodé& ¢(t). Zavér tvrzeni nyni vyplyva z toho, Ze ¢ je homeo-
morfismus G na ¢(G).

wy: G — R* je spojité. Protoze ( ) je baze tecného prostoru

Orientaci urcenou polem v, nazyvame orientact urcenou parametrizact . Je-
li P orientovand a jeji orientace je taz, jako orientace urCend parametrizaci ¢,
fekneme, ze parametrizace @ je kladnd. Je-li orientace P taz, jako orientace urcena
polem —v,, fikdme, Ze parametrizace ¢ je zdpornd.

2.44 Poznamka. Necht P je souvisld jednoduché (n—1)-plocha v R™ orientovand
spojitym jednotkovym normalovym polem v, ¢:G — R™ je jeji parametrizace a
to € G. Pak z Tvrzeni 2.41 a Tvrzeni 2.43 okamzité vyplyva, Zze ¢ je kladnd (resp.
zédporna) parametrizace, pravé kdyz w,, (o) = v(¢(to)) (resp. wy,(to) = —v(p(to))).

Budeme potifebovat také nasledujici snadné tvrzeni.

2.45 Tvrzeni. Necht P je (n—1)-plocha v R, v je spojité jednotkové normalové
pole na P a Q) C P je také (n—1)-plocha. Pak v | je spojité jednotkové normélové
pole na ). (Orientace P tedy na @ kanonicky indukuje orientaci.)

Diikaz.  Ziejmé staci dokdzat, ze pro kazdy bod a € @ plati v(a) L To(Q). To vsak
plati, protoze podle definice te¢ného prostoru zfejmé T, (Q) C T, (P).

(Protoze oba teéné prostory maji stejné dimenze, nutné se rovnaji. Také neni tézké ukézat,

ze Q je vzdy relativné oteviend v P; to vSak potfebovat nebudeme.)
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Reguldrni hranice oteviené podmnoziny R" 2.10

2.10 Regularni hranice oteviené
podmnoziny R"

Vétsina otevienych podmnozin G C R, které jsou dulezité pro aplikace, ma hranici,
kterd je ,skoro hladkd“: je sjednocenim (n — 1)-plochy a mnoziny N, kterd ma
nulovou (n — 1)-rozmérnou miru. (Tuto vlastnost maji Gy i G2 z obr. 2.10).

C

OBR. 2.10.

Ve formulaci Gaussovy véty se vsak pripoustéji jen nékteré takové mnoziny.
Abychom je popsali, potfebujeme nasledujici definici.

2.46 Definice. Necht G C R" je oteviend mnozina a x € OG. Rekneme, ze z je
regularni hranicéni bod, jestlize plati:

(i) Existuje § > 0 takové, ze Us(x) NOG je jednoduchd (n — 1)-rozmérnd plocha.

(ii) ¢ int(Q).

Mnozinu vSech regularnich hraniénich bodd budeme znacit 0,G a nazyvat ji
regularni hranici mnoziny G.

2.47 Priklad. Necht G; C R?, Go C R? jsou mnoziny z obr. 2.10. Pak zfejmé
plati 0G; = 8.G1. Pro bod ¢ € dG4 neplati (i), ale plati (ii); pro b € 0G4 plati (i),
ale neplati (ii); pro a € G2 neplati ani (i), ani (ii).

Je snadno vidét, Ze reguldrni hranice 8,G je bud prdazdnd mnoZina nebo (n—1)-
plocha. Situace v okoli regularniho hrani¢niho bodu a vypadé velmi jednoduse. Pro
pripad n = 2 jsou mozné pravé 4 typy chovéni (které jsou znézornény na obr. 2.11
vlevo), pro obecné n je 2n analogickych typti. Toto tvrzeni nebudeme potiebovat,
a proto ani precizovat; bude nam stacit Tvrzeni 2.50.

2.48 Definice. Necht G C R" je oteviend mnozina a x € OG. Rekneme, Ze vektor
0#veR”
(i) mifi v bodé z ven z G, jestlize existuje § > 0 takové, Ze x +tv ¢ G pro kazdé
t € (0,9);
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2. Uvod do teorie plogného a kfivkového integralu

OBR. 2.11.

(ii) mifi v bodé x do G, jestlize existuje § > 0 takové, Ze x + tv € G pro kazdé
t € (0,9).

2.49 Definice. Necht G C R” je oteviend mnozZina, x € 8,G a v € R". Rekneme,
Ze v je vnéjsi (resp. vnitini) jednotkovy normalovy vektor ke G v bodé x, jestlize

(i) v je jednotkovy normalovy vektor k 0,G v bodé x a
(ii) v mifi ven z G (resp. v mifi do G).

Mustrace k nasledujicimu tvrzeni je na obr. 2.11 vpravo.

2.50 Tvrzeni. Necht G C R" je oteviend mnozina a x € ,G. Pak plati:

(i) Existuje pravé jeden vnéjsi jednotkovy normalovy vektor ke G v bodé x
ery budeme oznacovat symbolem v (x)) a pravé jeden vnitini jednotkovy

ktery bud covat symbol & e jed itfni jednotkovy
norméalovy vektor ke G v bodé x (v (z) = —v&(x)).

1) Jestlize v € a (v, va(x)) > 0, pak v miri ven z (. Jestlize v € a

ii) Jestliz R™ & 0, pak ir{ G. Jestliz R™
(v,v&(2)) <0, pak v mifi do G.

iii) Jednotkové normalové pole v¢, je spojité na plose 0,.G.

iii) Jednotkové 1lové pole v¢, j jité lose 0,G

Dikaz.  (Strucny.) Nejdiive dokdzeme, zZe existuje oteviené okoli U bodu z a na U ,roz-
hranicujici funkce® h, tj. C* funkce na U takova, ze grad h(z) # 0 proz € U a

(2.35) GNU={t: h(t) <0}, 9GNU={t: h(t)=0}.

Zvolme oteviené okoli V' bodu z takové, ze 0GNV je kus (n — 1)-rozmérné ct plochy
zadany difeomorfismem, tj. existuje otevienad mnozina H C R" a difeomorfismus v: H —
R" takovy, Ze

(2.36) OGNV =¢(HN{(z1,...,zn): zn =0}).

Necht y := ' (z) a § > 0 je tak malé, ze U* := U§°(y) C H. Polozme
U:=U"), M :=GnU My:=U\G;
z Definice 2.46 (ii) plyne, Zze My # 0. Dale ozna¢me
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Tok vektorového pole orientovanou plochou a Gaussova véta 2.11

h*(y1,.. yn) == yn, Ii={y €U :h'(y) <0}, Ip:={yeU: h'(y) >0}

Zobrazeni v 1,1, je homeomorfismus prostoru I; U I3 na My U Mo, intervaly Iy, I
jsou souvislé a My, Ms jsou neprazdné obojetné podmnoziny prostoru M; U Ma. Z toho
snadno vyplyva, ze bud M; = 1 (I1) nebo My = 1)(I2). V prvnim ptipadé staéi ziejmé
polozit i := h* o ¢y~ |y a v druhém piipads b := —h* oy ! |-

Protoze 0GNU je kus (n — 1)-rozmérné ct plochy zadany implicitné vazbovou funkci
h, je grad h(z) normélovy vektor k 8+G v bodé z (srov. Poznamka 1.28 (a)). Pro v € R"
plati

lim hiz +tv) = h(z) = Dyh(z) = (v, grad h(x)).

t—0 t
Z (2.35) a definice limity tedy vyplyva, Ze vektor v mifi v bodé z ven z G (resp. do G),
jestlize (v, grad h(z)) > 0 (resp. (v, grad h(z)) < 0). Vektory

VE () = grad h(z) 0 vh(e) e — grad h(x)
(2.37) G(x) Terad h(2)] &) Terad h(e )T

jsou tedy (jediné) vnéjsi a vnitini jednotkové normalové vektory ke G v bodé x a plati
také (ii). Z (2.37) vyplyva, ze v§ je lokdlné spojité na 0« G, takze plati téz (iii).

Na 9.G budeme vétsinou volit orientaci zadanou spojitym jednotkovym normé-
lovym polem v&; v tom pfipadé budeme fikat, Ze plocha 0.G je orientovand vnéjsi
normdlou.

2.11 Tok vektorového pole orientovanou
plochou a Gaussova véta

2.51 Definice. Necht P C G je (n — 1)-plocha v R™ orientovand spojitym jed-
notkovym normélovym polem v. Necht F: P — R" je vektorové pole. Existuje-li

realné cislo
/ Fds = / (F(x), v(2)) dS(a),
P P

nazyvame je tokem vektorového pole F' orientovanou plochou P.

Tok vektorového pole orientovanou plochou se ¢asto nazyva plosnym integralem
2. druhu. Je-li tento plosSny integral definovan, fikame, Ze konverguje.

Pravé zavedeny pojem toku ma pro n = 3 pfirozenou hydrodynamickou inter-
pretaci (je vSak dtlezity i v jinych fyzikdlnich oborech).

Predpokladejme, Ze oteviend mnozina G C R3 je zaplnéna pohybujici se nestlacitelnou
kapalinou a F'(z) ma vyznam vektorové rychlosti ¢astice tekutiny v bodé x. (Predpokla-
dame tedy, ze proudéni je stacionarni, tj. ustalené; rychlost ¢astic v bodé x nezévisi na
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2. Uvod do teorie plogného a kfivkového integralu

OBR. 2.12.

¢ase.) Tok pole F plochou P mé pak vyznam objemu kapaliny, ktery za jednotkovy cas
protece plochou P. Pfitom objem kapaliny, ktery protece plochou ,na stranu, do které
miri v“ se pocitd se znaménkem + a objem, ktery protece plochou v opa¢ném sméru, se
znaménkem —. Celkovy tok miize tedy byt kladny, ale také zaporny nebo nulovy. Uva-
zujme nyni na plose P velmi malou plosku AP s obsahem AS a zvolme x € AP (viz
obr. 2.12).

Céstice kapaliny, které za velmi kratky ¢as At protekly ploskou AP, vyplni mnozinu,
kterd je (za predpokladu hladkosti vektorového pole F') .k nerozeznini“ od ,valcového
télesa“ s podstavou o obsahu AS a vyskou (At) - ||F(z)]| - |cosa|, kde o € [0, 7] je tihel,
ktery sviraji vektory v(z) a F(x). Ploskou AP tedy za ¢as At protede objem kapaliny AV,
ktery mé absolutni hodnotu |AV| = (AS) - (At) - ||F(x)|| - | cos @|, pii¢emz se tento objem
pocitd se znaménkem +, pokud « € [0, 7/2] a se znaménkem —, pokud « € (7/2, 7], takze

AV = (AS) - (At) - ||F(z)]| - cosa = (AS) - (At) - (F(z),v(z)).

Za jednotkovy ¢as tedy ploskou AP protece objem kapaliny AT = (AS) - (F(z),v(z)) a
plogny integral 1. druhu [, (v(z), F(z)) dS(z) ma vyznam celkového toku.

2.52 Poznamka. Celkovy tok je (za vhodnych pfedpokladt) limitou ,integralnich souctu“
S(F(x),AS - v(x)). Z toho vychézi oznaceni toku, kde Fds je skalarni soucin a 49 se »heu-

risticky interpretuje“ jako nekoneéné maly vektor AS - v(z).

Vypocet toku pfes jednoduchou orientovanou (n — 1)-plochu v R" zpravidla
provadime podle nésledujiciho tvrzeni (ve kterém w, (¢) ma vyznam z Tvrzeni 2.43,

t). wy(t) = G2 () X -+ X 522=(1)).

2.53 Tvrzeni. Necht P je jednoduché orientovana (n — 1)-plocha v R™ a necht
¢:G — P je jeji kladna (nebo zdpornd) parametrizace. Necht F: P — R"™ je bore-
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Tok vektorového pole orientovanou plochou a Gaussova véta 2.11

lovsky méritelné vektorové pole. Pak
[ 7S =+ [ (Pt wp o) ar

7 Op Op
= i/Gdet [F(ap(t)),a—tl(t),...,atnl

konverguje-li jeden z integrali. P¥itom znaménko + (resp. —) se bere, je-li parame-
trizace o kladnd (resp. zdporna).

(t)| dt,

Diikaz. Podle Tvrzeni 2.43 je plocha P orientovana jednotkovym vektorovym

C= —ww((’pil(w)) omoci V& a ostévame
polem v, (z): = i||w<p(<p_1(w))||' P ty 2.23 a (2.29) dost
FdS = F(x),v,(x x) = F :tiww(t) lw

z ¢ehoz ihned plyne prvni z dokazovanych rovnosti. Druhé rovnost okamzité vyplyva
z Tvrzeni 2.29.

2.54 Poznamka. V konkrétnich piikladech pocitdme tok vektorového pole F
obecnou orientovanou (n — 1)-plochou P (napf. regularni hranici 0.G) tak, Ze na-
lezneme vyjadieni

P=PU---UP,UN,
kde P,..., P, jsou jednoduché souvislé po dvou disjunktni plochy a p,,—1(N) = 0.
Na plose P; uvazujme orientaci indukovanou orientaci plochy P (viz Tvrzeni 2.45).

Pak zfejmé
/P?d?: i f’d?+---+/P FdJs.

Je-li nyni ¢;: G; — R™ parametrizace P;, pak p; je bud kladnd nebo zéporné
parametrizace (viz Pozndmka 2.44). Toky F' pfes plochy Pi,..., P, miZeme tedy
pocitat podle Tvrzeni 2.53.

2.55 Piiklad. Necht G = {(z,y,2): 22 +y? < (1 —2)2,0 < z < 1}. Pak G je vnittek kuzele s
vrcholem (0,0, 1), jehoZz podstava je kruh v roviné xzy o poloméru 1 a stfedu v poéatku. Polozme
D :={(z,y): 2 +y? < 1} a definujme ¢: D — R3 a w: D — R3 piedpisy
w(m,y)zl— \/‘T2+y2a w(x,y):(x,y,O).

Je snadné ovéfit, Ze ¢, w jsou parametrizace disjunktnich jednoduchych ploch P := ¢(D),
P := w(D) a neni t&zké dokéazat, ze 0:G = P1 U Ps.

Poditejme tok vektorového pole F'(z,y,z) = (x,y,x + 2z) plochou 8.G, kterd je orientovand
vnéjsi normélou.

Protoze pro (z,y) € D vektor w, (x,y) = (1,0,0)x(0,1,0) = (0,0,1) v bodé w(x,y) = (z,y,0)
zfejmé mifi do G, je w zaporna parametrizace Po. Plati tedy

[P ad = [ (r(ete ) wee.y) doay =
Py D
= _/ ((a:,y,a:),(0,0,l)) dedy = _/ zdzdy = 0.
D D
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2. Uvod do teorie plogného a kfivkového integralu

Abychom se vyhnuli odmocnindm, polozme 7(r,a) = (r cosa,rsina) pro (r,a) € Q := (0,1) x
(0,27). Pak n(2) = D\ ([0,1] x {0}), takZe 1 := ¢ o w je parametrizace plochy P = P; \ A, kde
A={(z,y,2): y=0,0< e <1,z=1-g} Zicjmé p2(A) =0, takie [p FdS [p Fd5.
Plati

P(r,a) = (r cosa,r sina, 1 —r), wy(r,a) = (cosa,sina, —1) x (=rsina,rcosa,0) = (r cosa,r sina,r).

Protoze v kazdém bodé Ps zfejmé vektor v = (0,0,1) miii ven z G a (wy(r,a),v) =r > 0
pro (r,a) € Q, dostdavame, Ze ¥ je kladna parametrizace Ps3. Plati tedy

/ ?d?=/<F((¢(r7a))),w¢(r7a)> drda =
Py Q

:/((7’ cosa,r sina,1 —r+r cosa), (r cosa,r sina,r)) drda:/(r-l—rz cos ) drda = 7.
Q Q

Jetedy [, o FdS =

Abychom mohli zformulovat zakladni (Gaussovu) vétu o toku vektorového pole
plochou, potfebujeme definovat pojem divergence vektorového pole.

2.56 Definice. Necht F:G — R", F = (Fy,...F,) je vektorové pole tiidy C* na
oteviené mnoziné G C R" a « € G. Pak ¢islo

_OF, OF,

div F(x) :

nazyvame divergenci vektorového pole F' v bodé x.

Nyni jiz muZzeme zformulovat Gaussovu vétu, které se také nékdy rika véta
Gauss—Ostrogradského nebo véta o divergenci.

2.57 Véta. (Gaussova véta) Necht G C R" je omezena oteviend mnozina, pro
kterou

(2.38) 0G € Pu1, pn1(0G) <00 a pn_1(0G\0G) = 0.

Necht' F' je vektorové pole, které je tiidy C ! na néjaké oteviené mnoziné obsahujici
G. Orientujeme-li plochu 9,.G vnéjsi normélou, pak

(2.39) /8 G?d?: (F(z),v(z)) dS(z) = / div F(z) dz.

oG G

Poznamenejme, Ze prvni rovnost v (2.39) je zfejma z definice toku a pfedpokladu
Un—1(0G \ 0.G) = 0.

Gaussova véta se nékdy vyslovuje v nasledujici ,skaldrni formeé“.

2.58 Véta. Necht G je jako v predchozi vété a v = (v1,...,v,) je pole jednotko-
vych vnéjsich normalovych vektori ke G na 0.G. Necht f je redlna funkce, kterd
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Tok vektorového pole orientovanou plochou a Gaussova véta 2.11

je tfidy C* na néjaké oteviené mnoziné obsahujici G. Pak pro kazdéi € {1,...,n}
plati
0
(2.40) fovidS= / @ 4.
Fle] a Oz

Je snadno vidét, Zze Véta 2.58 je v podstaté pouze preformulaci Véty 2.57. Vime-
li totiz, ze plati Véta 2.57, a aplikujeme ji na vektorové pole F' := f - e;, dostaneme
rovnost (2.40). Naopak, je-li F' pole z Véty 2.57 pak rovnost (2.39) dostaneme,
aplikujeme-li pro kazdé i € {1,...,n} Vétu 2.58 na f := F; a pfislusné rovnosti
(2.40) secteme.

Nésledujici dvé tvrzeni ukazuji, jak pocitat || p [ -vi dS pro jednoduché a expli-
citné zadané plochy.

2.59 Tvrzeni. Necht P je jednoduchd (n — 1)-plocha v R™ orientovand jednotko-
vym normalovym polem v a ¢: G — P je jeji kladnd (nebo zdpornd) parametrizace.
Pak pro kazdou borelovsky méfitelnou funkci f: P - R ai € {1,...,n} plati

(2.41) /Pf v dS = :I:(—l)“'l/Gf(cp(t)) : D((pl,'b(,ifi,__l,’ ?:1’) - "p”)(t) dt,

konverguje-li jeden z integrali. P¥itom znaménko + (resp. —) se bere, je-li parame-
trizace o kladné (resp. zdporna).

t
Dikaz. Protoze podle Tvrzeni 2.43 plati v;(p(t)) = i%, dostavame
We

vy dS = NCEIO)
[ #evas =z [ o) e wao)l a

Nyni sta¢i pouzit vyjadieni (w,(t)); ze vzorce za (2.29).

2.60 Tvrzeni. Necht'1<i<n a P je explicitné zadany kus (n — 1)-rozmérné C*
plochy tvaru

P={(21,...,x): 2 = h(z¥), 2D e G},
kde jsme pouzili oznaceni 9: = (x1,...,2; 1,%is1,...,2,). Pak plati:

(i) Existuje pravé jedno spojité jednotkové normélové pole v* (resp. v~ ) na P

takové, ze v (z) > 0, z € P (resp. v (z) <0, z € P).

(ii) Pro kazdou borelovsky méfitelnou realnou funkci f na P plati

(242) /fyz:t dszi/f(mh7$l717h(m(l))7mz+l7axn) dl’(l),
P G

(konverguje-li jeden z integralii), pficemz na obou strandch rovnosti se bere
stejné znaménko (4 nebo — ) a symbol dz(®) nahrazuje dw; ...dw;—; doiyy ... da,.
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2. Uvod do teorie plogného a kfivkového integralu

Diikaz. Uvazujme parametrizaci ¢ jednoduché plochy P danou predpisem

(p(t):: (tl,...,ti_l,h(t),ti,...,tn_l), t= (tl,...,tn) e€d.

Pak podle (2.33) (wy(t)); = (—1)"". Polozime-li v (z):= (—1)”1M

je tedy v spojité jednotkové normalové pole na Pav; (z) = 1/|lwy (o~ (z))|| > 0
pro x € P. (Pro spojité jednotkové norméalové pole v~ := —vT ovSem plati
vy )(z) <0, x € P.) Vzorec (2.42) staci ovétit pro v*. Plati

. 1
[ vias= [ sew) o a0l dt = [ st .
P G [|we (2] G
Oznacime-li proménné tq,...,t, 1 pofadé symboly x1,...,2; 1,Zit1,-..,Ty, do-
stavame vzorec (2.42).

Gaussovu vétu lze vyslovit také v feci diferencialnich forem. Teorie diferencial-
nich forem umoznuje dokézat velmi elegantni zobecnéni Gaussovy véty — obecnou
Stokesovu vétu. Nyni budeme uvazovat jen nejjednodussi diferencialni formy (¥adu
n—1) v R® tvaru

f(ac) dJ,‘l - .dxi_l dxi—i—l - dwn = f(.%‘) d.%‘l VANRERIAN dl‘i_l AN dJJH_l Ao A dwn,

kde f je redlna funkce na oteviené mnoziné 2 C R™.

Pfi pouziti starsiho zapisu vlevo se diferencialni forma chape pouze jako ,.for-
malni symbol®“. V novéjsim pojeti je diferencidlni forma piesné definovany objekt;
je to tenzorové pole (a A je symbol pro tzv. vn&jsi soudin tenzori).

Integral diferencidlni formy w = f(z) dzy...dz; 1 dzi4q...dx, pres orien-
tovanou (n — 1)-plochu lze definovat pomoci integralu 1. druhu takto.

2.61 Definice. Necht'l < i < mn, f je funkce na oteviené mnoziné 2 C R a P C Q
je (n — 1)-plocha orientovana jednotkovym normalovym polem v. Pak klademe

(243) / f(.CL’) d£U1 . .d.%'i,l dwi—i—l . d.%'n = (—1)i+1 / f “V; dS,
P P

ma-li prava strana smysl.

Integralu z diferencialni formy pies orientovanou plochu se také ¢asto rika plosny
integral 2. druhu.

Motivace Definice 2.61 je (asponl ¢asteéné) déna vzorcem (2.42). Koeficient
(—1)"*1 tizce souvisi se vzorcem (2.41) (z kterého ihned plyne nésledujici tvrzeni).
Viz téz Poznamka 2.64.
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2.62 Tvrzeni. Necht1l <i<mn, f je funkce na oteviené mnozinéd Q C R", P C Q
Jje jednoduché orientovand (n—1)-plocha a p: G — P je jeji kladnd parametrizace.
Necht w = f(x) dzy ...dw;—1 daiqq .. .dx,. Pak

_ D(e1,-. -, 0i-1,Pit1,-- -, ¥n)
(2.44) /P w= /G Fe(®)) P OL

konverguje-li jeden z integrali.
V ,feci diferencidlnich forem“ ma Véta 2.58 nasledujici tvar.

2.63 Véta. Necht oteviend mnozina G C R" je jako ve Vé&té 2.57. Plochu 0,.G
orientujme vnéjsi norméalou. Necht f je redlnd funkce, kterd je tiidy C' na néjaké

oteviené mnoziné obsahujici G. Pak pro kazdé i € {1,...,n} plati
; 0
(2.45) / f(z) doy .. .de;—q doggq ... day, = (—1)”‘1/ Of(x) dz; ...dz,.
8, G ¢ O

2.64 Poznamka. (geometricky smysl integrélu z diferencidlni formy) PopiSeme ndzorny geome-
tricky vyznam integralu [p f(z) d#1...dw;—1 dwij1...dzn. (Za jistych pfedpokladii kladenych
na P a f lze heuristickym tivahdm nize dat pfesny smysl.)
Uvazujme ,projekci® 7():R" — R*~! danou piedpisem
71'(1)(3?1,...,1}71) = (T1,. o, L1, Tit1y - Tn)-

Rozlozme P na kone¢né (nebo spocetné) mnoho borelovskych mnozin Pi, Po, ... s velmi malym
diametrem a v kazdé z nich zvolme bod &, € Pj. Pak [, f(x) dz1...dwi—1 daiy1...den je
limitou ,integralnich souc¢tia“

D &) - (EAo1 (T (),
k

kde A, _1(7(Pg)) je norientovany (n — 1)-rozmérny objem orientovaného pramétu (@ (Pg)“. To
lze ¥ici trochu srozumitelnéji tak, ze znaménko + (resp. -) se bere, pokud zobrazeni (@ [Py,
: Py — R*™ 1 zachovava orientaci® (resp. ,,méni orientaci®).

Zkusime vysvétlit, jak tato ndzorna predstava vede ke vzorci (2.43) (pro heuristické zdivod-
néni vzorce (2.44) srov. text pred (2.64)).

Protoze P;, ,nerozezname* od mnoziny lezici v afinnim prostoru A := A?Df (&x) apodle Tvrzeni
2.34 k(rD 4) = ¢; = |vi(€)|, usuzujeme, ze

An—1 (79 (PL)) & i (€)1 -1 (Py)-

Orientujme A pomoci normalového vektoru v(£)) (srov. Dotatek 6.2.). Nahradme nyni frazi
L@ Ip, zachovéava orientaci“ tvrzenim w1 | 4 zachovéavé orientaci, které podle Poznamky 2.35
plati, pravé kdyz (—1)*+1u; (&) > 0. Pak usuzujeme, ze

D0 FER) - (EAa(w(PR)) & D FER) - (1) i (6r) -1 (Pr) & (1) /Pf~w ds.
k k

2.65 Poznamka. 'V teorii diferencidlnich forem se definuje (vnégjsi) diferenciél diferencidlni formy
w = f(z)dz1 A---ANdxj_1 Adzig1 A--- Adap
jako diferencialni forma

dw:=df(z) Ader A+~ Adwi—1 Adxig1 A--- Adey,.
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2. Uvod do teorie plogného a kfivkového integralu

Nezname-li teorii diferencialnich forem, nema pro nas ovSem vyraz napravo smysl. Zde po-
znamenejme pouze to, ze

of (x of(x
ey~ @ O
ox1 0xn
pro vnéjsi soucin A plati distributivni zdkon a vnéjsi soucin je antisymetricky, tj.
dCL’i/\“-/\dCL’]‘ A---ANdzg A--- Adag :7da;¢/\~--/\dxk/\~~-/\dx]-/\-~~/\da:l

(takze day A---Adxj A---Adxj A--- Adxy = 0). Pocitame-li zcela formalné podle téchto pravidel,
snadno dostavame, ze
0 11 O
dw = Md;z:i/\d;z:;l Ao Adzi—1 Adzipr A Aday = (—1)hLl %dml A ANdzy.
x5 T
Rovnost (2.45) 1ze tedy psat ve tvaru

/ w:/ dw.
9.G G

Rovnost z obecné Stokesovy véty v R™ ma tentyz tvar, ale G je v ni orientovana plocha dimenze
kv R™ (n>k)ad«G je jeji ,okraj“, coz je jista orientovana plocha dimenze k — 1 v R™. Pfitom
w je ,obecnd hladka diferencidlni forma fadu (k — 1) v R™“. Pro dalsi informace o diferencialnich
forméch viz oddil 5.15.

Uvedme jesté vyjadieni toku vektorového pole pomoci integrali z diferencidlnich
forem.

Necht F = (Fy,..., F,) je spojité vektorové pole na oteviené mnoziné @ C R*
a P C Q je orientovana (n — 1)-plocha. Z Definice 2.51 a Definice 2.61 okamZité
dostavame rovnost

(2.46)

/P?d?:/P Fi(z) d:zrg...dwn—/P Fy(z) deidzs . ..deg + ...

+ (—1)"“/ Fo(z) dvy...dz, ;.
P

Gaussovu vétu nyni dokdZzeme pouze pro velmi specidlni mnoziny G. Pfitom
vsak uvidime zakladni pricip dikazu Gaussovy véty spocivajici v pouziti Newton-
Leibnizovy formule a Fubiniovy véty. Uplny diikaz lze nalézt v Dodatku 6.5. Pro
zjednoduSeni vyjadfovani zavedeme (jen pro potfebu nasledujiciho vykladu) tech-
nicky pojem i-specialni mnoziny.

2.66 Definice. Necht 1 < i < n. Rekneme, Ze G C R" je i-specidlni mnozina,
Jjestlize plati:
(i) G je omezend oteviend mnozina.
(ii) 0G € Pp—1, pn—1(0G) <0 a  pp—1(0G\ 0,G) = 0.
(iii) Existuje oteviena mnozina Q C R"~! a dvé funkce d(t) < h(t) t¥idy C! na
Q takové, ze
G={(x1,...,2,): 2D € Q, dzV) < z; < h(zD),

kde jsme polozili #D: = (x1,...,2i_1,Tis1, ..., ).
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OBR.2.13. 7 technickych divodi je na obrazku chyba: mé byt (™ misto &,

2.67 Tvrzeni. Necht'1<i<n aG CR" jei-specidlni mnozina. Necht v je pole
vnéjsich jednotkovych normdlovych vektordi na 0,G a n_echt’ f je realna funkce,
které je t¥idy C' na néjaké oteviené mnoziné obsahujici G. Pak

(2.47) fovas— [ 2@ 4,

oG G awz

Dikaz. Pro zjednoduseni zapisu budeme predpokladat, ze i = n, dikaz v obec-
ném pripadé je vSak zcela analogicky. Kvili zkraceni zapisu budeme dale misto
(x1,...,xpn_1) psat ™, takze napt. (x1,...,en) = (@™, ,).

Je snadné ovéfit, 7e G = HUDUB, kde B = {z € 8G:z™ € 90},
H={zeR":e"™ €Q z,=h")}, D={zeR:2™ eq z,=d@™)},
a plati inkluze H C 0,G, D C 0.G (srov. obr. 2.13).

Je ziejmé, 7e v x € H mifi vektor e, ven z G a v x € D miii ven z G vektor —e,,.
Z toho podle Tvrzeni 2.50 vyplyva, ze v,(z) = (v,e,) > 0 pro x € H a v,(x) <0
prox € D. V bodé x € BN J,G ziejmé nemiri do G zadny z vektorti e,, —en,

z ¢ehoz podle Tvrzeni 2.50 vyplyvé, Ze v,(x) = 0. Plati tedy / f-v,dS=0a
B

podle Tvrzeni 2.60 dostavame
/ f-v,dS= / (@™ (™)) dzy ... dz,_1,
H Q
/ fv,dS= _/ F@™ d(z™)) day ... de,_;.
D Q

(Lebesgueovy integraly vpravo totiz ziejmé konverguji.) Plati tedy

(2.48) fvp,dS= / (f(w("), h(z(™)) — f(w(”),d(w(")))) dzq...dep_1.
oG Q
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OBR. 2.14.

0 —
Protoze funkce 8—f je spojita na kompaktni mnoziné G, je na ni integrovatelna,
x

n
takze podle Fubiniovy véty mame

2
of (x) / /h(x )3f (n)

2.49 7 A = L @™ w,) day, | day .. dapy

(2.49) /c oz, Ja d(z™) (9%(36 on) dn | oy A

Protoze podle Newton-Leibnizovy formule plati

h(z(")) Of
/ oo (@) dag = f(@™, b)) = f@™, (M),
d(z(™) 8Z’n

ze vzorcu (2.48) a (2.49) dostdvame dokazovanou rovnost (2.47).

2.68 Poznamka. Z predchoziho tvrzeni ihned vyplyva platnost Gaussovy véty

pro mnoziny, které jsou ¢-specidlni pro kazdé ¢ = 1,...,n. Tuto velmi specidlni
vlastnost maji napiiklad oteviené intervaly a oteviené koule. Vétsinu ,obvyklych
otevienych mnozin“ G pak lze pro kazdé i = 1,...,n ,rozlozit“ na kone¢né mnoho

i-specidlnich mnozin takovym zpusobem, Ze pokud na kazdou z nich pouzijeme
rovnost (2.47) a obdrZené rovnosti se¢teme, dostaneme vzorec (2.47) pro G (viz
obr. 2.14, kde vlevo je znazornén ,rozklad“ mezikruzi G na 2-specidlni mnoziny
a napravo na l-specidlni mnoziny). Pro takové mnoziny G plati tedy i Gaussova
véta. Tuto iivahu lze v obvyklych piikladech piesné provést, ovétovani predpokladt
obecné Gaussovy véty je vsak nesrovnatelné pohodlnéjsi.

Necht G C R™ je omezend oteviend mnozina, pro kterou plati (2.38). Pak lze
Gaussovu vétu pouzit k vgpoctu A\, (G) pomoci plosného integrdlu pres OG.

Polozime-li naptiklad f(z) := z; (1 <i < n), pak % = 1, takZe rovnost
(2.40) ma tvar

(2.50) A\, (G) = / z; vi(z) dS(z) = (—=1)"! / zidry...dw; 1 dwiy ... doy,.
oG 0.G
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Pro vektorové pole v(z): = £ zase plati divv(z) = 1, takze vzorec (2.39) ma

tvar

(2.51) (@) = 1/8 7 d4S(z) = %Ag<x,u(x)> dS(x).

n

2.69 Pfiklad. Necht G: = B(0,1) je jednotkova koule v R™. Je snadné ovéfit, ze
0G = 0,.G = {xz:||z|]| = 1}

a v(z):==x je jednotkova vngjsi normala ke G v bodé z € G. Vzorec (2.51) mé
tedy tvar

1 1

M (BO.D) =+ [ (5,5) dS(z) = a1 (9B(0,1).
n Jea n

Dostali jsme jednoduchy vztah mezi objemem jednotkové koule a plosnym ob-

sahem jednotkové sféry v R™.

2.70 Pfiklad. (obsah smyc¢ky Descartova listu)  Spoétéme podle (2.50) obsah A2 (G),
kde G = {(z,y): > < 2xy, © > 0, y > 0}. ZFejmé G je otevienaa G C M := {(z,y): o> <
2zy, x > 0,y > 0}. Protoze M mé se sjednocenim os spole¢ny pouze pocatek, plati
9G = G\ G C PU{(0,0)}, kde P = {(z,y): > = 2zy,z > 0,y > 0}. Polozime-li
g(z,y) := x> + y> — 2zy, snadno se spocte, ze gradg(z,y) = (3z° — 2y,3y> — 2z) #
(0,0) pro (z,y) € P, z ¢ehoz snadno plyne P C 0+G. Jestlize pro (z,y) € P polozime
t = ¢Y(z,y) = y/z, snadno dostavame, ze 1 je bijekce P na (0,00) a pro ¢ := 1/171
plati o(t) = (2¢(1 +¢3)75 22 (1 +t3)7Y), ¢ € (0,00). Protoze limy_,o4 @(t) = (0,0)
a 0G je uzaviena, vidime, ze 0G = P U {(0,0)}. (Neni tézké dokézat, ze (0,0) ¢ 0:+G,
ale to nepotfebujeme.) Snadny vypocet dava, ze ¢'(t) # 0, t > 0. Protoze ¢ = 9071 je
spojitd na P, je ¢ parametrizace jednoduché jednorozmérné plochy P. Plati ¢(1) = (1,1),
©'(1) = (=1,1), we(l) = x¢'(1) = (1,1), a protoze grad g(1,1) = (1,1), vidime, ze
wy (1) sméfuje v bodé (1, 1) ven z G, takze parametrizace ¢ plochy P (orientované vnéjsi
normalou) je kladna (srov. Pozndmka 2.44). Plati tedy podle (2.50)

o 942 2t 1\’ 2
Y L : dt = =.
A2(G) /Py v /0 1+ ¢3 (1+t3) t=3
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S P

o(a) o(®)  pla) K ()
OBR. 2.15.

2.12 K¥ivkové integraly 1. a 2. druhu

Pojem krivky a cesty

Pojem krivky se v matematice pouziva v nékolika riznych vyznamech. Nejdulezitéjsi tii
z nich se pokusime objasnit na nazorném prikladu. Pfedstavme si, Ze jsme na tabuli (R2)
nakreslili k¥ivou ¢aru (kterd muze ,sama sebe protinat“). Kiivkou se nékdy rozumi:

(a) Vysledek nasi ¢innosti, tedy mnozina (kiivé ¢ara) K C R?, kterou jsme nakreslili.

(b) Presny popis na$i €innosti, tedy pfesny popis pohybu (cesty) hmotného bodu
(konce k¥idy) v ¢asovém intervalu [a,b]. Tento popis pohybu je dan zobrazenim
¢: [a,b] = R?, kde o(t) je poloha hmotného bodu v &ase t.

(c) Kfiva ¢ara K C R® a informace, ,jakym zptsobem® jsme tuto ¢aru namalovali,
pricemz nas nezajima, kdy a jakou rychlosti jsme ¢aru malovali, ale pouze ,smér,
kterym bod (konec kiidy) probihal mnozinu K“. Na obr. 2.15
jsou znazornény pomoci Sipek dva rtizné zptsoby probihani téze mnoziny K. For-
malizaci této predstavy dostavame tfeti vyznam pojmu kiivky; nékdy se hovoii o
yorientované krivce“; srov. Poznamka 2.76.

2.71 Definice.

(i) Cestou v R™ rozumime spojité zobrazeni ¢:[a,b] = R", kde —c0 < a <
b < oo. Obor hodnot ¢([a,b]) nazyvdme geometrickym obrazem cesty a
oznacujeme jej symbolem ().

(i) Rekneme, Ze cesta :[a,b] — R" je t¥idy C', ma-li spojitou derivaci na
[a, b]. Podrobnéji feceno: pro kazdy bod tg € [a,b] existuje limita
St = Tim o(t) — ¢(to)

t—to,t€[a,b] t—1to

intervalu [a, b].

(iii) Rekneme, Ze cesta p: [a,b] — R" je po &dstech (tiidy) C1, jestlize existuje
déleni {to = a < t; < --- < ty = b} intervalu [a,b] takové, Ze ¢ je t¥idy C*
na kazdém intervalu [ti_1,t;],i=1,....k (tj. ¢ Iy,_, 1, Je cesta t¥idy C!).

Jestlize navic pro t € [a,b] \ {to,%1,...,tx} plati ¢'(t) # 0, Fekneme, Ze

p je skoro regularni cesta.

(iv) Cesta ¢ se nazyvéa jednoduchd, je-li ¢ prostd; ¢ je uzaviend cesta, jestlize
@(a) = p(b). Je-li ¢ uzaviend a ¢ [[44) je prosté, iikame, Ze ¢ je jednoducha
uzaviena cesta.

a vektorovd funkce t — ¢'(t) je spojitd na

2.72 Poznamka.
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(i) Popisuje-li cesta ¢:[a,b] — R3 pohyb hmotného bodu v R3 a t € [a,b], pak ¢'(t) ma
vyznam vektorové okamzité rychlosti bodu v ¢ase t a ||’ (t)|| ma vyznam velikosti rychlosti
(skalarni rychlosti).

(ii) Je zfejmé, Ze cesta ¢ je skoro regularni pravé tehdy, je-li po ¢astech C! a ¢ mé nenulovou
derivace ve vSech bodech, az na koneénou mnozinu.

2.73 Definice.  Rekneme, e K C R" je kfivka (po ¢astech C' kiivka, skoro regularni kfivka,
Jjednoduchd kiivka, uzaviend kfivka, jednoduchd uzaviend kfivka), jestlize existuje cesta (po
Gastech C' kiivka, skoro reguldrni cesta, ..., jednoducha uzaviend cesta) ¢:[a,b] — R™ jejimz
geometrickym obrazem (p) je K. Jestlize (p) = K, fikdme, Ze ¢ je parametrizaci kiivky K.

Jednoduché ktivce se iika oblouk.

2.74 Poznamka.

(i) Podle Véty (?7) a Véty (?) je kazda kfivka v R" kompaktni souvisld mnozina. Jak
ukazal Peano, étverec [0, 1]? je kiivka; existuje cesta (,,Peanova kfivka“) ¢: [0, 1] —
RZ, jejimz geometrickym obrazem je tento ¢tverec. Neni tézké dokazat, ze kazda
jednoduché a také kazda skoro regularni kiivka v R"®, n > 1, je Fidka.

(ii) Terminologie kolisd; nékdy se cesté Fikd ,kiivka“ a kiivce ,geometricky obraz
kiivky*“.

(iii) Z Véty (?) vyplyva, ze mnozina K C R" je oblouk, pravé kdyz je homeomorfni s
intervalem [0, 1]. Neni obtizné dokézat, Zze mnozina K C R" je jednoduché uzaviena
kiivka pravé tehdy, kdyz je homeomorfni s jednotkovou kruznici v R2.

(iv) Pojem skoro reguldrni krivky meni béZng. Skoro reguldrni cesta ¢ muze mit v né-
kterych bodech ¢ nulovou derivaci; v bodech ¢(t) pak nemusi mit kfivka (p) ,,polo-
te¢nu” (srov. Pfiklad 2.75). Dtvod pro préci se skoro regularnimi kiivkami je ten,
ze obvyklé parametrizace nékterych klasickych kiivek (srov. Piiklad 2.93) maji
v nékterych bodech nulovou derivaci. Kdybychom pracovali s obvyklejsimi ,,po
¢astech regularnimi“ kfivkami, museli bychom zbytecné ménit parametrizaci.

2.75 Piiklad. Necht K C R? je graf funkce f(z) = xsin(lnz), z € (0,1], f(0) = 0. Pak K
»zFejmé* nema v bodé (0,0) ,polotecnu” (tento pojem jsme nedefinovali). Pfesto je K skoro
regularni k¥ivka; je snadné ovéfit, ze jeji parametrizace o(t) := (¢2, f(t?)), t € [0,1] je skoro
regularni cesta.

2.76 Poznamka. (O ,orientované kiivce“) Rekneme, ze cesty ¢:[a,b] — R™ a t:[c,d] — R®
se lisi nepodstatné (a piSeme ¢ ~ ), existuje-li spojitd rostouci funkce w zobrazujici interval
[e,d] na [a,b] takovd, Ze ¢y = @ o w. Je snadné ukazat, ze ~ je vztah ekvivalence; tfidy této
ekvivalence se nékdy nazyvaji ,orientovanymi k¥ivkami“ (nepodstatné se lisici cesty tedy urcuji
jednu orientovanou kfivku). Tim je upfesnén vyklad (c) o tfetim pojeti pojmu kfivky.

Krivkovy integréal 1. druhu

Necht ¢:[a,b] — R" je cesta a f je redlna funkce na (p). Myslenka klasické definice
kfivkového integralu 1. druhu f(p f ds je tato:

Uvazujme déleni D = {tg = a < t1 < --- < t}, = b} intervalu [a,b], body &; € [t;_1,t;]
a integralni soucet

(2.52) Z flp(&)) - (As);,
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2. Uvod do teorie plogného a kfivkového integralu

kde (As); je délka cesty ¢ [fs,_, ¢,]- Limita, ke které se blizi integralni soucty (2.52), kdyz
norma déleni v(D) jde k nule, je pak fw f ds.

Aby tato definice byla korektni, je tfeba nejprve definovat pojem délky cesty a pred-
pokladat, ze ¢ ma konecnou délku.

Je-li vsak vf t¥idy C Y je mozno uvazit, ze pro dostatecné jemna déleni D je asi

(As)i = llo(ti) — et )l = lle" Gl - (t5 — ti1),
takze ds je asi také limitou integralnich souctt
)

k
i1 F((&) - Nl (€l - (8 — tio1).-
Jsme tedy vedeni k nasledujici definici.

2.77 Definice.  Necht cesta ¢:[a,b] — R" je po ¢astech C1 a f je redlna funkce definovana na
néjaké podmnoziné R™. Pak definujeme kiivkovy integral 1. druhu fv f ds rovnosti

b
ds := 1) - l¢’' ()] dt,
/wf /af(w( ) - e O]

konverguje-li Lebesguetiv integral napravo.

2.78 Poznamka. Necht ¢:[a,b] — R" je po castech C'. Poznamenejme toto:

(i) Pro existenci f(p f ds je zfejmé nutné, aby hodnota f(p(t)) byla definovand pro
A1-skoro vSechna t € [a, b].

(i1) Je-li f spojita realnd funkce na (p), pak f(p f ds existuje. Jsou-li totiz {to,...,tx}
body z Definice 2.71 (iii), pak konverguje kazdy z integrala tt,-i_l Flo®) |l ()] dt,
protoze vektorovou funkci ¢’ (¢) a tedy i funkci f(p(t)) - ||¢’ (t)|| 1ze spojité rozsitit
Z (ti—17ti) na [ti—lvti]a 1= 1, ey k.

(iii) K¥ivkovy integral fw 1ds= fab I (t)|| dt nazgvame délkou cesty o. Lze ukazat,
ze tato definice splyvé s obvyklou (mnohem obecnéjsi) definici délky cesty pomoci
suprema délek ,vepsanych lomenych car“.

Nasledujici snadné tvrzeni ukazuje vztah mezi kiivkovym integralem 1. druhu a ploSnym
1-rozmérnym integralem 1. druhu pro pfipad prosté (a ,téméf prosté“) skoro reguldrni cesty.

2.79 Tvrzeni. Necht ¢:[a,b] — R"™ je skoro reguldrni cesta, pro kterou existuje konecnd mnozina
F C [a,b] takovd, Ze ¢ je prosta na [a,b] \ F. Pak (¢) € P1 a pro kazdou redlnou funkci f
(definovanou na podmnoziné R™) plati

mé-li jedna strana rovnosti smysl.

Diikaz. (Struény.) Ziejmé existuji body to = a <t1 <--- <ty = b takové, ze ¢ [[,_, ¢,
je prosta cesta t¥idy C!, ©'(t) # 0 pro t € (t;_1,t;) a mnoziny P; := ¢((t;_1,t;)), i =
1,...,k jsou po dvou disjunktni. Podle Tvrzeni 1.9 je kazdd P; jednoducha 1-plocha a
podle (2.26) plati

t;
[ rasi= [7 seun-Ie o) a,

tioa
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OBR. 2.16.

konverguje-li jeden z integrald. Protoze koneénd mnozina je pj-nulova, je (p) € P1 a

k k t;
/w)f as, —;/P f sy —;/t o) - Il @) dt =
b
= ' @)l dt = ds,
/a Fo®) - 6 (0] dt L 7

je-li jeden z péti vyrazu konecny.

2.80 Dusledek. Necht @1, 2 jsou skoro reguldrni cesty, které jsou bud jednoduché nebo uzaviené
Jjednoduché a (1) = (p2). Necht f je funkce n proménnych. Pak fm fds= fwz f ds, ma-li jedna
strana rovnosti smysl.

Krivkovy integral 2. druhu

2.81 Definice.  Necht cesta ¢: [a,b] — R™ je po éastech C! a F' je vektorové pole definované na
néjaké podmnoziné R™. Pak integral (druhého druhu) vektorového pole F podél cesty ¢ definujeme
rovnosti

b
/ Fdp = / (Flo(t)), & (1)) dt,
P a

pokud Lebesguetiv integral napravo konverguje.

Kiivkovy integral druhého druhu ma dulezité fyzikalni interpretace, z nichz nejdulezitéjsi je
(pro n = 3) interpretace fv F dy jako prace vykonana silovym polem F' po cesté .

Necht ¢ a F jsou jako v Definici 2.81 Necht o(t) € R® ma vyznam polohy hmotného
bodu B v ¢ase t € [a,b] a F ma vyznam silového pole. Na hmotny bod B tedy v case ¢
silové pole F' piusobi silou F(¢(t)). Ptame se, jak velkou praci W vykona silové pole F
plisobenim na bod B v ¢asovém intervalu [a, b]. K heuristickému odvozeni uvazujme velmi
kratky casovy interval [t1,t2] C [a,b] délky At = t3 — t1, na kterém je ¢ t¥idy O (viz
obr. 2.16) a predpokladejme, Ze vektorové pole F je spojité na (p).

Spojité vektorova funkce F(p(t)) se na [t1,t2] téméF neméni, takze ji nahradime kon-
stantni silou F'(¢(t1)). Dale pohyb bodu v ¢asovém intervalu [¢1,¢2] ,nerozezname“ od
rovnomérného pfimocarého pohybu, za ktery muzeme vzit napiiklad pohyb (popsany ces-
tou ¥(t) = p(t1) + (¢ —t1)¢ (t1), t € [t1,t2]), pii kterém je bod v Case t1 v bodé ¢(t1) a v
gasovém intervalu [t1,t2] se pohybuje rychlosti ¢’ (t1). Préace, kterou vykona sila F(p(t1))
pfi tomto rovnomérném piimocarém pohybu, je podle stredoskolské fyziky rovna

99



2. Uvod do teorie plogného a kfivkového integralu

IF () - ¢ (t1) - At]] - cosa = At - (F(p(t1)), ¢'(t1)),
kde a € [0, 7] je thel sevieny vektory F(p(t1)) a ¢ (t1). Domnivame se proto, e pro praci
AW vykonanou silovym polem F v ¢asovém intervalu [t1,t2] plati ,pfibliznd rovnost®
AW = At - (F(p(t1)), ¢ (t1)). Je-li tedy a = to < t1 < --- < t}, = b velmi jemné déleni
intervalu [a, b] takové, Ze ¢ je na kazdém [t;_1,t;] tiidy C', domnivame se, Ze

k
Wor Y (ti—tio1)  (Fle(ti-1)), ¢ (ti-1)),
=1
takze je prirozené predpokladat, ze W = qu F dy.

2.82 Poznamka. Aproximujeme-li pohyb v intervalu [t1, t2] rovhomérnym pfimocarym pohybem,
pii kterém je bod v Case t1 v bod& ¢(¢1) a v Case t2 v bodé ¢(t2), a silové pole konstantni silou
F(p(€)), kde § € [t1,t2] (srov. obr. 2.16), dostavame

AW = (F(0(€)), ¢(t2) — »(t1))
a (pro déleni jako vySe a body &; € [ti—1,t:])

k

(2.53) WY (Fle(&), o(t:) — p(ti-1)).

=1

Préce W by tedy méla byt limitou souétt z (2.53). Takto, tj. jako Stieltjestiv integral se f(ﬂ F dy
definuje (srov. [Kr]) pro pfipad obecnéjsich cest. Této definici také zfejmym zpusobem odpovida
znaceni integralu. Lye ukdyat, Zze pro pfipad spojitého F' a skoro regularni ¢ (s kterym vystacime
v obvyklych pocetnich aplikacich) obé definice splyvaji, takze jsme zvolili tu elementarnéjsi.

2.83 Poznamka. Je-li vektorové pole F spojité na (¢}, snadno vidime (srov. Poznamka 2.78(ii)),
Ze integral f<P F dy existuje.

Nyni budeme vySetfovat vztah mezi kiivkovym integralem 2. druhu a ploSnym 1-rozmérnym
integralem 2. druhu pro pfipad jednoduché a jednoduché uzaviené cesty v R"; tedy vztah mezi
praci“ a ,tokem“. Napred zavedeme néktera oznaceni.

2.84 Definice. Necht ¢: [a,b] — R™ je skoro reguldrni cesta, kterd je jednoduchd nebo jednoduchd
uzaviena. Pak polozime

Dy. = {z € (a,b): ¢'(z) #0}, o= 0 I, Hy,:= p(Dy.).

Jsou tedy Dy, a Hy,, po fadé defini¢ni obor a obor hodnot zobrazeni .. Je snadno vidét,
ze 0Dy, = [a,b] \ Dy, je konetnd mnozina, p. € C1(Dy,)ay! (z) # 0,z € D, . Protoze ¢ je
jednoduchd nebo jednoducha uzaviend, plati H,, N p(8D,, ) = 0. Podle Tvrzeni 1.9 je tedy @«
reguldrni homeomorfismus a Hy, je jednoduchd 1-plocha.

2.85 Poznamka. Jednoduché 1-plocha H,, neni jednozna¢né uréena kiivkou (). Je-li napiiklad
P1(t) = (12,0), 92(t) = (1,0), t € [~1,1], pak (p!) = (), ale H,, = H,» \ {(0,0)}.

2.86 Tvrzeni. Necht ¢: [a,b] — R? je skoro regularni cesta, ktera je jednoduchs nebo jednoduchd
uzaviend. Na jednoduché 1-plose H,, uvazujme orientaci urenou parametrizaci p«. Necht F' je
spojité vektorové pole na (p). Polozime-li

O: = X(F) = (FQ,—Fl),
pak plati

(2.54) /Fd(p:/H Fas.
@

P
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Dikaz.  Podle Definice 2.81 plati

b
/ Fdp = / (Flo(t)), & (1)) dt
@ a

a podle Tvrzeni 2.53
ﬁ
[ ®aF = [ @m0 a

P Dy,
Protoze pro t € Dy, plati (srov. 2.33)
(@(0x (1), we, () = (X (F(0x (1)) , X (%(8))) = (F (0 (1)), 2% (1))

a [a,b] \ Dy, je konecna mnozina, dostavame (2.54).

Pod pojmem ,kiivkovy integral 2. druhu“ se ¢asto rozumi integral z diferencialni formy ptes
cestu. Budeme uvazovat diferencidlni formy na oteviené mnoziné Q2 C R™, které jsou tvaru

(2.55) fidzi + -+ + fndag,

kde f1,..., fn jsou redlné funkce na Q.
Je-li ¢ po éastech C! cesta v Q ((p) C Q), pak klademe

(2.56) / fidey 4+ -+ fo dan :=/fds07
2 2

kde f:=(f1,..., fn), existuje-li integral vpravo.

Diferencialni formu (2.55) zde opét chadpeme pouze jako ,formélni vyraz“. Pokud f; = 0 na
Q, pak ¢len f; dz; ve vyrazu (2.55) nepiSeme. Podle této umluvy vyrazem f;dz; (1 < i < n)
tedy rozumime diferencidlni formu (2.55), ve které f; = 0 na Q pro j # .

Je-li tedy ¢ spojita funkce na €2, plati podle této imluvy a Definice 2.81

b
(2.57) /gdxi=/ g(t) - () dt.
© a

2.87 Poznamka. Necht ¢ a ¢« jsou jako v Tvrzeni 2.86 a f je spojitd funkce na oteviené
mnoziné Q C R?, ktera obsahuje (p). Pak z (2.54) a (2.46) vyplyva, e

/pfdm:/H fdan, /pfdw"z:/H fda

P P
(takze integraly z téchto diferencidlnich forem pfes cestu a p¥islusnou 1-rozmérnou orien-
tovanou plochu se rovnaji).
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2. Uvod do teorie plogného a kfivkového integralu

2.13 Greenova véta

Klasickd formulace Greenovy véty je zaloZena na dosti hlubokych poznatcich o topologii
roviny. Proto za¢neme nepfesnym heuristickym vykladem:

Pro ,neptilis slozité“ jednoduché uzaviené kiivky K C RZ, které ,,umime nakreslit
jednim tahem“ se zda byt zfejmé, ze:
(i) K¥ivka K rozdéluje rovinu na dvé souvislé oteviené mnoziny, ,vnitini“ a ,,vné&jsi“.
(ii) Jestlize ¢ je jednoduchd uzaviena cesta a () = K, pak jsou jen dvé moznosti: cesta
¢ je kladné orientovand (tj. probihd k¥ivku K v kladném smyslu; proti sméru ho-
dinovych ruci¢ek) nebo je zdporné orientovand (tj. probihd K v zaporném smyslu;
po sméru hodinovych rucicek).
Tvrzeni (i) plati i pro zcela obecnou jednoduchou uzavienou kiivku K; to fikd slavna
Jordanova véta:

2.88 Véta. (Jordanova) Necht K C R? je jednoduchd uzaviena kiivka. Pak oteviend mnoZina
R2\ K mé& dvé komponenty, z nich# jedna (které fikdme vnitiek kiivky K a znac¢ime ji Int K) je
omezend a druhd (které iikdme vnéjsek kiivky K a znac¢ime ji Ext K) neomezend. Pritom plati
O(Int K) =0(Ext K) = K.

Poznamenejme, ze platnost Jordanovy véty neni viibec samoziejma; pripoustime totiz i takové
krivky, které nemaji teénu v zadném bodé, takze se jisté vymykaji nasi geometrické intuici. Pfesny
ditkaz Jordanovy véty (viz napt. [Cer]) je obtizny. (Ani v pifpadg, Ze K je skoro regularni, neni
dikaz snadny.)

Také tvrzeni (ii) 1ze pFesné formulovat a dokazat pro zcela obecné jednoduché uzaviené krivky
K a cesty g, ale jiz jen pfesnd definice kladné (zaporné) orientované jednoduché uzaviené cesty
¢ vyzaduje nesnadné predbé&zné tivahy (srov. [Kr], [Cer]). Je-li vSak cesta ¢ skoro reguldrni, lze
tyto pojmy ekvivalentné definovat podstatné elementarnéji na zékladé predstavy, Ze , jdeme-li po
(¢) v kladném smyslu, je Int(yp) po nasi levé ruce“(srov. obr. 2.17 vlevo). Plati totiz tvrzeni:

2.89 Tvrzeni. Necht ¢: [a,b] — R2 je jednoduchd uzaviena skoro reguldrni cesta a G := Int{y).
Pak plati pravé jedno z nasledujicich tvrzeni:
(K) Je-lit € (a,b) a¢'(t) # 0, pak vektor x (¢’ (t)) miii v bodé p(t) ven z G a vektor — X (¢’ (t))
mifi v bodé p(t) do G.
(Z) Je-lit € (a,b) a ¢'(t) # 0, pak vektor X (¢'(t)) mifi v bodé ¢(t) do G a vektor — X (¢’ (t))
mifi v bodé p(t) ven z G.

Rekneme, ze cesta ¢ je kladné (resp. zaporné) orientovana, plati-li (K) (resp. (Z)).
Na zakladé Véty 2.88 a Tvrzeni 2.89 jiz muzeme Greenovu vétu formulovat:

2.90 Véta. Necht ¢ je jednoduchd uzaviena skoro reguldrni cesta v R2. Necht F = (Fy, F») je
vektorové pole, které je tiidy C! na néjaké oteviené mnoziné obsahujici Int . Pak

(2.58) / F= i/ (ﬁ - aﬂ) dz.
@ Int ¢ Oxy Ox2

Pritom znaménko + (resp. —) se bere, je-li ¢ kladné (resp. zaporné) orientovana.

Tato véta je snadnym dusledkem Gaussovy véty. Chceme-li se ale obejit bez Véty 2.88 a
Tvrzeni 2.89, musime predpoklady véty formulovat jinak:

2.91 Véta. Necht ¢ je jednoduché uzaviena skoro reguldrni cesta v R? a G C R™ je takova
oteviena omezend mnozina, ze (¢) = OG a plati jedna z podminek (K),(Z)(z Tvrzeni 2.89).
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(0,3)

(3,0)

OBR.2.17.

Necht F = (Fy, F2) je vektorové pole, které je tiidy C' na néjaké oteviené mnoziné obsahujici G.
Pak

Fy  OF
(2.59) /F:i/ <27@> dz
¢ a \0r1 O0x2

Pfitom znaménko + (resp. —) se bere, plati-li podminka (K) (resp. (Z)).

Dikaz. (Néaznak.) Necht . a H,, jsou jako v Definici 2.84. Pfedpokladdejme, ze plati (K).
Protoze (p) \ Hy,, = G \ Hy,, je konetnd mnozina, pro kazdy bod x € H,, existuje jeho
oteviené okoli U, pro které UNOG = U N Hy,, . Protoze H,, je jednoduchéd 1-plocha, je také
UNH,, jednoducha 1-plocha. Z podminky (K) ihned vyplyva, Ze pro & = @« (t) € Hyp, plati také
podminka, (ii) z Definice 2.46, a ze wy, (t) = X (¢’ (¢)) mifi v bodé z ven z G. Je tedy H,, C 8xG
a px je kladnd parametrizace 1-plochy H,,, , kterou uvazujeme orientovanou vnéjsi normalou.

Protoze mnoziny 9G \ 0+G, 0:G \ H,, jsou koneéné (a tudiz pi-nulové), mizeme pouzit
Gaussovu vétu pro vektorové pole

P: = X(F) = (FQ,—Fl)

Fy  OF
/ E’dﬁz/ 3d?:/div¢dx:/<278—1> dz.
H .G G G oxr1 Oxo

P
/1;1

je dtikaz proveden. Plati-li podminka (Z), je dtikaz analogicky.

a dostavame

Protoze podle (2.54) plati

3d?=/Fd¢;,
@

P

Vétu 2.90 ziejmé dostdvame jako okamzity dusledkem Véty 2.91 (pouzijeme-li ovSem také
Vétu 2.88 a Tvrzeni 2.89).

Véta 2.90 (kterou jsme vSak plné nedokézali) je ziejmé vyhodnéjsi v konkrétnich aplikacich,
protoze se podstatné snadnéji ovétuji jeji pfedpoklady (srov. Piiklad 2.93).

Za pouziti symboliky diferencidlnich forem (viz (2.56)) muzeme vzorec (2.59) zapsat ve tvaru

OF: OF
(2.60) / Fidx1 + Faodxe = £ (—2 - —1>
© ¢ \0r1  Ox2
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2. Uvod do teorie plogného a kfivkového integralu

Uzijeme-li tento vzorec pro vektorova pole I := (f,0) a F= (0, f) (kde f je funkce t¥idy C! na
né&jaké oteviené mnoziné obsahujici G), dostdvame rovnosti

_ _or _ or
(2.61) /Pfdml = i/(‘( 8;1:2) de, /vfdxz =4 & 91 dex.

(Tyto rovnosti odpovidaji vzorcim (2.45) a nejlépe se pamatuji pomoci Poznamky 2.65.)
Pro funkce f(x1,22) =22 a f(x1,22) = x1 dostavame klasické vzorce

(2.62) (@) = — /

1
xzdmlz/mldxzz—/ x1dwe — w2 dey.
© ® 2/

2.92 Poznamka. Pfi ovéfovani predpokladi Véty 2.91 musime nejen dokazat rovnost (¢) = 0G,
ale také podminku (K) (resp. (Z)). Misto pfimého ovéfovani podminky (K) mtzeme ale postupovat
také tak, Ze nejprve ovéfime podminku

(R) H,, Nint(G) = 0.
Pak (jako v dikazu Véty 2.91) dostavame, ze H,, C 0+G, takze podminku (K) (resp. (Z)) lze
formulovat takto:
@« je kladnd (resp. zdpornd) parametrizace 1-plochy Hy,, , (kterou uvaZujeme orientovanou vnéjsi
normalou,).
K ovéfeni této podminky staci napsat D, jako disjunktni sjednoceni otevienych intervalt I, ..., s
(coz jisté 1ze) a dokdzat podminku

(K*) (resp. (Z*))  Existuji body t; € I}, a vektory vy, € R2, i =1,...,s takové, Ze vj miii
v bodé ¢(t;) ven z G (resp. do G) a (vk,wy (£)) > 0.

2.93 Priklad. (Steinerova hypocykloida) Uvazujme cestu
p(t): = (2cost + cos 2t, 2sint — sin2t), ¢ € [0,27x],
a pocitejme obsah mnoziny ohraniéené kiivkou ().

a) Okamzité je vidét, ze ¢ je uzaviena cesta t¥idy C! a snadny vypocet dava, ze ¢ je skoro
regularni (¢’ (t) = 0 pravé pro t = 0, 27/3, 47 /3,27). Ukazme, ze ¢ =: (p1,92) je jednoducha
uzaviena:

Ztotoznime-li R? a C, lze psat ¢(t) = 2¢et + e~2%. Piedpokladejme, Ze t1,t2 € [0,27), t1 # t2

a p(t1) = @(t2). Polozime-li v := %1, w := €2, dostavame
1 1 v+ w
2’1)—‘1—1}—2:211)—‘,-?, W:Z,

takze |v + w| = 2, coz zfejmé dava spor.
b) Podle klasické formy Greenovy véty (Véta 2.90) pouzité na vektorové pole F(x1,x2) =
(0,x1) dostédvame

Az(Int p) = /

(3F2 OFy
Int ¢

___> da:=:t/<de<P=/02W<P1(t)‘P,2(t)=3|:27r-

ozt Oz

Tento vypocet okamzité dava, ze ¢ je kladné orientovand a Az (Int ¢) = 27, protoZe apriori vime,
ze A2(Int ) > 0.

c) Kiivka (p) (tzv. Steinerova hypocykloida) je zobrazena na obr. 2.17 vpravo. (Geometricky
nazor jsme zatim ale viitbec nepouzili.) Uvedme dvé interpretace této kiivky:

(1) Bod H := (0,0) je hvézda. Planeta P se pohybuje jednotkovou uhlovou rychlosti kolem

H po kruznici s polomérem 2 v kladném smyslu, pfiéemz v Case 0 je v bodé (2,0). Mésic M se
pohybuje kolem P thlovou rychlosti 2 po kruznici s polomérem 1 v zaporném smyslu, pfi¢emz v
Case 0 je v bodé (3,0). Pak se mé&sic M pohybuje po kfivee (¢).
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O Stokesové vété 2.14

(2) Nézev ,hypocykloida“ odpovida nasledujici interpretaci: Uvazujme kruznici £ o poloméru
1, kterd ma v case 0 stied v bodé (0,2) a jeji bod B (ktery je v ¢ase 0 v bodé (0,3). Necht K
je kruznice o stiedu (0,0) a poloméru 3. Kutali-li se nyni kruznice k£ po kruznici K (je jedno, v
jakém smyslu), opiSe bod B kfivku (y). Nakonec je§té poznamenejme, Ze

G =Intp = {(z,y): (% + y?)? + 8z(3y? — ?) + 18(z? + y?) — 27 < 0}.
d) Ovérit predpoklady Véty 2.91 neni viibec snadné.

2.94 Piiklad. Nechf G C R? je mnozina omezena k¥ivkou (), kde o(t) = (t —sint,1—cost), t €
[0,27] (¢4sti cykloidy) a osou x. Pfedstavme si G jako hmotnou dvourozmérnou desku s plosnou

2= (1/22(G)) /

e dedy, o= (1/%(6) [ ydody.
G

G

Ze symetrie cykloidy podle pfimky # = 7 lze usoudit, ze z; = 7 (a lze to snadno potvrdit
vypoé¢tem). Spoditejme y; pomoci Greenovy véty. Zde (na rozdil od pfedchoziho p¥ikladu) neda
pFilis prace presné ovérit pfedpoklady Véty 2.91. Protoze 1 je rostouci na [0, 27], snadno vidime,
ze (p) je graf spojité funkce g := @2 o (p1)~ !, kterd je kladna na (0,27). Odtud ihned plyne,
ze G = {(z,y): = € (0,27),0 < y < g(z)} je oteviend mnozina. Dodefinujeme-li ¢ na (2, 4n]
piedpisem ¢(t) = (47 — t,0], snadno se ovéti rovnost G = (p) a () Nint G = (. Déle plati
podminka (Z) (k ovéfeni je mozno pouzit Poznamku 2.92; snadno vidime Ze v bodech ¢((0,))
mifi ven z G vektor ez a v bodech ¢((w,27)) vektor —e2). Mizeme tedy podle (2.62) a (2.61)
pocitat

2w
)\Q(G):/yda::/o (1 —cost)?dt = 3,
©

1 1 27
/yda:dy:/ —yzdx:—/ (1—cost)3dt:5—7r.
2 0 2

¢ o 2
Dostévame y; = 5/6.

2.95 Poznamka.

(i) Greenova véta se nékdy formuluje také pro souvislé omezené oteviené mnoziny G C R2,
jejichz hranice je koneénym sjednocenim jednoduchych uzavienych kiivek. Pfesna formu-
lace predpokladd pak opét zavisi na tom, uzivame-li Vétu 2.88, Tvrzeni 2.89 (a jejich
zobecnéni) nebo ne. V jednoduchych konkrétnich pfikladech muzeme pro takové mnoziny
uzit Gaussovu véty misto Greenovy véty.

(i) Zhruba lze ¥ici, ze Gaussova véta v R? ekvivalentni“ Greenové véts. Neni to viak zcela
pravda. V Prikladu 2.93 bychom pfi vypocétu podle Gaussovy véty méli problémy s pres-
nym ovéfenim predpokladi. V Piikladu 2.70 bychom zase pfi vypoctu podle Greenovy
véty museli ménit nejpfirozenéjsi parametrizaci ¢ regularni hranice (protoze ¢ je defino-
vana na (0, 00), takZe ji nelze rozsifit na uzavienou cestu).
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2. Uvod do teorie plogného a kfivkového integralu

2.14 O Stokesové vété

Néazev oddilu odpovida tomu, Ze v ném podame jen tvodni nesystematické informace o Stokesové
vété a o jejim elegantnim a dulezitém zobecnéni — obecné Stokesové vété. K formulaci klasické
Stokesovy véty potfebujeme pojem rotace vektorového pole.

2.96 Definice.  Necht F = (Fy, Fa, F3) je vektorové pole tiidy C! na oteviené mnoziné G C R3.
Pak klademe
(3F3 OFy OF: OFs OF> OF,
rotF = ——— ——, — <

Oz B dx3’ Ox3 B dx1’ Oz B dxa

2.97 Poznamka.
(i) Je zfejmé, Ze rot F' je spojité vektorové pole na G. Misto rotace se nékdy Fika ,vir“; pak
se pise curl F' misto rot F'. (Pokud F'(x) mé smysl rychlosti proudici tekutiny v bodé x,
vektor rot F' davé odpovéd na otazku, zda v bodé z je ,vir“, a jaké ma tento vir vlastnosti.)
(ii) Pro zapamatovani je vhodné vychazet ze ,symbolické rovnosti“

a

o o 9 @ o 1

rot F = (—,—, ) x (F1,F2,F3) = |e2 % 1y
Ox1 Ox1 Ox1 a2

€3 Bag F3

2.98 Véta. (klasick4 Stokesova véta)  Necht ¢: [a, b] — R? je skoro reguldrni jednoduchd uzaviena
cesta, ktera je kladné orientovana. Polozme G: = Int . Neihﬁ U je reguldrni difeomorfismus z R?
do R3, ktery je definovan na oteviené mnoziné obsahujici G. Polozme

P :=Wop, P :=Y(G)
a na 2-plose P uvazujme orientaci urcenou parametrizaci ¥ |q.

Necht déle F je vektorové pole, které je tiidy C! na néjaké oteviené mnoziné obsahujici P.
Pak

(2.63) / Fdy* = /Pr_oﬁ«“ a%.
-

V této situaci je pfirozené nazyvat kfivku (p*) (orientovanou parametrizaci ¢*) ,okrajem*
plochy P. Na obr. 2.18 | je vidét“, ze kiivka (¢*) je ,kladné orientovana vzhledem k orientované
plose“ P. To se nékdy popularné vysvétluje takto: pokud R3 ztotoznime s ,nasim fyzikalnim
prostorem tak, Ze pfirozena orientace R3 splyva s pravotodivou orientaci fyzikalniho prostoru
(srov. Dodatek 6.2) a jdeme-li po (p*) ve sméru daném parametrizaci ¢* tak, Ze smér od nohou k
hlavé odpovida sméru normalového pole orientujictho P, pak plocha P je po nasi levé ruce. (Pro
presnou definici okraje plochy ve velmi obecnych situacich viz [CM], [LM], [Kow], [KST]).

V piipadé, ze ¥ je tiidy C?, neni obtizné Vétu 2.98 (pomoci piimodarych, ale trochu nepie-
hlednych vypocti) dokdzat pomoci Greenovy véty (viz [Ko; Véta 15.8.] nebo [KST; Véta 1.9.]).

Zobecnénim klasické Stokesovy véty je elegantni a dilezita obecnd Stokesova véta, ktera hovori
o integraci diferencidlnich forem (viz. [Kow], [LM], [KST]).

Nasledujici nesystematické poznamky o diferencidlnich formach ndm pouze umozni vyslovit
(bez dtikazu) jistou formu obecné Stokesovy véty a naznacit, jak z ni plyne klasickd Stokesova
véta.

Zacnéme heuristickou pozndmkou o nidzorném geometrickém smyslu integralu z diferencidlni
formy (o kterém se v modernich uéebnicich ne vzdy hovoii). Pijde o zobecnéni Poznamky 2.64.

66



O Stokesové vété 2.14

(¥)
(™)

OBR. 2.18.

Jiz dfive (Definice 2.61) jsme definovali integrél diferencidlni formy tvaru
w = f(x)de1 A---Adxj—1 Adzip1 A - Aday

(kterou jsme zapisovali bez symbolt A) pfes orientovanou (n — 1)-plochu a v Pozndmce 2.64 jsme
se zminili o ndzorné geometrické interpretaci tohoto integralu.

Nyni budeme uvazovat 1 < k < n a diferenciélni formu (kterou zatim chapeme jako formalni
vyraz)

w= f(z)dx; A--- Aday,

(kde 1 < i1 < -+- < i < n a f je redlnd funkce na oteviené mnoziné G C R™). Polozme

si otazku, jak definovat fp w, jestlize P C G je orientovana k-plocha (srov. Dodatek 6.2). Pro

jednoduchost uvazujme ptipad, kdy P je jednoducha k-plocha orientovana parametrizaci p: D — P
(D C R¥). (Pro kazdé t € D je tedy ((%%(t)7 e (%%(t)) kladnd baze te¢ného prostoru Ty, (s (P).)
Nazorny geometricky smysl integralu fp w je zcela analogicky pfipadu k = n — 1 (srov. Po-
znamka 2.64):
Uvazujme projekci 7: (1,...,%n) = (T4y,...,%;, ). Rozlozme P na konecné (nebo spocetné)
mnoho borelovskych mnozin Pi, Pa,... s velmi malym diametrem a v kazdé z nich zvolme bod
& € P;. Pak fp w je limitou ,integralnich soucta“

D &) (Ehe(m(F)),
j

kde znaménko + se bere, pokud zobrazeni 7w [p]. »zachovéava orientaci“. Oznacme Dj := cp*l(Pj),
n; =e &) ayp =m0 = (pi,..., i) Pak m(P;) = %(D;), takze lze ocekavat, ze
D(wllaagplk)(n)
D(tr,...,tx)
Pfitom lze ocekavat, Ze znaménko + bereme, pokud zuzeni 7 na Tg]. (P) zachovéavé orientaci, tj.
pokud (77 (8%%(77]' )) RN (8%7;—(77]' ))) je kladna baze prostoru R¥. To vsak plati pravé tehdy,

D(piy,--pi
D(t1,..-tg)

Ak(m(P;)) = A (9(D;)) & [Ty (nj)] - A (D) = Ak (Dy)

kdyz (n;) > 0. Zda se byt tedz vérohodné, ze

DigsenerPiy)

/Pw R FE)  EX(P) & Y flem) L (1) - A (Dj)-
J J

(
D(t1,...,tx)

Je tedy prirozené definovat

. D(‘pilw'w‘p’ik)

(2.64) /Pf(a:)da:,b1 /\~~-/\da;ik ::/Df((p(t)) D(tl,.--7tk)
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2. Uvod do teorie plogného a kfivkového integralu

konverguje-li Lebesguetiv integral napravo.

Jde o pfimé zobecnéni vzorce (2.44). Tato skute¢nost a vySe provedené heuristické tvahy
napovidaji (a neni té€zké to pfesné dokéazat), ze definice je korektni, tj. nezévisi na vybéru kladné
parametrizace ¢ orientované jednoduché k-plochy P.

Libovolnou diferencialni formu fadu 1 < k < n na oteviené mnoziné G C R" lze psat pravé
jednim zpusobem v kanonickém tvaru

(2.65) w= Z aiy ... i (@) degy A--- Adag,,
1<i1<ia<-<ip <n

kde a;,,... 5, («) jsou funkce na G. Jsou-li tyto funkce tiidy C? (0 < p < co) na G, fikdme, ze w
je tfidy CP na G. Formy tvaru (2.65) se s¢itaji a nasobi redlnym ¢islem pfirozenym zpiisobem a
klademe

(2.66) / w = Z / @iq ..y, (@) dxgy Ao Adag, .
P P

1<i1 <ig<---<ip<n

Je vSak nutno uvazovat diferencialni formy zapsané i v jinych tvarech, naptiklad ve tvaru

w= f(x)dxy A---Aday,,
kde nyni 1 < i1 < n,...,1 < i, < n jsou zcela libovoiné indexy. Integral i takové diferencialni
formy definujeme rovnosti (2.64). V p¥ipadé, Ze v zdpisu w ,jsou dva stejné diferencialy”, tj.
D(Wl’m’w’“)(t) =0 na D, takie [p,w = 0 pro

D(t1,...,tx)
kazdou orientovanou jednoduchou k-plochu P C G. Je proto prirozené w povazovat za nulovou

i = is pro nékterou dvojici 1 < r < s < k, je

diferencidlni formu. (Zde vychzime z dosti pfirozeného predpokladu, ze pokud dvé diferencidini
k-formy maji stejny integrdl pres vsechny jednoduché k-plochy, pak se rovnagi.)
Jsou-li dale i1,...,i; indexy z {1,...,n} a pro indexy ji,...,jx Plati jr = i), kde

m{l,...,k} = {1,...,k} je permutace, pak podle znamych vlastnosti determinantt na G plati
D(Spila"'agpik) :(_1)sgn(ﬂ')D((pJ177gp]k)
D(t1,...,tx) D(t1,...,tg)

Plati tedy (pro libovolnou funkei f na G a libovolnou P)

(2.67) /Pf(a;).da;jl Ao ndag, = (fl)sg“ﬁ)/Pf(x) “dai, A~ Adai,,

jakmile ma jedna strana rovnosti smysl. Proto je pfirozené postulovat rovnost
Jf(x) -dejy A--- Adaj, = (—1)%&2(™) () - dag, A--- Adag, .

Je tedy zfejmé, jak se libovolna diferencialni forma tvaru w = f(«)dxs; A --- A dwx;, prevede
na kanonicky tvar (naptiklad f(z)-dxe Adxr = —f(x) - dz1 A dz2).

K formulaci jakékoliv verze obecné Stokesovy véty je nutno jesté definovat (,,vnéjsi“) diferen-
cial k-formy t¥idy C'. Pro ptipad k-formy ti¥idy C' na G, jejiz kanonicky tvar je

w= f(x)dx; A--- Adayg,
je jejim diferencidlem (k + 1)-forma tvaru
dw:=df Adxy; A--- Adxg,,

coz je ovSem rovnost, jejiz pravou stranu jsme jesté nedefinovali. Polozime-li vsak

of

0
(x)dzr + -+ —f(x) dzy,
Oxn
a predpokladame ,asociativitu vnéjsiho soucinu“, mame
of of

(2.69) dw = %(x)dxl Adwzgy Ao Adag, + -0+ %(m) dan Adzg, A+ Adag,,
n
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O Stokesové vété 2.14

pfi¢emz nyni ma vyraz napravo jiz zfejmy smysl (formy se pfevedou na kanonicky tvar a sectou).
Ma-li tedy obecna k-forma t¥idy C' na G C R™ kanonicky tvar (2.65), mtzeme definovat

(2.70) dw := Z d (ai,...,ip (@) dzs; Ao Adag,) .
1<i1<ia<--<ip <n

2.99 Piiklad. Na oteviené mnoziné G C R3? uvazujme diferencialni formu tiidy C! tvaru

w:= Fydxy + Fodxo + F3dxs.

Pak
oI oI OF" OF: oI OF:
dw= | —dz; + —dz2 —d Ad ——dz; + —= dx2 —d Ad
w <8x1 -‘ra -i-a xa) x1—|—(a —i—a —i—a a:3) T2
OF3 OF3 OF:
—dx — dxo 7739 Adzs =
+<(’9x1 1+82 +8 373) x3
F: F: F F: F: F:
= (6—3 — Q) dxa Adas — (6—1 — Q) dxi Ades + (6—2 — Q) dxi A dxs.
Oxo oxs oxs or1 ox1 Ox2

P¥i oznafenich z Véty 2.98 lze pak psat (srov (2.56) a (2.46))

/ ngp*:/ w, /ljoﬁ'd?:/dw,
o o P P

takze rovnost ((?)) z klasické Stokesovy véty lze prepsat do tvaru

/ w:/dw.
p* P

Nyni bez dikazu uvedeme jednu (dosti specidlni) verzi obecné Stokesovy véty v R™.

2.100 Véta. Necht 1 < k < n a oteviend omezend mnozina G C RF spliiuje piedpoklady

(Gaussovy) Véty 2.57 a necht P1 C 0+G, ..., Ps C 0+G jsou jednoduché (k—1)-plochy (orientované
vnéjsi normélou) takové, Ze pg_1 (BG \ U ) = 0. Necht ¢; je kladnd parametrizace plochy
P,i=1,...,s.

Necht’ H O G je oteviend mnozina a W: H — R™, je reguldrni homeomorfismus. Na jednoduché
k-plose ¥ (@) uvazujme orientaci indukovanou parametrizaci ¥ [ a na jednoduché (k — 1)-plose
¥ (P;) uvazujme orientaci indukovanou parametrizaci ¥ o ¢; (1 =1,...,s).

Necht w je diferencialni forma iadu k, kterd je tiidy C! na oteviené mnoziné obsahujici \1/(5)
Pak

(2.71) / w:/ dw.
; T (P;) (&)

Na zékladé vypoctta z Prikladu 2.99 neni tézké ukazat, ze klasickd Stokesova véta je dusledkem
Veéty 2.100.

V predchozim textu jsme jiz vysvétlili, jak se s diferencidlnimi formami v R™ pocita. Vyklad
vSak byl dosti vzdaleny presné matematické teorii; dokonce jsme ani presné nedefinovali, co to
diferencialni forma je. Proto se pokusime kratce vysvétlit obvykly moderni pristup.

Necht (f1,...,fn) je kanonickd dudlni baze v (R™)*, 1 < k < n a jsou dany indexy 1 < i1 <

1 <4 <n. Necht 7:=(fi;,..., fi ), takze w:(x1,...,20) = (Ziy,...,T5)-

Nyni definujme funkci

fia Ao A fis RMP 5 R
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2. Uvod do teorie plogného a kfivkového integralu

predpisem

(fix Ao A fi)or, oy op) = detfm(va), o, w(vg)] = det(fi,, (v5))F o1
Z vlastnosti determinantu je snadno vidét, ze f;; A--- A f;, € x(R™,R): je to k-linedrni
forma na R™. Navic je vidét, Ze fi; A--- A fi, je antisymetrickd k-linedrni forma. Mnozina vsech
antisymetrickych k-linedrnich forem na koneéné dimenzionalnim vektorovém prostoru V se ob-
vykle oznacuje symbolem A¥(V*) a jeho prvky se nazyvaji k-kovektory nebo k-krat kovariantni
antisymetrické tenzory (antisymetrické tenzory typu (0, k)). Plati tedy fi; A---Af;, € AF((R™)*).
Tento k-kovektor f;; A---A f;, mé jednoduchou geometrickou interpretaci:

Uvazujme projekci © = (fiy,..., fi), ), libovolny bod a € R™ a vektory vi,...vy € R™. Pak

(fsx A=A fiy)(v1, ..., vg) ma vyznam ,orientovaného objemu“(orientovaného) rovnobéznosténu
™ (Ra(vla cee 7Uk)) = Rﬂ'(a)(ﬂ—(vl)a s aﬂ'(vk))a

tj. ¢islu £ vol(w(v1),...,m(vg)), kde znaménko + (resp. —) se bere, jestlize (w(v1),...,7(vg)) je

kladna (resp. zaporna) baze R* (pokud nejde o bézi, a tedy ani o rovnobé&inostén, je zkoumané
hodnota nulova).

Ukazuje se, ze kazdy prvek w € A*((R™)*) lze psat jednoznaéné ve tvaru (kde a;; .. ;, € R)

w = Z Qiq,oig, i Ao A S
1<i3 <= <ip<n

Diferencidlni k-forma na oteviené mnoziné G C R™ se obvykle definuje jako zobrazeni (tenzo-
rové pole) w: G — A¥((R™)*) a diferencidlni forma w = dx;;, A --- A dwz;, je konstantni zobrazeni,
pro které w(x) = fi, A---Afi,, x€G.

Pfti tomto obvyklém modernim pojeti opét dostavame, ze kazdou k-formu na G lze jednoznacné
pséat v (kanonickém tvaru) (2.65).

Pro diferencidlni formu v tomto tvaru muZeme vzorce (2.66) a (2.64) pfepsat ve tvaru

(2.72) Aw:/Dw(w(t)) (S—Z t),...,%i(t)) at

Tento vzorec lze tedy pfijmout za definici integralu z diferencidlni formy ptes jednoduchou
plochu, pokud diferencidlni formu chapeme jako tezorové pole.
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3. Dodatky

3.1 Orientace vektorového prostoru

Jiz na stfedni Skole se uzivd pojem orientované tsecky a pojem orientovaného thlu. V obou
pripadach plati, ze dany objekt lze orientovat pravé dvéma zpusoby, a Ze orientace néjak souvisi s
,udanim sméru“. V matematice zavadime pojem orientace fady jinych objektt. Intuitivné je jasny
pojem orientované jednoduché uzaviené kiivky — orientace ndm udava volbu jednoho ze dvou
moznych ,smysli (sméri) jejiho probihani“. Totéz plati o orientaci jednorozmérného prostoru R.
O néco obtizné&jsi je pojem orientace roviny R2. Asi nejnidzornéjsim zptisobem zadéani orientace v
roviné je zadani orientace (tj. smyslu probihani) kruznice nebo jiné jednoduché uzaviené kiivky.
Tato metoda ma vSak své nevyhody: jeji pfesnd formulace neni snadné a navic ji nelze pouzit pii
definici orientace prostoru R™ pro n > 3.

Tyto nevyhody nema nejcastéji pouzivany zplsob zadani orientace pomoci volby baze (vek-
torového prostoru R?). Musime ovsem uréit, kdy dvé baze (v1,v2) a (w1, ws2) prostoru R? uréuji
stejnou orientaci. Intuitivni odpovéd je prirozena: je to tehdy, kdyz smysl probihani trojuhelniku o
vrcholech 0, v1,v2 (dany pofadim vrchollt) je stejny jako smysl probihani trojtahelniku o vrcholech
0,w1,ws2. Tuto odpovéd lze formalizovat, nelze ji ale pouzit pro vyssi dimenze.

Nez vyslovime obvyklou definici souhlasnosti dvou bazi (tj. toho, Ze urcuji stejnou orientaci
prostoru), provedeme nésledujici tvahu. Z elementarni geometrie vime, %e dva shodné geomet-
rické atvary Uy, Uz v roviné nebo v prostoru mohou byt , pfimo shodné“ nebo ,nepfimo shodné“.
Neptfimo shodné jsou naptiklad dvé boty ze stejného paru. Jsou shodné, ale ,,jinak orientované“.
Jsou-li U1, Uz pfimo shodné, mtzeme Uy pfemistit na Us spojitym pohybem (sta¢i provést né-
kolik otoceni), pokud jsou v8ak nepfimo shodné, mozné to neni (nevystac¢ime s ota¢enimi, ale
potfebujeme alespoii jedno ,zrcadleni®).

Pro dvé ortonormélni baze v R? jiz idea ,,spojitého pohybu“ dava odpovéd, kterou lze pouzit i
pro vyssi dimenze: dvé (uspofddané) ortonormalni baze (v1,v2) a (w1, ws2) jsou souhlasné, jestlize
1ze jednu spojitym pohybem pievést na druhou. Pro obecné baze je nutno ideu spojitého pohybu
nahradit ideou ,spojité deformace“ (homotopie). Definice homotopi¢nosti dvou bazi (viz Tvrzeni
3.3) je velmi pfirozena. Pokud s ni v8ak chceme pracovat, neobejdeme se bez teorie determinantt,
kterou také uziva nasledujici (hife motivovand) standardni definice.

3.1 Definice. Necht V je n-dimenzionalni vektorovy prostor. Rekneme, #e jeho baze (v1,...,vs)
a (w1,...,wn) jsou souhlasné (souhlasné orientované, ekvivalentni), jestlize determinant matice
pfechodu od béze (vi,...,vn) k bazi (wi,...,wn) je kladny. Pro souhlasné bdze budeme psdt
(v1y.+.50n) ~ (w1,...,wy). Nejsou-li bdze souhlasné orientované, ¥ikdme, Ze jsou opacné orien-
tované.

Pfipomenime, Ze matice pfechodu P = (pi]-)?jzl od baze (v1i,...,vn) k bazi (w1,...,wn) je
n
urcena vztahy w; = Zpijvi, j=1,...,n aje vzdy regularni. Déle je znamo, Ze inverzni matice

i=1
P~ je matici pfechodu od béze (w1,...,wy) k bazi (v1,...,v5). Protoze det P = det P~1, relace
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3. Dodatky

~ je symetricka.

3.2 Poznamka. N&ktefi autofi (srov. [Be]) nazyvaji matici prechodu inverzni matici P~! (pfi-
padné transponovanou matici P’). To vSak zfejmé nemd vliv na definici souhlasnosti bazi.

Velmi jednoduchéa algebraicka Definice 3.1 je ekvivalentni intuitivné pochopitelnéjsi geomet-
rické (,,homotopické*) definici:

3.3 Tvrzeni. Dvé bdze (vi,...,vn), (W1,...,wn) prostoru R™ jsou souhlasné, pravé kdyz jsou
homotopické, tj. existuji spojita zobrazeni
ui: [0,1] = R™,...,upn: [0,1] = R"

takova, ze
(i) pro kazdé t € [0,1] je (u1(t),...,un(t)) bdze R"™ a
(ii) (u1(0),...,un(0)) = (vi,...,vn), (w1 (1),...,un(l)) = (w1,...,wn).

Diikaz toho, ze dvé homotopické baze jsou souhlasné, je snadny. Dtikaz obracené implikace je
pracnéjsi, ale také neni obtizny.

Necht déle V je kone¢né dimenziondalni vektorovy prostor a B(V) mnozina vSech (uspofada-
nych) bazi prostoru V. Jsou-li Bi, B2, B3 € B(V) tii baze a P;; je matice piechodu od baze B;
k béazi Bj, je znamo, ze P13 = P12 - P23 (viz [Bi; Véta 10.15]), takze det P13 = det P12 - det Pa3.
Relace ~ je tedy také tranzitivni; protoze je zfejmé reflexivni, je to relace ekvivalence na B(V).

Piimym vypoc¢tem determinantu matice prechodu se snadno ovéfi nasledujici tvrzeni:

3.4 Tvrzeni. Necht (v1i,...,vy) je bdze vektorového prostoru Vam:{1,...,n} = {1,...,n} je
permutace. Pak plati:

(i) Baze (v1,-..,vn) @ (Vr(1)s---VUr(n)) jsou souhlasné pravé kdyz sgn(m) = 1.
(ii) Béze (v1i,...,0n) a (—v1,...,vn) jsou opacné orientované.

Snadno vidime, Ze (pokud V neni trivialni) vztah ekvivalence ~ ma pravé dvé tiidy ekviva-
lence. (Je-li (v1,...,vn) baze V, pak neni ekvivalentni s (—v1,...,vn) a kazda tieti baze je zfejmé
ekvivalentni prévé s jednou z nich.) Vybereme-li jednu z téchto t¥id, fikdme, Ze jsme prostor V'
orientovali. Chceme-li o orientaci mluvit jako o matematickém objektu, ztotoziiujeme ji s touto
tiidou O € B(V)/~ a orientovanym prostorem V rozumime dvojici (V, ©). Orientaci O pak na-
zyvame kladnou orientaci a tu druhou (opac¢nou) nazyvame zapornou orientaci. Baze patfici do
O nazyvame kladné (kladné orientované) a ty druhé zaporné.

Orientaci na V' zadavame nejcastéji vybérem jedné baze, kterou prohlasime za kladnou. V R™
vybirame zpravidla orientaci, kterd je urcena (obsahuje) kanonickou bézi; tuto orientaci nazyvame
prirozend (kanonickd, standardni) orientace prostoru R™.

Je ihned vidét, ze baze (v1,...,v,) prostoru R™ s pfirozenou orientaci je kladné, pravé kdyz
det[v1,...,vn] > 0.

3.5 Poznamka. (orientace v redlném svété) Tato pozndmka je ovSem nematematicka: hovori o na-
Sem ,redlném svété“. Vybereme-li ve vesmiru jeden bod (naptiklad severni pdl), ktery prohldsime
za podatek, a vzdalenost jistych dvou bodi prohlasime za jednotkovou, miizeme (na nejjednodussi
intuitivni Grovni) nas ,fyzikalni prostor, ve kterém zijeme“ interpretovat jako unitérni prostor.
Pro fyzikéalni teorie, ale také pro bézné lidské dorozumivani, je dulezité tento unitarni prostor ori-
entovat. Za kladnou orientaci se bere vétsinou ,,prava (pravoto¢iva)“ orientace, zapornda orientace
se pak nazyva ,leva (levotocivd)“. Abychom nékomu sdélili, kterou orientaci jsme prohlasili za
kladnou, musime se odvolat na né&jakou ,fyzikalni skute¢nost“, kterou zna. Clovéku (ktery vi co
je leva a prava ruka) staci Fici, Ze kladnou (pravotocivou) bazi je trojice (vi,v2,v3), pokud v1
mé smér upazené ukazujici pravé ruky, va ma smér ukazujici levé predpazené ruky a vs ma smér
trupu od nohou k hlavé.
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O pojmu k-rozmérné miry v R" 3.2

3.2 O pojmu k-rozmérné miry v R”

Pro radu aplikaci je ,minimalni o-algebra Py, na které jsme zde k-rozmérnou miru pz v R™
definovali, pfFili§ mala.

Napiiklad v teorii konvexnich mnozin je nutno definovat pa(A), jestlize A = 0K, kde K C R3
je omezend oteviena konvexni mnozina. Neni tézké dokazat, ze takova A obecné nelezi v Pa; jeji
plos$ny obsah vSak lze definovat (pomoci Lebesgueovy miry Ag) rovnosti

. 1
(3.1) pa(A):= lim —a(Ue(A),

kde U.(A) je e-ové okoli mnoziny A, tj. U:(A):= {2z € R3: dist(z, 4) < ¢}.

Intuitivné pochopitelny vzorec (3.1) (na zédkladé néhoz je definovan tzv. Minkowského objem)
vSak nelze pouzit pro vypocet plosného obsahu dostatecné obecnych mnozin.

V teorii diferencialnich rovnic a ve varia¢nim poctu se nejcastéji pracuje s pojmem Hausdor-
ffovy k-rozmérné miry, jejiz teorie je vsak dosti obtizna a definice nepfilis nazorna.

Pojem k-rozmérné miry znacné osvétlila Kolmogorovova prace z r. 1932, ve které jsou formu-
lovany (v trochu jiné formé) nésledujici jednoduché axiomy pro k-rozmérnou miru.

3.6 Definice. Rekneme, Ze mira u definova na o-algebfe A podmnozin R™ spliiuje Kolmogorovovy
axiomy (pro k-rozmérnou miru), jestlize plati:

(A1) Je-li M € A, f: M — R" je c-lipschitzovské zobrazeni a f(M) € A, pak
p((f(M)) < * u(d).
(A2)  p ([0, 1% x {0} F) =1.

Tyto dva axiomy ovSem netikaji nic o tom, jak velkd je o-algebra A; ani trividlni pfipad
A = {0,R"} neni vyloucen. VétSina mér studovanych v geometrické teorii miry spliiuje axiomy
(A1), (A2) a navic také tieti axiom, hovofici o tom, Ze A je velmi bohata:

(As) Mira p je zaplnénim miry definované na o-algebie vSech borelovskych podmnozin R™.

Miry, které spliuji axiomy (A1), (A2) i (A3) je pfirozené nazyvat k-rozmérnymi mirami
v Kolmogorovové smyslu; mezi né patii i nejznaméjsi k-rozmérnad Hausdorffova mira. Vsechny
takové miry jsou rozsifenim ,minimalni“ k-rozmérné miry pg. To okamzité plyne z nésledujici
véty, ktera podava velmi jednoduchou ,axiomatickou definici“ miry pg na Py.

3.7 Véta. Na o-algebfe P existuje pravé jedna mira, kterd splituje Kolmogorovovy axiomy (A1),
(A2). Touto mirou je .

Dtkaz této véty neni snadny. Jeho zakladni myslenka spoociva v pozorovani, ze Kolmogo-
rovovy axiomy (A1), (A2) ,vysvétluji“ nejméné jasny krok v heuristickém odvozeni zakladniho
vzorce (2.11) pro vypocet jednoduché plochy, totiz ,divod“, pro¢ plati pfiblizna rovnost (2.10).

Tam jsme se omerzili na nejasné konstatovani, ze je to proto, Ze mnoziny ¢(G;) a P; =
a;(Gj) si jsou ,k nerozeznani podobné“, coz bylo znidzornéno na obr. 2.5, na kterém je vidét, ze
rovnobéznik a;(G;) ,velmi dobfe aproximuje“ ,kfivoCary rovnobéznik“ ¢(Gj;).

Zde je ovSem podstatné, ze plocha «;(G;) dobfe aproximuje plochu P; nejenom ,ve smyslu
polohy*, ale také ,ve smyslu sméru®.

To mizeme ¢asteéné vysvétlit na piikladu délky (tj. 1-rozmérné miry) grafti funkei na (0, 1).
Pro velka n graf funkce f(z) = n~! -sinnz jisté velmi dobfe aproximuje graf funkce f(x) = 0
,ve smyslu polohy*, ale ne ,ve smyslu sméru“ (protoze f, (z) = cosnz a f'(xz) = 0). Neni proto
davod si myslet, ze by se pfi n — oo délky grafu funkci f,, blizily k délce grafu f a také tomu tak
neni.
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2 1

Pokud polozime g, (z) = n~ 2 -sinnz, pak g, (z) = n~ ! - cosnz, takze pro velkd n graf funkce
gn dobfe aproximuje graf f nejen ,ve smyslu polohy“, ale také ,ve smyslu sméru“, takze lze
ocekavat, ze délky grafu g, konverguji k délce grafu f (a také tomu tak je).

Zcela upfesnit predchozi ideu o aproximaci ,,ve smyslu sméru®“ vSak neni snadné.

Je diskutabilni, nakolik je Kolmogoroviv axiom (Al) ,intuitivné zfejmy“. Pokud jej vSak
pfijmeme za spravny, dava nam presny prostfedek, jak o dvou ,k nerozeznani podobnych mno-
zindch“ A, B € A presné dokézat, ze uy(A) & pr(B). Najdeme-li totiz pro velmi malé e bijekci
f: A — B, ktera je (1 + ¢)-lipschitzovskd a mé také (1 + ¢)-lipschitzovskou inverzi f~1: B — A,
podle axiomu (A1) plati

pe(B) < (L+e)fup(4),  p(A) < (1+2)*ui(B).
Vime-li jests, ze 0 < pg (A) < 0o, miZzeme psat g (A) & pg(B).

Pro piipad A: = «;(G;) a B: = ¢(G;) mame k dispozici pfirozenou bijekci f: A — B, f(x): =
cp(ozj_l(a:)). Dokéazeme-li nyni, ze ma-li G; velmi maly diametr, jsou f i f~! (1 +¢)-lipschitzovskéd
s velmi malym ¢ > 0, dostavame piibliznou rovnost (i (Gj)) ~ pi(p(Gj)). Na zékladé této
myslenky lze dokazat Vétu 3.7.

Poznemenejme jesté, ze pokud hladkou plochu P C R3 aproximujeme vepsanou po ¢astech
afinni (,,mnohosténnou®) plochou M velmi dobfe ,ve smyslu polohy“(coz zfejmé nastane, pokud
»stény* této plochy jsou velmi malé), neplyne z toho automaticky, ze by M také dobfe aproximoval
P ,ve smyslu sméru“, a proto mize mit M podstatné vétsi plosny obsah nez P. Na této skute¢nosti
je zalozen slavny Schwartziv priklad (srov. [Kop], [Fi]), ktery ukazuje, Ze plosny obsah hladké
plochy nelze jednoduse definovat jako limitu plosnych obsaht vepsanych po ¢astech afinnich ploch.
(Pro kiivky analogicky priklad neexistuje.)

Nakonec jesté poznamenejme, Ze vsechny k-rozmérné miry v R™ v Kolmogorovové smyslu
maji stejnou hodnotu pro vsechny borelovské mnoziny B, které jsou k-rektifikovatelné, tj. pro
které existuji lipschitzovské zobrazeni f;:[0,1]% — R™, i € N, takovd, ze B C [J32; fi([0,1]*). Na
nékterych ,fraktalnich mnozinach se vsak rizné k-rozmérné miry mohou lisit.

3.3 Dukaz véty o existenci a
jednoznacnosti (i,

3.8 Tvrzeni. Necht P, Q jsou jednoduché k-plochy vR"™ (1 < k < n), které se nedotykaji v bodé
a € PNQ (tj. To(P) # To(Q)). Pak existuje oteviené okoli U bodu a takové, ze U N (PN Q) je
podmnozinou néjaké (k — 1)-plochy.

Drikaz. (Strucny.) Je snadno vidét, Ze existuje oteviené okoli V bodu takové, ze VvaraVvn Q
jsou implicitné zadané kusy k-rozmérnych C1 ploch tvaru

VAP={zeV:g(z)=0,...,9,_x(z) =0},
VNQ={z€V:hi(z)=0,...,hy_j(z) =0},
kde viechny g; a h; jsou tiidy C1(V) a pro kazdé € V plati
h([grad g1 (z),...,grad g, _r(x)]) = h([grad h1(x),...,grad h, _x(z)]) =n — k.
Protoze Ty (P) # T4(Q), plati
Lin{grad g1(a), ...,grad g,—x(a)} # Lin{grad h1(a),...,grad h,,_x(a)},
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Dikaz véty o existenci a jednoznacdnosti piy, 3.3

takze existuje j € {1,...,n — k} takové, ze
h([grad g1(a), ..., grad g,_i(a),grad hj(a)]) =n —k + 1.
Existuje tedy oteviené okoli U C V bodu a takové, ze
h([grad g1(),...,grad g, (x),grad hj(x)]) =n—-k+1 pro x €U,
takze pro k > 1 je
Z:={x€U:g1(x) =0,...,9n—r(x) =0, h;(x) =0}

implicitné zadany kus (k — 1)-rozmérné plochy obsahujici PN QNU.
Je-li k =1, z Véty (?) snadno vyplyva, ze U lze zvolit tak, ze U N Z = {a}.

3.9 Lemma. Necht P, Q jsou jednoduché k-plochy v R™ (1 < k < n) a D je mnozina vSech bodi
T € PN Q, ve kterych se P a Q dotykaji (tj. Ty (P) = T%(Q)). Pak pro kazdy bod d € D existuje
jeho oteviené okoli U takové, Ze pro ka#dou borelovskou mnozinu B C DNU plati uf (B) = qu (B).

Dikaz.  (Struény.) Necht ¢ a 1 jsou poradé parametrizace P a Q a d € D. Zvolme indexy

D((pha"w‘p’ik)

1 <4 <2 <+ < i < n takové, zZe (d) # 0. Pro jednoduchost znaceni (bez

D(t1,...,tx)

Gjmy na obecnosti) pfedpokladejme, ze i1 =1,...,4; = k. Projekce
i (@1,...,%n) = (%1,...,7) tedy zobrazuje Ty(P) na R¥; protoze plati

D(viy, ...,
Ty(P) = Ty(Q), snadno dostavame, ze také H(d) # 0. Stejné jako v dukazu Tvrzeni

1y---50k

1.15 dostavame, ze existuji oteviena okoli U1, U2 bodu d takova, ze U1 NP, UaN @ jsou explicitné
zadané kusy k-rozmérnych Ct-ploch (parametrizované soutadnicemi x1, ...,z ). Odtud lze snadno
usoudit, %e existuji oteviené okoli U bodu d, oteviené okoli W bodu (di,...,ds) a C! zobrazeni

F:W = Rk g W — R*"* takovd, ze pro F(w) := (w, f(w)) a G(w) := (w,g(w)) plati
F(W) =PnU a GW) = QnNU. Necht je ddna borelovskd mnozina B C D N U. Mnozina
C:=7n(B) = F~Y(B) = G~1(B) je zfejmé také borelovska. Protoze pro kazdé ¢ € C plati

F'()(RY) = Tr(e) (P) = Ti(¢)(Q) = G' () (R)

Fl(ot=(t,f'(c)t), G'(e)t=(t,g'(c)),
snadno vidime, ze f'(c) = ¢'(c), a tedy i F’(c) = G'(c). Protoze zifejmé plati
pENU(B) =P (B) a MEHU(B) = [,LkQ(B), dostavame

= [ o) e = [ s @) oo = o)

3.10 Lemma. Necht P, Q jsou jednoduché k-plochy v R® a A C P N Q je borelovskd mnozZina.
Pak

(3:2) uE (4) = u@(A).

Dikaz.  (Struény.) Necht D je mnozina téch bodi z € A, ve kterych se P a @ dotykaji, tj.
Ty (P) = Tz (Q). Polozme N := A\ D. Necht ¢ a 9 jsou pofadé parametrizace P a Q. Je snadno
vidét, ze

dp(p~ ! (2)) dp(p~t(x) OY(p~'(x)) (v~ (2))

N={z€A: h Yo e
at1 oty ot1 Oty

> k}

je mnozina oteviend v A. Plati tedy N = AN G, kde G C R"™ je oteviena, takze N i D jsou
borelovské.
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3. Dodatky

Uvazujme nyni borelovské miry w a w* na metrickém prostoru N, které jsou definovany
rovnostmi

w(B) := pf (B), w*(B) := [,LkQ(B), B € B(N) = B(R"™) Nexp(N).
a borelovské miry v a v* na D definované rovnostmi
v(B) := ul (B), v*(B) := qu(B)7 B € B(D) = B(R") nexp(D).
Podle Tvrzeni 3.8 a Tvrzeni 2.19 dostavame, Ze w a w* jsou lokalné nulové; podle Tvrzeni

3.19 jsou tedy nulové. Miry v a v* se podle Lemmatu 3.9 lokalné rovnaji, takze se podle Tvrzeni
3.19 rovnaji. Plati tedy

iE (A) = w(N) + v(D) = w (N) + v (D) = p@ (A).

Ozna¢me symbolem P}’ systém vsech borelovskych mnozin B C R", které lze pokryt spocetné
mnoha jednoduchymi k-plochami. Je ziejmé, Ze P} je o-okruh, tj. obsahuje 0 a je uzavieny na
mnozinové rozdily a spocetna sjednoceni. Déle je vidét, Ze P} je nejmensi o-okruh, ktery obsahuje
kazdou borelovskou podmnozinu kazdé jednoduché k-plochy, takze P;; C Pj. Ovsem P} obsahuje
také dopliiky prvkt z P;; mnoZiny jinych typt jiz neobsahuje; to m.j. ukazuje nasledujici lemma.

3.11 Lemma.  Oznac¢me (P} )° := {R" \ M : M € P} }. Pak plati nasledujici tvrzeni.

(i) Pr=PrU(P;)¢ a Prn(P;)c=0.
(ii) Je-li B € P}, pak existuje jeji rozklad B = |J;2, B; na disjunktni borelovské mnoziny B;
takové, ze kazda B; je podmnozinou néjaké jednoduché k-plochy P; a H;fi (B;) < oo.
(iii) Spliiuje-li 1 na Py, vzorec (2.13), pak pro kazdou D € (P} )¢ plati u(D) = oo.

Drikaz.  (Stru¢ny.) (i) Pouze z toho, Ze P} je o-okruh, snadno plyne, ze P;; U (P;)¢ je o-algebra.
Plati tedy P = P{ U (Pf)C. Z Tvrzeni 1.21 vyplyva, ze An(B) = 0 pro kazdou mnozinu B € P},
takze An (D) = oo pro kazdou D € (P )°. Plati tedy Py N (P;)¢ = 0.

(i) Z definice P} a o-konecnosti mér ,u,kpi (viz 2.15) vyplyva, Ze existuji borelovské mnoziny
A; takové, ze kazda A; je podmnozinou néjaké jednoduché k-plochy P; a H;fi (A;) < oo. Nyni staci
polozit Bi:= A1 a B; = A; \ Aj_1 pro¢ > 1.

(iii) Podle (ii) plati A, (R™ \ D) = 0. Z Fubiniovy véty (v prostoru R® = R?~% x R* s \;)
ihned vyplyvé, Ze pro A,_j skoro vSechny body u € R*~F plati A (R™\ D)**) = 0. Zvolme
jeden takovy bod u a polozme P:= {u} x R¥ a B:= {u} x D%*. Zfejmé B C D je borelovska
mnozina a pf (B) = co. Tudiz p(D) > p(B) = pf (B) = oo.

Nyni jiz miZeme dokdzat Vétu 2.17 o existenci a jednoznacnosti miry py na Pp.

Dukaz Véty 2.17 (Stru¢ny.) Z Lemmatu 3.11 okamzité vidime, Zze pokud hledand mira
na Pj, existuje, je urCena jednoznacné; je totiz definovana nutné takto:

(i) Pro B € (P;)° plati uy(B) = oo.

(i) Pro B € P} plati

(3.3) pe(B) =" ) (Bi),
i=1

kde kazda B; je borelovskda podmnozina néjaké jednoduché k-plochy P;, ,u,kpi (Bi) < o0 a
Bi1, B2, ... tvori disjunktni rozklad mnoziny B.
Budeme tedy pro kazdou borelovskou mnozinu B € Py, definovat &islo ug (B) podle (i) a (ii).

Aby vSak tato definice byla korektni, musime dokazat, ze soucet v (3.3) nezavisi ani na rozkladu B
(tj. na volbé mnozin B;), ani na volbé P;. Necht je tedy dan jiny takovy rozklad mnoziny B tvofeny
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Ditkaz Gaussovy véty 34

%3 H * * s ;o Pi * Py *
mnozinami B} C P;*. Podle Lemmatu 3.10 plati pro i, j € N rovnost (BiﬁBj ) =’ (BiﬁBj ),
takze

py o~ P}
w,” (Bi N BY) =Z K (B]).

Mg

o0
uzBmB =>

1 j=1 i

Mg

oo o0
Z “k Z
i=1

=1 j

Il
-

Mame tedy na Py korektné definovanou mnozinovou funkci py. Dukaz toho, ze pj je skutecné
mira, je nyni (s pouzitim zakladnich poznatkii o zobecnénych fadach ¢isel) zcela snadné.

3.4 Dukaz Gaussovy véty

Nejprve si uvédomime to, ze pfi dikazu Tvrzeni 2.67 jsme dokazali nasledujici tvrzeni.
3.12 Lemma. Necht Q C R""! je oteviena mnozina, funkce d(x) < h(z) jsou tiidy C*
na Q a (zfejmé oteviend) mnozina
G:={(z,y) € R":d(z) < y < h(zx)}
je omezena. Oznacime-li
D:={(z,y): y=d(x)}, H:={(z,y): y=h(z)},

pak D C 0+G, H C 0+G a pro kazdou funkci f, ktera je tfidy C' na néjaké oteviené
mnoziné obsahujici G, plati

(3.4) /DUH v; dS = / 8% x,

kde v je pole vnéjsich jednotkovych normalovych vektori na 0+G

Staci si uvédomit, ze predpoklady 0G € Pp_1 a pg(0G \ 0+G) = 0 jsme v dukazu
Tvrzeni 2.67 potfebovali jen k tomu, abychom mohli napsat f g [ vi dS = 0. Predpo-
klad py(0G) < oo jsme nepotiebovali viibec, pro platnost obecné Gaussovy véty je vSak
nezbytny.

Dtikaz (skalarni formy) obecné Gaussovy véty povedeme tak, ze mnozinu G ,roz-
lozime“ na spocetné mnoho otevienych mnozin, na které lze pouzit predchozi lemma;
seCtenim rovnosti (3.4) pak dostaneme dokazovanou rovnost.

Presny dukaz vyzaduje fadu tvah, proto nékteré zformulujeme ve formé lemmat.
Nejdrive vsak udélame nékolik tmluv:

Budeme jako obvykle psat R” = R* ! xR; proz € R" ! ay € R je tedy (,y) € R".
Na vSech eukleidovskych prostorech budeme uvazovat maximovou normu. Rekneme-li, Ze
M C R" je graf C' funkce f, myslime tim, Ze existuje oteviend mnozina G C R ! a
funkce f € C*(@), pro které M = {(x,y):y = f(x)}.

Symbolem 7 budeme znadit projekci m:R" — Rnil, m(z,y) =

3.13 Lemma. Necht P je (n — 1)-plocha v R" a pro bod ¢ = (a,b) € P plati, zZe
en ¢ Tc(P). Pak existuji ¢isla ¢ > 0, A > 0, pro ktera PN (Us(a) x Ua(b)) je graf néjaké
funkce f € C* (Us(a)).
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3. Uvod do teorie plogného a kfivkového integralu

Dikaz.  (Struény.) Bez Gjmy na obecnosti lze ziejmé pfedpokladat, ze P = {z: g(z) = 0},
kde G C R™ je oteviena, g € CY(G) a gradg(z) # 0, z € G. Protoze ey ¢ Te(P), plati
%gT(nC) # 0, takze zévér lemmatu plyne z véty o implicitnich funkcich.
3.14 Lemma. Necht P C R" je (n — 1)-plocha a M C P je borelovskd mnozina takova,
Ze

(i) en ¢ T.(P) pro kazdy bod z € M a

(i) An1(n(M)) = 0.
Pak Nn—l(M) =0.

Dikaz. (Struény.) Podle Lemmatu 3.13 ke kazdému x € M existuje jeho oteviené okoli
Uz, pro které je Uz N P grafem C! funkee. S pomoci Poznadmky (?7) snadno vidime, ze
lemma staci dokazat v piipadé, kdyz P je graf néjaké funkce f € C1(G) (kde G C R* 1) je
oteviend. Polozime-li p(x):= (z, f(x)), € G, je ¢ zfejmé parametrizace P a p(w(M)) =
M. Plati tedy
p 1 (M) = 1 (w0) = [ (! (a) do =0,
m(M)

3.15 Lemma. Necht P C R" je (n — 1)-plocha a S:= {z € P:en, € T:(P)}. Pak
An—1(m(S)) = 0.

Dikaz. Pouzijeme-li Pozndmku (?7) analogicky jako v pfedchozim dtkazu, ihned vidime,
Ze lemma stac¢i dokézat v piipadé, ze P je jednoduché (n—1)-plocha. Zvolme parametrizaci
©=(p1,...,9n): G = R plochy P a polozme T::= ¢~ 1(S). Oznacime-li ¢: = 7o p, pak
ziejmé ¢ € CY(G), ¥(T) = n(S) a pro kazdé t € T plati Jy(t) = 0. Posledni tvrzeni
plyne napiiklad z toho, Ze ¥'(t) = mo ¢'(t), takze 3'(t)(v) = 0 pro ten (nutné nenulovy)
vektor v € R"™1, pro ktery ¢’ (t)(v) = en. Podle Tvrzeni 3.26 (verze Sardovy véty) plati
An—1(m(8)) = An—1(4(T)) = 0.

3.16 Lemma. Necht NCR", N€Pp_1a pp—1(N)=0. Pak Ap_1(m(N)) = 0.

Diikaz.  (Struény.) Podle Lemmatu 3.11 N € P} _, takze ji lze pokryt jednoduchymi (n—
1)-plochami P, Ps,. ... Stadi tedy dokazat Ap—1(7(NNP;)) =0, i € N. Zovolme tedy i €
N a parametrizaci ¢: G — R" plochy P;. Protoze ppn_1(NNF;) = f«pfl(NnPi) k(' () dt =
0, nutné A,_1(T) = 0, kde T: = o~} (N N P;). Zobrazeni 1: = 7 0 ¢ je ziejmé t¥idy C' na
G a¢¥(T) = n(N N P;). Podle Tvrzeni 3.27 plati Ap_1(7(N N F;)) = Ap—1(¥(T)) = 0.

3.17 Lemma. Necht F C R" je uzaviena omezena mnozina, a € R"™1 a necht F&* =
{y € R: (z,y) € F} je neprazdnd konecnd mnozina, ktera je tvorena body by < by < --- <
br. Pak pro kazdou r-tici ¢isel A1 > 0,...,A, > 0 existuje § > 0 takové, ze pro kazdé
x € Us(a) plati

F** C (bl—Ahbl+A1)U---U(bT—AT,bT—|—AT).

Dikaz. Predpokladejme, ze ze pro néjaka ¢isla A; > 0,...,A; > 0 pfislusné 6 > 0
neexistuje. Pak lze najit posloupnost bodii xn — a a posloupnost ¢isel y, ¢ (b1 —
Ap,by + A)U - U (br — Ap,br + Ay) tak, Ze (¢n,yn) € F. Protoze F je kompaktni,
existuje vybrand posloupnost (Zn,,yn,) = (a,y) € F. Zfejmé plati y ¢ (b1 — A1,b1 +
A)U---U(br — Ay, br + Ay), coz je ale spor s tim, ze y € F©* = {b1,...,br}.
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Vime, Ze staci dokazat ,skaldrni formu“ Gaussovy véty (Vétu 2.58), jejiz znéni zopa-
kujeme:

3.18 Véta. Necht G C R" je omezend oteviena mnoZina, pro kterou

0G € Pu_1, mp(0:G) < oo, pp(dG\9.G) =0

av = (v1,...,vn) je pole jednotkovych vnéjsich normélovych vektori na 0+G. Necht f je
funkce th’dy C! na néjaké oteviené mnoziné obsahujici G. Pak pro kazdé i € {1,...,n}
plati
(3.5) f-v;dS= / 0f(x) dx.

oG ¢ Oz

Dikaz. Pro jednoduchost zapisu predpokladejme, ze ¢ = n; dikaz obecného ptipadu je
zcela analogicky. Zopakujme, Ze klademe w(x1,...,2n) := (21,...,Zp—1). Polozme

S:={r €0G:vp(z)=0} a N:=0G\0:G

Mnozina S je ziejmé uzaviend v borelovské (viz Tvrzeni 1.21) mnoziné 0+G, takZe je
také borelovska; mnozina N je ziejmé kompaktni. Z Lemmatu 3.15 snadno vyplyva, ze
An—1(w(S)) =0 az Lemmatu 3.16 ihned plyne, ze A,_1(w(N)) = 0. Z definice oteviené
mnoziny snadno vyplyvé, Zze w(G) je oteviend mnozina. Snadno je vidét, ze mnozina
N U S je uzaviend v mnoziné 0G, takze je kompaktni. Je tedy kompaktni i mnozina
(N US) = n(N)Un(S), takze mnozina C := n(G) \ (w(N) U w(S)) je oteviend. Necht
{Co : @ € A} je (prosty) systém vSech komponent mnoziny C; A je zfejmé spocetna.
Oznacme V:=C xR a Vy:=Cq xR
Protoze Ay,—1(m(IN) Un(S)) = 0, plati podle Fubiniovy véty An(G \ V) = 0, takze

G aﬂﬁz /W Z/mv aﬂﬁz

(Integral vlevo zfejmé konverguje, protoze jde o integrél ze spojité omezené funkce pres
omezenou otevienou mnozinu.)
Nyni ukazeme, ze

(3.6)

(3.7) fovndS = fovndS= Z/ f v dS.

oG 8GNV acadocnv,

K tomu si pfedné uvédomime, ze integral zcela vlevo konverguje, protoze funkce f - vy je
omezend a spojitd (a tedy borelovsky méfitelnd) na mnoziné 0«G € Pp_1, pin—1(0xG) <
00 a pin—1(0G \ 8+G) = 0. Déle snadno vidime, ze

OG\V =NUSUM, kde M:={z€d:G\S: n(z) e r(N)Un(S)}.
Protoze podle pfedpokladu ppn—1(N) = 0, podle Lemmatu 3.14 plati pup—1(M) =0 a
vn(z) =0 pro z € S, dostavame

/ f~undS:/f~undS+/f-undS+/ fovndS =0,
dG\V N s M
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3. Uvod do teorie plogného a kfivkového integralu

takze plati prvni rovnost v (3.7). Druha rovnost je zfejma.
Staci tedy pro kazdé o € A dokazat, ze

(3.8) / frvidS= o) 4.
OGNV anv., 0w

Zvolme tedy a € A a pro kazdy bod = € Cy zkoumejme fez (0G)™ ™. Je-li y € (0G)*™,
zfejmé plati (z,y) € 0G+ \ S, takze vn(z,y) = (en,v(z,y)) # 0. Podle Tvrzeni 2.50 (iii)
tedy jeden z vektort epn, —ep mifi v bodé (z,y) ven z G a druhy do G. Z toho snadno
vyplyva, Ze kazdy bod mnoziny (0G)*"* je izolovany. Protoze (0G)™* je zfejmé kompaktni,
je nutné konec¢na. Oznac¢me jeji prvky

p1($) < pz(w) <. < pr(w)(x)a
polozme (zavislost mnozin T; na z pro pfehlednost zapisu nevyznacujeme)
Tp == {z} x (—o0,p1(x)), Tr(w) = {x} x (pr(z)(x)voo) a
T; :={z} x (pi(z),pi+1(x)) pro i=1,...,r(x)—1.
Protoze T; N dG = 0, zfejmé bud T; C G nebo T; N G = (. Protoze G je omezena, je
nutné To N G = 0, takZe v bodé (z,p1(x)) vektor —e, miii ven z G a ey, do G. Postupné
dostévame
TMCG TonNnG=0,T35CG T4NG=0,....
Protoze ziejmé T} ;) N G = 0, je nutné r(x) sudé éslo. Oznadime-li s(z) = r(z)/2 a
p1(z) =:d1(x), p2(x) =:h1(x), p3(z) =:da(x), pa(x) =:ha(x),...
= 7pr(z)7l(x) =: ds(z)(x)v pr(w)(a:) =: hs(w)(x')v

plati zfejmé G** = Uf(:zl) (d;(x), hi(2)).

Nyni ukazme, ze pro kazdé a € Cq existuje w > 0 takové, ze U, (a) C Cq, pro kazdé
z € Usu(a) plati r(z) = r(a) a funkce p1,...,p,(q) jsou t¥idy ¢! na Uy (a).

K tomu nejdiive pomoci Lemmatu 3.13 zvolme ¢isla A; > 0,..., Ar(a) >0 a cislo
n > 0 takové, ze Uy(a) C Cq, intervaly (p;(a) — Ay, pi(a) +4;),i=1,...,r(a) jsou po
dvou disjunktni a kazda z mnozin

oG N (Uﬂ(a) X (pi(a) - Aiupi(a) + Al)) » 1= 17 (R r(a),

je grafem funkce z C' (Uy(a)). Uzijeme-li Lemma 3.17 pro F:= 0G, r:= r(a), b=
pi(a), dostaneme jisté § > 0. Je snadno vidét, ze pak stadi polozit w: = min(4, 7).

Ukéazali jsme tedy, ze funkce r(z) je lokdlné konstantni na souvislé mnoziné Cy, je
tedy na Cy konstantni s hodnotou rqo =: 2s4.

Pro i=1,...,8q polozme G;:={(z,y) € R": d;(v) <y < hy(x)},

Diz={(z,y): y =di(z)}, Hiy={(z,y): y=hi(z)}.

Z ptedchozich Gvah je zfejmé, ze
Sa e

GNVa=|JGi, 0GNVa=0G.NVa=|J(DiUH)
i=1 i=1
aproz € D;UH; = 0+:G;NVy je v(z) jednotkova vngjsi norméla ke G; v bodé z. Pouzijeme-
li tedy Lemma 3.12 na mnoziny G1, ..., Gs, a pfislusné rovnosti (3.4) secteme, dostavame

(3.8), ¢imz je diikaz ukonéen.
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3.5 Nékteré véty z teorie miry a
integralu

Necht (X, A, p) je prostor s mirou, tj. 4 C exp X je o-algebra podmnozin mnoziny X a
i je (nezdpornd) mira na A. Pak je pro nékteré funkce f: X — R* definovan abstraktni
Lebesguetv integral [y fdu € R* (viz [LM] nebo [Ru2]); v tom piipadé iikédme, Ze tento
integral existuje. Je-li tento integral konecny, fikame, ze konverguje.

Integral | x fdp se vsak definuje i pro nékteré funkce f, které nejsou definovany na
celém X; staci, aby existovala mnozina A C Dy, kterd je méfitelna (tj. patfi do A), a pro
kterou (X \ A) = 0 (v piipadé, ze p je iplna mira, jde o funkce, pro které u(X\ Dy) = 0).
Polozime-li pak [y fdp := [, fdp, lze snadno dokézat, ze definice je korektni: nezalezi
na vybéru mnoziny A. (Lze ukazat, Ze pii této definici [y fdu = [y f dji, mé-li jeden z
integralti smysl, pfi¢emz p je ziplnéni miry p.)

Je-li X metricky prostor, pak o-algebru borelovskych podmnozin X budeme znacit
B(X). Miry na B(X) budeme nazyvat borelovskymi mirami na X. (Terminologie kolisa,
néktefi autofi nazyvaji borelovskymi mirami miry definované aspon na B(X).)

Symboly An a )\% rozumime Lebesgueovu miru a borelovskou Lebesgueovu miru na
R™. Pro integrél funkce f vzhledem k Ay, pouzivime vétsinou klasické znadeni [ o f(@) de
(nebo také [, f(z,y) dzdy pro n = 2).

3.19 Tvrzeni. Necht p, v jsou borelovské miry na separabilnim metrickém prostoru X .

Necht p a v se lokalné rovnaji (tj. pro kazdy bod x € X existuje jeho oteviené okoli Uy

takové, ze u(B) = v(B) pro kazdou borelovskou mnozinu B C Uy). Pak p = v.
Specialne, je-li p lokalné nulova, pak je nulova.

Diikaz. Podle Lindelofovy véty existuje posloupnost (x) takové, ze X = |Joo | Uz, . Pro
kazdou B € B(X) nyni z rozkladu
B=(BNUz)U((BNUgy) \ Uz, ) U((BNUz;z) \ (Ug; UUg,)) U...
ihned vyplyva pu(B) = v(B).
3.20 Véta. (o obrazu miry) Necht (X, A, ) je prostor s mirou, (Y,T) je méfitelny

prostor (tj. T je o-algebra) a f: X — Y je méfitelné zobrazeni (tj. f_l(E) € A, kdykoliv
E € T ). Polozime-li

v(E):=u(f (E), EE€T,

pak v je mira na T ; tuto miru oznacujeme f(u) a fikdme ji obraz miry p pii zobrazeni f.
Je-li g:Y — R* T-méfitelna funkce, pak

/def(u):/XyOfdm

jakmile ma jedna strana rovnosti smysl.

3.21 Véta. (o neurcitém integralu) Necht (X, A, ) je prostor s mirou a f > 0 je nezd-
porna A-méritelna funkce. Polozime-li

IJ(A)::/Afdu7 Ac A,

81



3. Uvod do teorie plogného a kfivkového integralu

pak v je mira na A; tuto miru oznacujeme f - p a fikdme ji neurcity integral f podle p.
Je-li g: X — R* A-méiitelnd funkce, pak

/ng(f-u):/xg-fdm

jakmile m& jedna strana rovnosti smysl.

3.22 Poznamka.
(i) Mife f-p je také pFirozené Fikat ,mira s hustotou f“ (srov. [LM; 8.19]; je to jedina
mira na A, jejiz Radon-Nikodymova hustota vzhledem k p je f (tj. (fuu) = ).
O mife f - p se také hovoti jako o soudinu funkce f a miry p. Nékdy (srov. [Ru2;
str. 36] se pouziva zapis d(f - p) = f dp.
(ii) Dukazy pfedchozich vét jsou snadné a vedou se stejnym standardnim postupem;
tvrzeni se postupné dokaze pro g, kterd je: a) charakteristickd funkce, b) jedno-

duchd nezaporna funkce, c) nezdporna funkce, d) obecnd méfitelna funkce. (Srov.
Véta 1.29 z [Ru2] a [LM], 8.23).)

V Kapitole 5 se podstatné vyuziva nasledujici klasicka véta o substituci pro Lebesgu-
etuv integral. Jeji ditkaz je dosti obtizny; lze jej nalézt napf. v [J II] nebo [Ru2]. Podstatné
obecnéjsi vétu lze nalézt v [LM] (Véta 34.18) nebo ve [Fe].

3.23 Véta. (véta o substituci) Necht G C RF je oteviena mnozina a o: G — RF je prosté
reguldrni zobrazeni. Necht f je funkce z ¢(G) do R*. Pak

[ 1@ ae= [ ) 1) ar
»(@)
Jjakmile jeden z integralii existuje.

3.24 Poznamka. Zobrazeni ¢ je difeomorfizmus (viz Véta (7)), takze mnozina ¢(G) je
oteviena. Aby integraly mohly existovat, je ovSem nutné, aby f byla definovana ve skoro
vSech bodech mnoziny ¢(G).

Z Vety 3.23, Tvrzeni 3.29 a Tvrzeni 2.6 snadno vyplyva nasledujici tvrzeni.

3.25 Tvrzeni. Necht ¢: R¥ — R* je izometrie a B € R* je borelovska mnozina. Pak

Ak(p(B)) = Ak(B).
Nésledujici tvrzeni je nejjednodussi specidlni pripad tzv. Sardovy véty.

3.26 Tvrzeni. Necht G C R je oteviend mnozina a p:G — R¥ je zobrazeni tiidy C!.
Necht S:={z € G: Jy(z) =0}. Pak A(e(S)) =0.

Toto tvrzeni okamzité vyplyvé z [LM; Véta 10.4] (ptipad k = n a o = Ag). Pro pfimy
dikaz (ktery je podstatné jednodussi nez dikaz véty o substituci) viz [CM; Véta 10.4]
nebo [FM; Véta 5.35].

Dalsim tvrzenim, které potiebujeme pro dikaz Gaussovy véty je toto:

3.27 Tvrzeni. Necht G C R* je oteviend mnozina, ¢: G — R¥ je zobrazeni tridy Cl,
M CGal(M)=0. Pak A\(p(M))=0.
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Dikaz. (Néznak.) Necht S je jako v Tvrzeni 3.26. Snadno vidime, Ze S je uzaviend
mnozina, ¢ je na oteviené mnoziné H:= G \ S reguldrni. Pro kazdy bod = € H existuje
podle Véty (?) jeho oteviené okoli Uy, na kterém je ¢ regularni a prosté. Podle Véty 3.23
(kde za f vezmeme charakteristickou funkci mnoziny ¢(Uy N M)) dostavame A, (¢(Uz N
M)) = 0. Pomoci Poznamky (?) snadno dostdvame A, (¢(M \ S)) = 0. Podle Tvrzeni
3.26 vsak také Ag(p(S)) = 0, takze jsme hotovi. Poznamenejme, ze dikaz lze vést snadno
primo bez dosti hluboké véty o substituci; staci vyuzit toho, ze ¢ je lokalné lipschitzovské.

V této publikaci pfi ruznych heuristickych tvahéch tvrdime, Ze jisté ,integralni soucty*
konverguji k nékterému integralu. Protoze pouzivame Lebesguetv integral, ktery neni defi-
novan jako limita integralnich soucti, pro lepsi pochopeni téchto avah uvadime néasledujici
snadné tvrzeni.

3.28 Tvrzeni. Necht G C R" je oteviend mnozina, u je koneéna borelovskd mira v R"
soustiedéna v G (tj. p(R™ \ G) = 0) a necht f je stejnomérné spojitd funkce na G. Pak
pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0, ze kdykoliv zvolime rozklad G na borelovské mnoziny
By,...,Bsabody & € B;, i=1,...,s tak, ze diamB; <6, i =1,...,s, pak

<e€

(39) ‘ [ 5= s um)
i=1

Diikaz. (Naznak.) Necht ¢ > 0; k &islu e*: = e(u(G) + 1)~* zvolme § > 0 z definice
stejnomérné spojitosti. Necht nyni B, ..., Bs je libovolny pfislusny rozklad G. Protoze
ziejmeé
s s
B;) inf < dp < B;) su

>80 jof @) < [ 1< Y uB) sup fo)

i=1 i=1 K
zavér tvrzeni plyne z toho, ze podle definice § se ,horni soucet® lisi od ,dolniho souctu
nejvyse o € a &islo Y7 f(&;) u(B;) lezi mezi nimi.

Kazda mira p na o-algebfe borelovskych podmnozin R3 modeluje rozlozeni hmoty
(nebo kladného elektrického néboje) v prostoru. Ke klasickych fyzikalnim aplikacim ma-
vita¢niho (resp. elektrostatického) pole. Nize uvedeme (a ¢dstecné motivujeme) pFislugné
definice, které jsou uzity v Ptikladech 2.26 a 2.94.

Gravitaéni (elektrostatické) pole Je-li rozloZeni hmoty v prostoru dano kone¢nou
borelovskou mirou p v R?, pak piislusné gravita¢ni pole je vektorové pole F (z), kde F(x)
je sila, kterou uvazovand hmota ptisobi na hmotny bod jednotkové hmotnosti umistény
v bodé z. Zkoumejme F'(a), kde a = (a1, a2,a3) a pro jednoduchost predpoklddejme, ze
existuji ¢isla § > 0, K > 0 takové, Ze p je soustfedénd v mnoziné M:= B(a, K) \ B(a,?)
(tj. u(R3 \ M) = 0) a gravitac¢ni konstanta je 1. Rozdélime-li nyni M na koneéné mnoho
borelovskych mnozin Ml, ..., M? s velmi malym diametrem a zvolime body §i € Mi,
pak (zname-li Newtontiv gravitacni zékon) jisté oGekévame, Ze pro gravitaéni silu AF*(a),
kterou ptisobi hmota obsazend v mnoziné M  na jednotkovy hmotny bod umistény v a,
plati

AFi@) e M) Ema  gma o
PO~ o e —a] ~ e —ap)
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Je tedy pfirozené ocekavat (srov. Tvrzeni 3.28), ze pro vektor F'(a) a jeho slozky F;,i =
1,2, 3 plati rovnosti

(3.10) Fo) = [ = dute), Fil@) = [ P duta).

R3[|z — al? R3[|z —al?

Stejnym vzorcem definujeme F'(a), kdykoliv méa integral napravo smysl.
Tézisté. Ve fyzice mé v riznych (statickych i kinematickych) tvahach zakladni vy-

T(p):= @/m@ z dp(z),

konverguje-li integral vpravo. Vektorova funkce f(x) = z = (x1,x2, 3) se ovSem ,integruje

(3.11) T, = @ /R3 x; dp(x), 1<i<3.

3.6 O pojmech z linearni algebry

V této publikaci pouzivame fadu pojmu a vysledkd z linearni algebry. Zde nejdfive pfipomeneme
potfebnou obvyklou terminologii a pak zavedeme nékolik (nepfili§ béznych) oznadeni pro potieby
této publikace. Nakonec zopakujeme potiebna fakta tykajici se afinnich prostort a afinnich zob-
razeni.

Oznaceni obvykla v analyze

Pod pojmem linedrni prostor se v analyze rozumi vektorovy prostor (nad télesem T, kde
T =R nebo T = Q).

Linedrni zobrazent je obvyklé oznaceni pro homomorfizmus vektorového (linedrniho) prostoru
do vektorového (linedrniho) prostoru. Misto monomorfismu, epimorfismu a izomorfizmu budeme
hovofit o prostém, surjektivnim a bijektivnim linedrnim zobrazeni. Pro linearni zobrazeni L: X —
Y klademe Im(L):= L(X) a Ker(L) := L~({0}).

Linearni obal podmnoziny M linedrniho prostoru (ktery se v algebfe vétsinou oznacuje (M)
nebo [M]) se v analyze zpravidla oznacuje symbolem Lin M.

Znaceni skalarniho sou¢inu i v analyze hodné kolisé, zde pouzivame symbol (x,y).

Necht U, V jsou dva unitarni prostory nad tymz t&lesem. Rekneme, ze f: U — V je unitdrni
zobrazend, jestlize zachovava skalarni souéin, tj. (f(z), f(y)) = (z,y) pro vSechna z,y € U. Kazdé
unitarni zobrazeni je linedrni a prosté (viz [Be], [Bi]).

3.29 Tvrzeni. Necht U a V jsou realné unitarni prostory. Pak bijekce g: U — V je izometrie
(ve smyslu teorie metrickych prostori), pravé kdyz je tvaru g(x) = f(x) + a, kde f: U — V je

unitarni bijekce a a € V.

Diikaz 1ze nalézt v [D II] (par. 3 za Vétou 112) pro pfipad U = V = R"™. Pak sta¢i pouzit
Vétu 14.18 z [Bil.
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Mnozina R™ (s obvyklou strukturou) se nazyvéa eukleidovskym prostorem, misto o R? a R
nékdy hovorime o roviné a realné primce.

Kanonickou bézi v R™ zna¢ime vzdy (e1,...,en). Hodnost matice A zna¢ime symbolem h(A).
Kroneckertiv symbol §;; je definovan rovnostmi d;; =1 pro i = j a §;; = 0 pro i # j.

Vektor x € R™ vétsinou ztotozinujeme s matici typu n x 1; nékdy ale také s matici typu
1 X n. Pro bilinearni formu f na R™ s matici A lze tedy psit f(z,y) = (x, A - y), ale také
fla,y) =ax-A-yT.

Rekneme, e mnozina A C R™ je afinni podprostor R™, je-li tvaru A = a+V := {a+v: v eV},
kde V je linedrni podprostor R™. Linearni prostor V' (ktery je afinnim prostorem A jednozna¢né
urcen) se nazyvéa zamérent afinniho prostoru A. Dimenzi afinniho prostoru rozumime dimenzi jeho
zameéfeni; jednorozmérny afinni prostor se nazyva piimka, dvourozmérny rovina a (n—1)-rozmérny
afinni podprostor R™ se nazyva nadrovina.

Neékolik specialnich oznaceni

Nulovy vektor linedrniho prostoru X budeme zpravidla znaéit symbolem 0 (jen vyjimecné
0x, pokud by mohlo dojit k omylu).

Jsou-li w1,...,v; prvky prostoru R”, rozumime symbolem [v1,...,v,] matici typu n X k,
jejiz i-ty sloupcovy vektor je v;. Je-li L: R™ — R™ linearni zobrazeni, oznacujeme jeho matici
(typu m x n) symbolem [L]. (Plati tedy L(x) = [L]-z.)

c) Afinni podprostory eukleidovskych prostoru a afinni zobrazeni

V této publikaci nepotiebujeme pojem abstraktniho afinniho prostoru (viz [Bi; str. 128]), stadi
nam pojem afinniho podprostoru R™.

Rekneme, e mnozina A C R™ je afinni podprostor R", je-li tvaru A = a+V:= {a+v: v € V},
kde V je line4arni podprostor R™.

Linearni prostor V, ktery je afinnim prostorem A jednoznac¢né urcen, se nazyva zaméreni
afinniho prostoru A. Je-li V zaméfeni A, plati A = b+ V pro kazdy bod b € A. Dimenzi afin-
niho prostoru rozumime dimenzi jeho zaméfeni, jednorozmérny afinni prostor nazyvame primka,
dvourozmérny rovina a (n — 1)-rozmérny podprostor R” se nazyvéa nadrovina.

Necht A1 C R?, A C R™ jsou afinni prostory a Vi, Va2 jsou jejich zaméfeni. Rekneme, ze
zobrazeni f: A1 — Az je afinni zobrazent, existuji-li linedrni zobrazeni f,: V1 — V2 a body a1, a2
takové, ze

*) f@) = a2+ fz(x — a1).
Zobrazeni f, je jednozna¢né uréeno zobrazenim f a vzorec (*) plati, pravé kdyz as = f(a1).

Z Tvrzeni 3.29 snadno vyplyva, ze zobrazeni f: A1y — Ag je izometrie, pravé kdyz je afinni a
zobrazeni f, je unitarni bijekce unitarniho prostoru Vi na unitarni prostor Va.

Jsou-li A1 C R™, Ay C R™, A3 C R¥ afinni prostory a f: A1 — Aa,9: A2 — Asz jsou afinni
zobrazeni, pak i jejich slozeni g o f je afinni zobrazeni.
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3.7 Umluvy a terminologie

Nékteré obvyklé timluvy
a) Pfi definovani nového pojmu mé tradiéné ,implikace vyznam ekvivalence“. Naptiklad fraze
,rekneme, ze plati V', jestlize plati W* vyjadfuje to, ze podle definice V <— W.

b) Mluvime-li o vyrokové funkci (predikatu) V(z) jako o pravdivém vyroku, myslime tim, ze
V(z) plati obecné (tj. pro véechna z z dohodnutého oboru). Rekneme-li napiiklad, Ze plati vyrok
x> 3 = 22 > 9; z kontextu je zfejmé, ze dohodnuty obor je R.

c) Casto misto ,V (x) plati pro véechna x € M“ piseme jen ,V(z), = € M*.

d) Oba zéapisy A := B, B =: A fikaji, ze A definujeme touto rovnosti.

e) V pfipadsé, ze nepresnost nemize vést k omylim, se asto umyslné pouzivaji nepiesné zapisy,
které jsou ale prehlednéjsi nez zapisy zcela presné. Naptiklad se Casto vynechavaji zavorky: pro
f: RZ - R a (z,y) € R? se pise f(z,y) misto f((z,y)); misto f/(x)(v) se pise pouze f'(z)v
apod. Také bez ¢astého ,ztotozniovani“ (napf. R” x R™ s R®*T™ nebo prvki prostoru LP(X, u) s
funkcemi) by (zcela pfesné) zapisy byly dosti nepfehledné. Dalsim formalné nepfesnym znacenim
je klasicky zapis funkci. Hovofime napiiklad o funkcich f(z), sinz, 2 (misto o funkcich f, sin,
x > x2). Také funkci (z,y) + y3 2 oznacujeme asto symbolem 43 x, pokud je z kontextu jasné,
%e jde o funkci dvou proménnych (a ne o &islo nebo tieba o funkci z — 33 x). Toto klasické znageni

pouzivat znaceni formalné presné.

Néktera obvykla oznadeni

Symbol [a, b] ozna¢uje uzavieny interval v R s koncovymi body a < b.

Klademe R* :=R U {00, —0c0} ana R* definujeme obvyklé operace a usporadani.

Uzavienym (resp. otevienym) intervalem v R™ rozumime mnozinu I1 X - -+ X I, kde vSechny
intervaly I; jsou oteviené (resp. uzaviené). (Uzavienost a otevienost intervali v R chipeme ve
smyslu metrickych prostoru.)

Je-li M C X, pak Cpr: X — R je charakteristickd funkce mnoziny M.

Slovo ,systém® se uziva ve dvojim smyslu (z kontextu je vzdy patrno, ve kterém). Napti-
klad systém mnozin je nejéastéji jen prehlednéjsi oznaceni mnoziny mnozin; muze vsak také jit o
yindexovany“ systém mnozin (tj. soubor mnozin) (Mg )acA-

Je-li X vektorovy prostor a a, b € X, pak uzavienou useckou ab rozumime mnozinu {a +
t(b —a): t € [0,1]}. Mnozina C C X se nazjva konvexni, jestlize ab C C, kdykoliv a, b € C.

Symbol u & v je uzivdn v nepfesnych heuristickych tGvahach a znamend, ze (¢isla nebo

lu—=v]| s llu—vll

vektory) u a v jsou si ,,pfiblizné rovny“. Vétsinou tim chceme Fici, Ze ¢islo e (a tedy i W)

je ,velmi malé“.

Terminologie tykajici se zobrazeni

Tato terminologie neni v literatuie jednotna; zde pouzivame nasledujici pristup.

Zobrazeni f je dano, kdyz zname jeho defini¢ni obor (ktery znacime Dy) a vime, jaké obrazy
f(x) maji prvky @ € Dy. Uzivame bé&znou symboliku pro zadavani zobrazeni; napiiklad oba zapisy
f(z) =2%, z€(0,1); frx—z? x€(0,1)
zadavaji zobrazeni f s defini¢nim oborem (0,1), které ¢islu o € (0,1) pfitazuje ¢islo @2, Obéas
situacich), kdy nezavisle proménnou nezna¢ime pismenem, ale teckou. Napiiklad misto x — f/(z)v

piseme f'(-)v apod.

Zobrazeni f je ddno, pravé kdyz je dén jeho graf Gy := {(x, f(z)): * € Dy} a nékdy se f a
G ztotoznuji; my to vSak (jak je v analyze z tradi¢nich terminologickych divodu obvyklé) délat
nebudeme.
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Umluvy a terminologie 3.7

Pokud A = Dy a pro kazdé « € A plati f(x) € B, fikdme, Ze f je zobrazeni mnoziny A do
mnoziny B, a piseme f: A — B. Mnozina B vSak neni zobrazenim f jednoznac¢né urcena. Je-li
déano f: A — B a A C X, rikdme, ze f je zobrazeni z mnoziny X do B. Tvrdime-li, ze pro kazdé
x € M mé f(x) né&jakou vlastnost, je v tom implicitné obsazeno, ze M C Dy. Jen tehdy, kdyz
M C A, definujeme jeji obraz

F(M) = {f(2): € M}:={y € B: Ta € M: y = [(x)}.
Vzor f~1(M) = {x € A: f(z) € M} viak definujeme pro libovolnou mnozinu M. Pro kazdé
prosté zobrazeni f je definovdno obvyklym zptsobem inverzni zobrazeni f~1: H t — Dy, kde
Hy = f(Df) je obor hodnot zobrazeni f. Pfipoustime také prdzdné zobrazeni, pro které D; =
Gy = 0. Symbolem f |4 oznacujeme restrikci (zzeni) zobrazeni f na mnozinu A C Dy. Identické
zobrazeni na mnoziné X znacime [y .

Jsou-li f, g dvé zcela libovolnd zobrazeni, definujeme vzZdy jejich slozeni g o f predpisem
(go )x) = g(f(®)), =€ f~H(Dg). Timto slozenim muze byt oviem i prazdné zobrazeni. To
je definice obecnéjsi, nez se obvykle v ucebnicich uvadi, je vsak zcela prirozend, uzitecna a casto
uzivané: slozené zobrazeni go f je dano pfedpisem x — g(f(x)) pro vSechna z, pro které ma vyraz
g(f(z)) smysl. I pfi této obecné definici zfejmé plati ,asociativni zakon“: ho (go f) = (hog)o f.

Podobné vzdy definujeme soudet a soucin dvou realnych (resp. komplexnich) funkci. Také pro
zobrazeni fi: A1 — Bi, f2: A2 — Bz vidy definujeme zobrazeni (f1, f2): (A1 N A2) — B1 X B2
pfedpisem (f1, f2)(x) := (f1(z), f2(x)). Pokud napiseme f = (f1, f2) a zobrazeni f1, f2 nebyla
dfive definovéna, myslime tim, Ze f1, f2 jsou slozky zobrazeni f (tj. f = (f1, f2) a defini¢ni obory
f1, f2 a f jsou stejné).

Nespecifikujeme-li (vyjimeéné) definiéni obor zobrazeni zadaného jistym pfedpisem, mame
na mysli ,maximalni definiéni obor“. Napftiklad zapisy u(z) := In(sinz), v(z) := g(f1(z), f2(z))
znamenaji, ze « = lInosin, v = go (f1, f2) apod.

Funkei se vétsSinou rozumi zobrazeni do mnoziny éisel (redlnych nebo komplexnich) nebo do
vektorového prostoru (vektorové funkce), ¢asto je vSak funkce pouze jiny nazev pro zobrazeni.

Zduaraznéme, ze casto Tikame, Ze zobrazeni f md néjakou vlastnost, i kdyz jde o vlastnost f
vzhledem k dalsim objektiim. Rekneme-li, Ze f: A — B je surjektivni (surjekce) nebo bijektivni
(bijekce), neni to vlastnost zobrazeni f, ale dvojice (f, B).

Rekneme-li, 7e zobrazeni z X do B m4 né&jakou vlastnost, miize jit o vlastnost trojice (X, f, B),
pfipadné struktur (naptiklad struktury metrického nebo vektorového prostoru) zadanych na X a
B.

cich) znak . pro ,operaci evaluace“. Misto f(x) tedy nékdy piSeme f.x. Obvyklejsi je uzivani znaku
- (viz [Cal); ten by se vSak v nékterych vzorcich mohl plést se znakem pro nezavisle proménnou
(ve vyrazu f(-) apod.).
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