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R realnd ¢isla
R rozsifend realna cisla
N prirozena cisla
/3 cela cisla
Clo () e uzgvér mnoziny A
T () et vnitfek mnoziny A
TN () et relativni vnitfek mnoziny A
G hranice mnoziny A
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Kapitola 0

Uvod

V piednésce se budeme zabyvat metodikou hledani feseni optimaliza¢ni dlohy
min{f(z) : v € X}, (1)

kde f: X - Ra X CR".

Neni to na tkor obecnosti. Pokud je studovany problém formulovén jako tloha na maximalizaci, pak
je jednoduché ji pfevést na tlohu s minimalizaci. Sta¢i si pouze uvédomit, ze

max{f(z) : x € X} = —min{-f(z):ze X}, (2)
argmax {f(z) : x € X} = argmin{—f(x) : v € X}. (3)

Pro tiplnost uved'me definice lokdlntho a globalnfho minima a maxima.
Definice 0.1 Budeme 7ikat, Ze funkce f: X — R md v bodé x € X

i) lokdln? minimum na X C R™, jestliZe existuje 6 > 0 tak, Ze
pro kazdé y € X, ||y — x| < 9 plat? f(z) < f(y).

i) ostré lokalnd minimum na X C R™, jestlize existuje 6 > 0 tak, Ze
pro kazdé y € X, 0 < |ly — z|| < ¢ plati f(z) < f(y).

ii1) globdln? minimum na X C R"™, jestlize pro kazdé y € X plati f(x) < f(y).

iv) ostré globdlni minimum na X C R™, jestlize pro kazdé y € X, y # = plati f(x) < f(y).

Definice 0.2 Budeme fikat, Ze funkce f: X — R md v bodé x € X

i) lokdlni mazimum na X C R™, jestlize existuje § > 0 tak, Ze
pro kazdé y € X, ||y — x| < 9 plat? f(z) > f(y).

i) ostré lokalnd mazimum na X C R™, jestlize existuje 6 > 0 tak, Ze
pro kazdé y € X, 0 < |ly — z|| <6 plati f(x) > f(y).

iit) globdlni maximum na X C R™, jestlize pro kazdé y € X plati f(x) > f(y).

i) ostré globdlni mazimum na X C R™, jestlize pro kazdé y € X, y # x plati f(x) > f(y).




Cviceni 0.3: Optimalni vyuziti dopravnich prostredkii.

7Z daného mista je zbozi prepravovano po trech trasich, pficemz v prubéhu roku ma byt po trase 1
prepraveno 780t, po trase 2 425¢, po trase 3 1000t zbozi. K prepravé lze vyuzit tfi ndkladni auto o
nosnostech 1,5¢, 3,5t a 5¢. Nakladni auta o nosnostech 1,5¢ a 3,5¢ mohou béhem roku absolvovat
nejvyse 250 jizd. Nakladni auto o nosnosti 5¢ smi béhem roku absolvovat nejvyse 200 jizd. V tabulce jsou
uvedeny ndklady na jednu jizdu danym nakladnim automobilem po dané trase.

1,5t 3,5t 5t
Trasa 1 | 35 65 85
Trasa 2 | 60 90 110
Trasa 3 | 25 33 40

Ulohou je naplanovat prepravu tak, aby byla splnéna omezeni na piepravu a aby celkové naklady byly
minimé&lni.

Formulujte jako tlohu linedarniho programovéni, tj. tak, aby minimalizovand funkce i vSechny funkce
definujici omezeni byly linearni.

Cviceni 0.4: Optimalni obsazeni smén.
Uvazujme vyrobni linku s nepfetrzitym sménnym provozem. Pracovni den je rozdélen na 4 smény po
6 hodinach. Minimalni poc¢et pracovniku potiebny pro préci v jednotlivych sméndch je poradé 4, 8, 8,
6 pracovniki. Kazdy pracovnik pracuje 2 smény za sebou a nesmi byt znovu zafazen v nasledujicim
pracovnim dnu.

S jakym miniméalnim poc¢tem pracovniku lze smény pozadovanym zpusobem obsadit?

Formulujte jako tlohu linearniho programovani, tj. tak, aby minimalizovana funkce i vSechny funkce
definujici omezeni byly linearni.

Cviceni 0.5: Racionalni vyuziti skladu.

Ve skladu o celkové kapacité C' je na zacitku sledovaného obdobi uskladnéno mnozstvi A néjaké neo-
mezené délitelné komodity, napt. uhli, pisku, rudy, atd. Nasim tkolem je naplanovat optimalné vyuziti
skladu po n po sobé jdoucich obdobi tak, aby zisk z provozu skladu byl maximalni. Pficemz, x; je mnozstvi
komodity prodané béhem i-tého obdobi za jednotkovou cenu b;. Ridicimi proménnymi jsou y; oznacujici
rozhodnut{ kolik komodity se dokoupi na konci i-tého obdobi za jednotkovou cenu c¢;.

Cviceni 0.6: L,-regrese.
Uvazujme tlohu prolozit pifimku danymi body v roviné tak, aby soucet absolutnich hodnot odchylek na
y-nové ose byl minimalni. Tj. tlohu

min{Z|yi—a—bxi| : a,beR}.
i=1

Formulujte jako ulohu linedarniho programovani, tj. tak, aby vSechny funkce vystupujici v tloze byly
linearni.



Cviceni 0.7: Optimalni osevni plan.
Zemédélsky zavod mé pozemky Py, Ps, ..., P, orozlohach ry, ra, ..., r,, hektaru a péstuje kultury K,
Ky, ..., K. Otekévany vynos z jednoho hektaru kultury K; na pozemku F; je K¢ ¢; ;.
Ukolem je sestavit pro tento zemédélsky podnik osevni plan tak, aby otekdvany vynos byl maximélni.
Formulujte jako ulohu linearniho programovéni, tj. tak, aby minimalizovand funkce i vSechny funkce
definujici omezeni byly linearni.
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Kapitola 1

Teorie linearniho programovani

V této kapitole budeme pouzivat vektory, matice a jejich podvektory a podmatice. Dohodnéme si proto
predem vhodné zptisoby oznaceni.

Uvazujme obecné kone¢né indexové mnoziny I, J.

1.1

Vektorem rozumime sloupcovy vektor a = (a;, i € I) € R a pro S C I budeme oznacovat jeho
podvektor as := (a;, i € S) € RS.

Maticf rozumime A = (A, ;, i € I, j € J) € RI*/ kde prvn{ index oznacuje iddek a druhy sloupec,
apro S C I, T CJ jeji podmatici Agxr := (A;;, i €S, j€T)e R,

Pokud I = {1,2,...,m}, J = {1,2,...,n}, pak budeme R’ a R’*7 zkracovat na R" a R"™*",

Pro z € R! zavedeme mnozinu nulovych soufadnic N (z) = {i € I : z; = 0},
mnozinu kladnych soutradnic P (z) ={i €1 : z; >0} a

mnozinu zapornych soutadnic Z (z) ={i € I : z; < 0}.

Formulace a zapis ulohy

V této kapitole se budeme zabyvat tilohami linedrniho programovani (LP)

T
min{c'z : A gz >br,, Anxsx <bp,, Apxgz=Dbp, zj >0, 35, <0, x5 €eR}, (1.1)
max {CTQS : AIIXJJU > by, A12XJ$ <by,, A[SXJQS =br,, 5 >0, z;, <0, z;, € RJ3}, (1.2)

kdec € R/, b e R, A € RI*/ card (I) = m, I, I, I3 C I jsou disjunktni a I; UI,U I3 = I, card (J) = n,
Ji, Ja, J3 C J jsou disjunktni a J; U Jo U J3 = J.
Ulohu muzeme rozepsat do jednotlivych slozek

minimalizovat (nebo maximalizovat) Z CT;
j€d
za podminek Z A;jx; > by, pro kazdé i € Iy,
JjeJ
ZAi,jxj < bi, pro kazdé i € IQ,
jeJ

11
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ZAi,jin = b;, pro kazdé i € I,
Jje€J

x; > 0, pro kazdé j € Jp,

z; <0, pro kazdé j € Js,
reR’.

Budeme fikat, ze uloha linearni programovani je ve

standardnim tvaru, jestlize I =0, I =0, Jo =0, J3 = 0;

tvaru nerovnosti, jestlize bud Io =0, I3 =0, Jo =0, Js=0nebo Iy =0, I3 =0, J, =0, J3 = 0;

smiSeném tvaru v ostatnich pripadech.

V dloze linearniho programovani lze jednoduchymi transformacemi pfevadét rovnosti na nerovnosti,
nerovnosti na rovnosti, nezapornost proménnych na nekladnost, atd. Témito transformacemi jsou

Vyndsobenim koeficientu v tcelové funkci —1, lze zménit minimalizaci na maximalizaci a opa¢né.
Vynasobenim nerovnosti koeficientem —1, lze ,, otdcet“ nerovnosti.
Vynésobenim proménné —1, 1ze nekladnost proménnych ménit na nezapornost a opacné.

Nerovnost ) jes Aijz; = b zmeénime na rovnost zavedenim skluzové promeénné

ZALJ'.TJ'*’U:bi, UZO
JjeJ

V tcelové funkei této nové proménné piitadime nulovy koeficient.

Nerovnost Y jed A; jx; < b; zménime na rovnost zavedenim skluzové proménné

ZAi,jxj"_v:bi; UZO
jeJ
V ucelové funkei této nové proménné prifradime nulovy koeficient.

Rovnost Y. ; A; jx; = b; 1ze ekvivalentné vyjadrit jako dvé nerovnosti

ZAi,jxj > b;, ZAi,jl'j < by,

JjeJ jeJ

jeJ

které musi byt splnény soucasné.
Kazdou proménnou z; pro j € J3 muzeme zaménit rozdilem dvou nezdpornych proménnych

xj:w+—w_, w+20, w- > 0.

Vsechny uvedené transformace lze pouzit také obracené. Je vSak tfeba dat pozor, aby §lo opravdu
o inverzni operaci !

Pomoci téchto transformaci lze prevadét jednotlivé typy tlohy linedrniho programovani jeden na druhy.

Definice 1.1 MnozZinu

M:={z : A, xjz >by,, Anxsz <bp,, Axsz="by,, x5, >0, x5, <0,z € R’} (1.3)

budeme nazyvat mnozZinou pripustnych reseni dlohy (1.1).
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1.2 Grafické reSeni tlohy linearniho programovani

Priiklad 1.2: Uvazujme ulohu

minimalizovat T — X9,
za podminek 2x1 + xo >
—3x1 + 222 <
T+ T2 < 4,
x1 >0, xz9 >0.

Mnozina piipustnych feSeni je mnozina

M:{(.’tl,l'z) : 2$1+$222, —3(E1+2{E2§6, $1+$224, 1'120, {EQZO}

e

Obrazek 1.1: Mnozina M z prikladu 1.2

Jednd se o konvexni pétithelnik s vrcholy (é), (3), (1%8), (g), (g); viz obrazek ¢.1.1.

Vyneseme-li si rovnobézky x; — 29 = k pro k = 0,—1,—2, zjistime, Ze funkce f(z1,22) = 21 — 22

2
nabyvé svého minima na mnoziné M v bodé ().

5
2

5

18

Optimdln{ fesenf dané tlohy je tedy &1 = £, #2 = % a optimalni hodnota 1icelové funkce je
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Priiklad 1.3: Uvazujme ulohu

minimalizovat T — X2,

za podminek 2x1 + 22 > 2,
731’1 + 21‘2 S 6,
T+ X2 S _1a

z1 20, T3 > 0.
Mnozina piipustnych feSeni je mnozina
M:{($1,$2) : 23’]1 +IIZQZQ, 73$1+21'2§6, $1+‘T2§71, x120, SCQZO}:@

Uloha tedy nema zadné ptipustné feseni a tim paddem nemd ani zaddné optimalni feseni.

Piiklad 1.4: Uvazujme ulohu

minimalizovat T1 — To,
za podminek 2x1 + x2
—3x1 + 229
x1 >0, z9 >0.

> 2
< 6

Mnozina piipustnych feseni
M = {(21,72) : 221 + 22 > 2, =321 + 222 <6, 11 >0, 22 >0}

je neomezena. Vsechny rovnobézky x1 —x9 = kprok =1,—1,—2,—3,.... maji s M neprazdny prunik.
To znamenad, ze funkéni hodnoty ucelové funkce na M neomezené klesaji. Proto tloha nemd optimalni
feseni.

Priiklad 1.5: Uvazujme ulohu

minimalizovat  2x; — xo,
2,
6,

za podminek 2x1 + x2
*31‘1 + 21’2
z1 >0, x3 > 0.

>
<

Vime, ze mnozina piipustnych Feseni
M = {(x1,22) : 221 + 39 > 2, =321 + 229 <6, 21 >0, 29 >0}

je neomezend. Z obrazku pak zjistime, ze tloha mé optimélni feSeni £; = 0, Z2 = 3 a optimélni
hodnota ucelové funkce —3.
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Priiklad 1.6: Uvazujme ulohu
minimalizovat  3x; — 2x9,

za podminek 221 + 22
—3x1 + 229
z1 20, 3 > 0.

)

2
< 6

7Z grafického znazornéni ulohy zjistime, ze optimalni hodnota ucelové funkce —6 a nabyva se ji ve vSech
bodech tvaru &1 = %)\, To =3+ %)\ pro A > 0.

Piiklad 1.7: Uvazujme ulohu

minimalizovat  3x; — 2z,

za podminek 2x1 + X2 > 2,
731‘1 + 2()’]2 S 6,
T + T2 S 47

z1 20, T3 > 0.

Z grafického znazornéni ulohy zjistime, Ze optimalni hodnota tcelové funkce —6 a nabyva se ji ve vSech
bodech tvaru &1 = %)\, To =3+ %)\ pro0 < A< 1.

Cviceni 1.8: Optimalni vyrobni plan.
Podnik vyrabi dva vyrobky, ozna¢me je A, B, které musi projit zpracovanim na ¢tyfech strojich, oc¢islujme
je I, II, II1, IV. Doba potiebné k opracovani vyrobkiu a kapacita stroju jsou uvedeny ve vhodnych
casovych jednotkach v nasledujici tabulce:

1 I 1II 1v
A 2 4 3 1
B T2 1 4
Kapacita | 456 100 300 50

Prodejni cena hotového vyrobku A je K¢ 60 a hotového vyrobku B K¢ 40.
_V jaké poméru je treba vyrabét dané vyrobky, aby celkova produkce méla maximalni prodejni cenu?
Reste graficky.

Cviceni 1.9: Reste graficky tlohu
maximalizovat 45x1 + 30z,

za podminek 2x1 + 10z5 > 60,
6x1 + 64 < 60,
1021 + a9 < 85,

> 0.

1 >0, T2
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1.3 Farkasova véta
Mnozina vSech piipustnych feseni tlohy (1.1) muze byt prazdnd, jak ukazuje nédsledujici piiklad.
Priiklad 1.10: Uvazujme tlohu
min {2z + @9 —3x4 : x1 + 22+ x3=1, 207 + 303 — x4 =6, x1 > 0,29 > 0,23 > 0,24 > 0}.
Mnozinou piipustnych feseni pro tuto tlohu je
M = {x€R4 txyt+axetax3 =1, 201+ 323 —x4 =6, x1 > 0,29 > 0,23 > 0,24 20}.
Proménné z3 a x4 muzeme vyjadiit z ostatnich

M_{x€R4~ Ty +a9 <1, 221 + 32 > 6,23 = 1 — 21 — T2, T4 = 271 + 372 — 6, }

1 20,220 20,23 20,24 > 0
Staci tedy uvazovat pouze prumét do roviny z; a xa.
M= {x€R2 s+ a0 <1, 221 + 329 > 6,21 > 0,29 20}.

Tato mnozina je vSak prazdna.
Tudiz M = .

Nutnou a postacujici podminku k tomu, aby mnozina ptipustnych feseni byla neprazdnd, predstavuje
nasledujici véta.

Véta 1.11 (Farkasova véta): Necht A € R™*™ je matice a b € R™ je vektor. Pak md soustava Ax = b
nezdporné teiend tehdy a jen tehdy, kdyz pro vsechna u € R™ spliugici podminku ATu > 0 platib"u > 0.

Ozna¢me I ={1,2,...,m} a J={1,2,...,n}.

1. Nutnost.
Kdyz 2 >0, Ax =b,u € R™, ATu >0, pak plati bTu =2"ATu > 0.

2. Postacitelnost.
Predpokladejme, ze soustava Ax = b nema nezaporné feseni a podminka plati.

Pak b nepatii do konvexniho polyedrického kuzele generovaného sloupci matice A, tj.
b¢ K :=pos (Alx{1}7AI><{2}a e ,Alx{n}), kde Ay 1y, Arxi2y, - -+ Arx{n) jsou sloupce matice A.

K je nepréazdnd konvexni uzavienda mnozina a tak jsou splnény predpoklady véty 3.3. Podle ni
existuje u € R™, u # 0 tak, ze u' b < inf {uTy NS K}.

Pro kazdé j =1,2,...,na XA >0 je Ay ;3 € K a proto u'h < /\uTAIX{j}.
Odtud pro kazdé j = 1,2,...,nplati u'b < 0 < uTAIX{j}.
Coz jinymi slovy znamend b'u < 0 a ATu > 0.

Tim jsme se dostali do sporu s podminkou a tak nezdporné feseni musi existovat.
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Tvrzeni Farkasovy véty je ndzorné. Bud ma soustava Az = b nezdporné feseni, nebo lze nalézt takovou
linearni kombinaci rovnic soustavy, ze na levé strané vznikne linearni forma s nezdpornymi koeficienty a
na pravé strané zaporné cislo.

Priklad 1.12: Uvazujme soustavu z piikladu 1.10

T + T2 + I3 = 1,
2£E1 + 3%2 — X4 = 6.

Vynasobime-li prvni rovnici tfemi a ode¢teme-li od ni druhou rovnici, dostaneme

1 + 3r3 + x4 = 3.

Tudiz vektor ( _i’ ) porusuje podminku z Farkasovy véty, véta 1.11.

Soustava proto neméa nezaporné feseni.

Samotnd Farkasova véta vSak jesté nefesi otdzku existence optimdlniho Feeni ulohy (1.1). Snadno
zkonstruujeme piiklad, kdy je mnozina pripustnych feSeni neprazdnd, ale optimalni feSeni tlohy neexis-
tuje.

Piiklad 1.13: Uvazujme tlohu

minimalizovat —x; — a9,
za podminek  2x; — s — T3 = -2,
-1 + 2z - x4 = -1,

$1207 x2207 x320a $420

Ulohu muizeme prepsat do tvaru

minimalizovat —xz; — a9,

za podminek  2x; — 1z > =2
—r1 + 2z > -1,
I3 = 2 + 22131 — o,
ry = 1 - x1 + 2z,

z1 >0, x3 > 0.

Proménné x3 a x4 jsou jednoznacné vyjadiené pomoci 1 a x2 a jejich nezdpornost vychézi automa-
ticky. Muzeme je proto v tuto chvili zapomenout a fesit tlohu pouze s dvéma proménnymi.

minimalizovat —x; — o,
za, podminek 21 — Ty >
—x1 + 2.’£2 > = 13

$120; 'TQZO

Mnozina piipustnych feseni této tlohy je neomezena a tcelova funkce na ni neomezené klesa. Uloha
nemad optimélni feseni.
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Jind ucelova funkce vsak na stejné mnoziné svého optima nabyva.

Priklad 1.14: Uvazujme tlohu

minimalizovat 3x; — o,
za podminek  2xy — Ty — I3 = -2,
—r1 + 2x9 - T4 = — 17

120, 29 20, 23>0, 74 > 0.

7 podminek sestavime novou rovnici. Prvni rovnici vynasobime %, druhou % a secteme je. Dostdvame
rovnici
3 1 11
X1 — T2 — =3 — Ty — ——.
3 3 3
’ . ~ a con ) . ~ o ~ ~ o/ ’ v o~ s’ . 11
Z nezdpornosti proménnych x3 a x4 zjiStujeme, Ze na mnoziné pripustnych fesenf je 3z1 —z2 > — 5.
Obdobnym postupem jako v piikladé 1.13 prejdeme k tloze

minimalizovat 3x1 — a9,
za podminek  2x; — xo >
—r1 + 2z > -1,

120, 3 > 0.

Tuto dlohu graficky vyfesime, viz .

Zjistime tak, ze optimum tulohy je v bodé & = a optimalni hodnota ucelové funkce je —2.

oL O N O

Véta 1.15 (Existence optiméalniho feseni): Necht mnoZina

M={zeR": Az =0b, >0} #0. (1.4)
Kdyz existuje redlné ¢islo v tak, Ze

pro libovolné x € M plati ¢"x > ~, (1.5)

pak existuje optimdini resent ulohy
min {ch cxeM}. (1.6)
Ozna¢me 9 := inf {cTa: T € M}
Za platnosti (1.4) a (1.5) vime, ze ¢ € R, specidlné 9 > ~.

Pomoci Farkasovy véty ukazeme neprazdnost mnoziny

Qz{xER”:Amzb,chzﬁ,xZO}. (1.7)

Mnozinu @ muzeme zapsat jako Q@ = {x € R" : Dx =d, = > 0}, kde D = < fr > ad= < g )

Ovéiime podminku z Farkasovy véty, véta 1.11.



19

Vezméme proto u = ( It} ) € R™*t1l kde v € R™ at € R takové, ze
D'u=ATv+te>0. (1.8)
Kazdé © € M je nezdporné a Az = b. Proto pro né plati
0<z'ATv+tz'c=b"v+tz'e (1.9)

Vezméme posloupnost piipustnych feseni zp, k € N tak, aby hodnoty icelové funkce x;—c konvergovaly k
. Pak limitnim pfechodem dostaneme

0<bTo+td=d u. (1.10)

Matice D a vektor d spliuji podminku z véty 1.11.
Tudiz mnozina Q # (0, coz znamend, Ze uvazovan tloha m4 optimaln{ feseni.

Ve vété 1.15 je podstatnd linearita ucelové funkce, jak ukazuje néasledujici priklad.

Piiklad 1.16: Ulohy

min{e_:’: x>0, xe]R},
1

min{:le, xeR}
T

maji konvexni ucelovou funkci, kterd je zdola omezend. Ani jedna z nich vsak nemda optimdlni feSeni.

Farkasova véta je soucésti teorie linedrnich nerovnosti zpracované na pocatku 20. stoleti mad arskym
matematikem J. Farkasem. Dodnes je pravem pocitana k zakladnim vétam linearni algebry. Jeji po-
moci jsme dokazali vétu 1.15, kterd pfesné vymezuje podminky, kdy tloha linearniho programovani ve
standardnim tvaru ma optimdlni feSeni. Neni vSak snadné ovérit podminky (1.4), (1.5). Dosud také
nemame zadnou predstavu, jak optimalni feSeni 1ilohy nalézt. Musime proto hloubéji prostudovat struk-
turu mnoziny piipustnych feseni.

1.4 Struktura mnoziny pripustnych reSeni

V této kapitole budeme vysSetfovat strukturu mnoziny pifipustnych feseni tlohy linearntho programovani
ve standardnim tvaru. To znamena strukturu mnoziny

M={zxeR": Az =0, z > 0}, (1.11)
kde A € R™*" b e R™.
Véta 1.17: Mnozina (1.11) je konvexni polyedrickd mnoZina. Specidlné je konvexni a uzaviend.

Evidentné

m n

M:ﬁ "EeRnliAi’jithbi ﬂﬂ xER":iAi’jxjgbi mn{IEERnZIEjZO}.
i=1 j=1 i=1 j=1 j=1

Mnozina je prunikem uzavienych poloprostorii a je tedy konvexni polyedrickou mnozinou.
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Véta 1.18: MnoZina optimdlnich reSeni ulohy linedrniho programovdni ve standardnim tvaru
min{c'z : Az =0, >0, z€R"} (1.12)
je konvexni polyedrickd mnoZina.
: Mnozinu optimélnich feSeni muzeme zapsat jako mmnozinu
M*:{xeR" cclx=~%, Az =b, xZO}, kdev*:inf{cTa: : Az =0, a:ZO}.

Mnozina je tedy tvaru (1.11) a tak podle véty 1.17 je konvexni polyedrickou mnozinou.

Nyni si uvedeme charakterizace krajnich bodu a krajnich sméri.
Véta 1.19: Pro mnozinu (1.11) plati
ext (M) ={y €M : h (A,,xp(y)) = card (P (y))} . (1.13)
: Necht 2 € M.

1. Nutnost
Predpokladejme, ze matice Aryp(,) nema plnou sloupcovou hodnost.
Pak existuje t € R™, t # 0 takové, ze t; = 0 pro j € N (z) a At = 0.
Pak existuje p > 0 takové, ze 2' =z +ut € M, 22 = = — ut € M.
Pak viak z! # 2% a x = 12! + a2
Tudiz x neni krajnim bodem M.

2. Postacitelnost
Predpokladejme, Ze matice Aj,p(,) ma plnou sloupcovou hodnost.
Vezméme z1,22 € M, 0 < A < 1 takové, 7e z = Azl + (1 — \)z2.
Potom P (z) D P (z'), P (x) D P (2?).
Pak vsak A7y p(2)Tpz) = b, A[X'p(r)fl'%j(z) =, A[Xp(x)m%(x) =b.

Soustava vsak m4 jednoznaéné uréené fegeni a proto x = z! = 2.
Tudiz = je krajnim bodem M.
Nyni o krajnich smérech.
Véta 1.20: Pro mnozinu (1.11) plati, Ze
direct(M) ={z € R" : Az =0, = > 0} (1.14)

je konvexni polyedricky kuzel.
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Nejdiive si uvédomme, ze (1.14) opravdu charakterizuje sméry mnoziny M. Vezméme néjaké
T € M a uvédomme si néasledujici ekvivalence:
sedirect(M) < VteRyjei+tseM
< VteRyjeA@+ts)=0b, T+ts>0
<— As=0, s>0.
Vime, ze mnozina direct (M) je konvexni kuzel. Indukef podle m, poctu rovnic v soustave, ukézeme, ze
direct (M) = pos (W), kde W C R" je konetnd mnozina.
1. Nechf m = 1.
Tudiz direct (M) = {z € R" : Tz =0, x> 0}, kde n € R™.

Sestavme mnozinu W takto:

(a) Pro j € N (n) priddme e;.,,, do W.
(b) Proj € P(n) ak e Z(n) piiddme |nx|e;.n + njep.n do W.

Evidentné W C direct (M), nebot pro kazdé w € W plati n " w = 0. Tudiz pos (W) C direct (M).

Predpokladejme, Ze direct (M) \ pos (W) # 0.
Pak kazdy bod z této mnoziny musi mit alespon jednu slozku kladnou.

Vezméme y € direct (M) \ pos (W) takové, ze ma mezi viemi body této mnoziny nejmensi pocet
kladnych slozek.

Vezmeéme libovolny index j € P (y). Nyni jsou préavé tfi moznosti.

(a) n; =0
Pak ej., € W. Oznacme 0 = y;je;.,, a § =y — 0.
Potom y = § + 0, § € direct (M), © € pos (W) a P () =P (y) \ {j}-
(b) n; >0
Pak musi existovat index k € {1,2,...,n} takovy, Ze yr > 0 a g < 0. Jinak by nemohlo platit
n'Ty =0 a y by nebylo prvkem direct (M).
Tudiz v = |77k|ej n —|—77]e;€ n € W.
i. Kdyz %

2k potom oznacime v = In Iv afy=y—1.

|7Ik
Platly—y—l—v g € direct (M), o € pos (W) aP () =P (y)\ {j}.
ii. Kdyz 2 = y’?, potom oznacime ¥ = v a § =y — 0.
(k] [k |
Platl’y:g—HJ g € direct (M), o € pos(W) a P () =P (y) \ {4, k}.
iii. Kdyz |;7 | > Y ,potom oznac¢ime 0 = Z—’;v ay=1y—7.
Plati y = § 4 7, § € direct (M), @ € pos (W) a P (§) = P (y) \ {k}.
(¢) m; <0

Pak mus{ existovat index k € {1,2,...,n} takovy, Ze y; > 0 a n; > 0. Jinak by nemohlo platit
n'y =0 a y by nebylo prvkem direct (M).
Tudiz v = nkej n+ |17j\ek;n cW.
i Kdyz In it potom oznacime v = %v ay=y—7.
Plat{ y =g+ 0, g €direct(M), o € pos(W) aP (@) =P\ {j}
ii. Kdyz 7% = ¥ potom oznaéime ¥ = Z—;v afg=1y—7.
Plati y = g + 17 g € direct (M), v € pos (W) a P (3) =P (y) \ {4, k}.
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iii. Kdyz z—; > I'Z—’?l, potom oznaéime ¥ = %v afg=1y—7.
J

J

Plati y = g+ 9, § € direct (M), 0 € pos (W) a P (g) =P (y) \ {k}.

Ve vsech tiech pfipadech jsme vyjddfili uvazovany bod jako soucet y = § + 0, kde § € direct (M) a
¥ € pos (W). Avsak § ma méné kladnych slozek nezli bod y. Protoze y ma nejmensi pocet kladnych
slozek mezi vemi body mnoziny direct (M) \ pos (W) musi nutné § € pos (W).

Proto y € pos (W), coz je ve sporu s nasim pfedpokladem.

Ukézali jsme, ze direct (M) = pos (W).

. Necht tvrzeni plati pro 1,2,...,m.

. . B
Méjme soustavu m + 1 rovnic Az =0a A = < nT )
Z indukéniho predpokladu pro prvnich m rovnic existuje koneéna mnozina Wy C R™ tak, ze

{r €eR" : Bx =0, x >0} =pos ().

Sestavme z vektoru mnoziny W matici Wl. Pak

{r €eR" : Bz =0, xZO}:pos(Wl):{Wl,u:peRwl, ,uzﬂ}.

Mnozinu, kterou studujeme muzeme prepsat nasledovné

{r eR": Az =0, >0} = {xeR”:Bx:Q UT,T:O,:L‘ZO}
= {Wlu:nTWm:O,ueRW%uzO}.

Mnozina {u e R™ . UTWLu =0, u> 0} je vSak mmnozina typu, ktery vySettujeme a je zadédna
jedinou rovnici.

Z indukéniho pfedpokladu proto existuje konetnd mnozina Wa C RW1 a potazmo z jejich vektort
sestavend matice Wy tak, ze

{ueRWl : nTwlu:Q uZO} :pOS(WQ):{WQV s veRW2 1/20}.

Dosadime-li toto pozorovani do predchozi rovnosti dostavame

{r eR" : Ax =0, xZO}:{W1W2V cveRM2, VZO}.

Oznacfme-li W = Wlwg a mnozinu sloupcu této matice jako W, pak

{r eR" : Az =0, JUZO}:{WV cv e Rz VEO}:pos(W).

Tim jsme ukazali, Zze i pro m + 1 rovnic je studovand mnozina konvexnim polyedrickym kuzelem.
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V dukazu véty 1.20 jsme vlastné konstruovali krajni sméry mnoziny (1.11). Vse lze shrnout do
nasledujici charakterizace.
Véta 1.21: Konvezni polyedricky kuzel
direct (M) = {x € R" : Az =0, =z > 0}, (1.15)
je generovdan mnozZinou svyjch krajnich sméri
extd (M) = {y € direct (M) : h (Apmxp(y)) = card (P (y)) — 1, |lyl| =1}. (1.16)
Plati tedy direct (M) = pos (extd (M)).
: Viz [6].

Piiklad 1.22: Chceme popsat vSechna nezdpornd feseni homogenni rovnice o Sesti neznamych
5y1 —3y2 +2ys —ys =0, y > 0, y € R’

Podle véty 1.20 vime, ze kazdé takové feseni je tvaru y = Wy, p > 0. Matici W sestavime postupem
vylozenym v dikazu této véty

S OO+ OO
O = OO OO
OO OO UtWw
TGO O O O+
O O W o NnOo
OO OO

Pokud mé matice A plnou fadkovou hodnost, hleddme krajni body a krajni sméry mnoziny piipustnych
feSeni pomoci regularnich podmatic matice A.

Lemma 1.23 Necht h (A) = m. Pak

1. Projdeme vsechna S C {1,2,...,n} takovd, Ze card (S) = m, Arxs je requldrni matice a A;Xlsb > 0.
Toto reseni doplnime nulami na vektor x tak, Ze Tp () = AI_Xle. Pak x € ext (M). Nalezneme takto
vSechny krajni body M.

2. Projdeme vSechna S C {1,2,...,n} takovd, Ze card (S) = m + 1, h(Arxs) = m a existuje & > 0,

§ # 0 takové, Ze Arxs§ = 0. Toto Teseni doplnime nulami na vektor x tak, Ze xp(,) = &. Pak
Tt € extd (M). Nalezneme takto vsechny krajni sméry M.

¢ Kdyz je x krajnim bodem mnoziny pfipustnych fesSeni, pak podle véty 1.19 jsou sloupce matice
A odpovidajici jeho kladnym slozkdm nezavislé. Nemuze jich proto byt vice nezli je hodnost matice A.
Déle jde k témto sloupcum vzdy ptridat dalsi sloupce matice A tak, ze vznikla matice ma plnou sloupcovou
hodnost a ta je rovna hodnosti matice A, tj m. Reseni piislusné rovnice je pak uréeno jednoznaéné a musi
jim byt zadany krajni bod z. Proto kazdé matici sestavené ze sloupcu matice A, kterd je reguldrni,
odpovidé nejvyse jeden krajni bod. Téchto matic je nejvyse (}1(714)) a proto ani krajnich bodu nemuze
byt vice.

Podobnou tuvahou s vyuzitim véty 1.21 dokazeme charakterizaci krajnich sméru.
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Ukéazeme si, ze mnozinu piipustnych fesSeni lze rozlozit na soucet konvexniho polyedru a konvexniho
polyedrického kuzele. Nejdiive definujme pomocnou mnozinu, muzeme ji fikat napiiklad ,, dno mnoziny “
M7,

btt (M) = {z €M : neexistuje y € direct( M), y#0, y <z}. (1.17)
Véta 1.24: Pro mnozinu (1.11) plati
btt (M) C conv (ext (M)). (1.18)

: Predpoklddejme, Ze btt (M) \ conv (ext (M)) # 0.
Vezméme x € btt (M) \ conv (ext (M)) takové, Ze ze vSech bodu z této mnoziny méd nejmens{ pocet
kladnych slozek.
Pak Aj.p2)Tp) = b a matice Ay p(,) neméd plnou sloupcovou hodnost.
To znamens, ze existuje t € RP(®) | ¢ £ 0 netrividlni FeSeni soustavy Arxp@)t =0.
Vezméme s € R™ tak, ze s; = t; pro j € P (z) as; =0 pro j € N (z).
Evidentné As =0, s #0 a N (s) D N (z).

a) Kdyz s > 0, pak s € direct (M) a existuje a > 0 takové, ze as < x. Coz je ve sporu s predpokladem,
ze x € btt (M).

b) Kdyz s < 0, pak —s € direct (M) a existuje a > 0 takové, ze —as < z. Coz je ve sporu s
predpokladem, ze z € btt (M).

¢) Necht existuje alespoii jedna kladn4 a alespori jedna zédporné slozka vektoru s.
Polozme 2! = x + fs, 22 = x — s, kdeézmax{@ cx+6s>0, 0>0}
af=max{n:xz—ns>0, n>0}

Jiste 0> 0,7 >0, P (z1) C P (x), P (2?) C P(a), P (a') £ P (z), P (2%) £ P ().
Tudiz ', 2% ¢ btt (M) \ conv (ext (M)).

1. Vezméme v € direct (M), v #0 a v < xl.
Pak P (v) C P (z') C P ().
Proto existuje a > 0 takové, ze av < x.
Vime, ze = € btt (M) a tak nutné v = 0.
To ale znamend, ze ' € btt (M).

2. Obdobné se ukaze, ze z2 € btt (M).

Zjistujeme tedy, ze z!, 2% € btt (M) N conv (ext (M)).
3 — 0 1 6 .2
Dale x = e + I

Bod z jsme vyjadiili jako konvexni linedrni kombinaci bodu z konvexni mnoziny conv (ext (M)).

Tudiz = € conv (ext (M)), coz je spor s nasim pfedpokladem.

Tim je inkluze (1.18) ukdzéna.
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Véta 1.25: Pro mnozinu (1.11) plati M = btt (M) + direct (M).

1. Kdyz je mnozina (1.11) préazdnd, pak M = btt (M) + direct (M), protoze
btt (M) = 0 a direct (M) = pos () = {0}.

2. Necht je mnozina (1.11) neprdzdn.
Pak také btt (M) a direct (M) jsou neprazdné.

Vezméme p € btt (M) a k € direct (M), pak p + k € M podle lemmatu 1.30, nebot M je uzaviend
konvexni mnozina.

Tudfz M > btt (M) + direct (M).

3. Necht je mnozina (1.11) neprazdnd a = € M.

Pak jsou dvé moznosti.

(a) Necht z € btt (M), pak viak také x € btt (M) + direct (M).
(b) Necht x ¢ btt (M).
Pak existuje y € direct (M), y # 0 takové, ze y < x.
Ozna¢me (i = max{p : x — py >0, u > 0}.
Pak =2 —jyeMaP(z) CP(x), P(Z)#P(x).
Postup opakujeme pro z.
Po konecné krocich se postup zastavi tak, ze & € btt (M).

Ziskame tak bod z jako soucet bodu z btt (M) a kone¢né bodu z direct (M). Jinak feGeno
x € btt (M) + direct (M).

Tudiz M C btt (M) + direct (M).
Ukézali jsme, ze M = btt (M) + direct (M).

Véta 1.26 (rozklad mnoziny pifpustnych feseni): MnoZina (1.11) je souctem konvexntho polyedru a
konvexniho polyedrického kuZele. Specidlné M = conv (ext (M)) 4 pos (extd (M)).

¢ Plyne ptimo z vét 1.25 a 1.24.

Priklad 1.27: Rozlozme mnozinu pripustnych feseni z piikladu 1.13.
M= {x€R4 1201 — o — w3 =—2, —x1 +209 — x4 =—1, v1 >0, x5 >0, 23>0, x420.}

Nejdiive najdeme krajni sméry.

1. S jednou kladnou slozkou neni zddny krajni smér, nebot matice A neobsahuje nulovy sloupec.

2. Se dvéma kladnymi slozkami nenf zaddny krajni smér, nebot vSechny podmatice typu 2 x 2 matice
A jsou regularni.
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3. Pro krajni smér se tfemi kladnymi slozkami jsou ¢tyfi moznosti.
(a) 221 — 29 — 23 =0, —xq + 225 = 0 s fefenim (2,1,3,0)".
(b) 221 —x2 =0, —x1 + 2x9 — x4 = 0 s FeSenim (1, 2,0,3)T.

(¢) 221 —x3 =0, —z1 — x4 = 0 s feSenim (1,0, 2, —l)T. Bod nevyhovuje protoze m4 jednu slozku
zapornou.

(d) —x9 —x3 =0, 229 — x4 = 0 s Fesenim (0,1, —1, 2)T. Bod nevyhovuje protoze ma jednu slozku
Z4apornou.

Nyni najdeme krajni bod.

Matice A mé hodnost 2. Proto libovolny sloupec matice A 1ze doplnit néjakym dalsim sloupcem matice
A na reguldrni matici. ReSeni pifslusné rovnice je pak uréeno jednoznaéné. Proto musi vyjit krajni bod
s kterym jsme zacali.

Staci proto uvazovat pouze podmatice matice A, které jsou typu 2 x 2 a regularni.

1. 2z — @y = =2, —wy + 205 = —1 s FeSentm (—2,—%,0,0) .
Bod nevyhovuje protoze ma dveé slozky zaporné.

2. 2x1 —x3 = —2, —xr; = —1 s FeSenim (1,0,4,0)T.

3. 21 = -2, —x1 — x4 = —1 s feSenim (—1,0,0,2)T.
Bod nevyhovuje protoze ma jednu slozku zapornou.

4. —x9 —x3 = —2, 2x9 = —1 s feSenim (0,—%7 %,O,O)T.
Bod nevyhovuje protoze ma jednu slozku zapornou.

5. —xg = —2, 229 — x4 = —1 s FeSenim (0,270,5)T.

6. —x3 = —2, —x4 = —1 s feSenim (0,0, 2, 1)T.

Dand mnozina mé rozklad M = conv (ext (M)) + pos (extd (M)), piicemz

2 1 1 0 0
1 1 1 2 0 2 0
extd (M) =< — ,—— , ext (M) = , ,
(M) JVia | 3 vial O (M) 4 0 2
0 3 0 5 1
Jesteé si uvédomme, jak vypada ,, dno této mnoziny

1 0 0 0

0 0 2 0

btt (M) = conv 4 0] 9 U conv o || 2

0 1 5 1

Krajni body a krajni sméry mnoziny piipustnych feseni mame piesné popsany. Umime proto odhad-
nout jejich pocet.

Lemma 1.28 Je-li x krajnim bodem M, pak card (P (z)) < h(A) < m, a je-li s krajnim smérem M, pak
card (P (s)) <h(A)+1<m+1.

Mnozina M md nejuyjse (h&)> krajnich bodu a nejuijse (h(A)_H) krajnich sméri.
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¢ Kdyz je x krajnim bodem mnoziny ptripustnych feSeni, pak podle véty 1.19 jsou sloupce matice
A odpovidajici jeho kladnym slozkdm nezavislé. Nemuze jich proto byt vice nezli je hodnost matice A.

Déle jde k témto sloupctum vzdy pridat dalsi sloupce matice A tak, ze vznikld matice mé plnou sloupcovou
hodnost a ta je rovna hodnosti matice A. ReSeni pfislusné rovnice je pak uréeno jednozna¢né a musi jim
byt zadany krajni bod x. Proto kazdé matici sestavené ze sloupcu matice A, kterd m4 plnou sloupcovou

hodnost rovnu hodnosti A, odpovida nejvyse jeden krajni bod. Téchto matic je nejvyse h&)) a proto

ani krajnich bodu nemuze byt vice.

Podobnou tdvahou s vyuzitim véty 1.21 zjistime, ze krajnich sméru nemuze byt vice nez (h( 147; +1>.

Dalsim dusledkem je nésledujici tvrzeni o existenci piipustného feseni ilohy LP ve standardnim tvaru.
Véta 1.29: Mnozina pripustniych teseni M je neprdzdnd tehdy a jen tehdy, existuje-li krajni bod M.
: Podle véty 1.26 vime, ze M = conv (ext (M)) + pos (extd (M)).
Pak krajni body polyedru conv (ext (M)) se shodujf s krajnimi body M.

Tudiz M je neprézdnd tehdy a jen tehdy, kdyz polyedr conv (ext (M)) je neprézdny a to je tehdy a jen
tehdy, kdyz polyedr conv (ext (M)) m4 krajni bod a to je tehdy a jen tehdy, kdyz M m4é krajni bod.

Definice 1.30 Krajni bod M nazveme nedegenerovany, md-li pravé h (A) nenulovych sloZek.

Uloha linedrniho programovdni ve standardnim tvaru se nazyvd nedegenerovand, jestlize kazdy krajni
bod jeji mnoziny pripustnych reseni je nedegenerovany.
Piiklad 1.31: Mnozina

MZ{$€R2:2x1+x222, —3x1+ 222 <6, 1 +22 <3, 1 >0, x220}

Véta 1.32: Uloha linedrniho programovdni ve standardnim tvaru
min{c—r;v : Az =b, >0, z € R"} (1.19)
md optimdlni reseni tehdy a jen tehdy, kdyz
i) M={zeR": Az =b, z >0} #0.
ii) ¢'y > 0 pro kazdé y € extd (M).
Ma-li dloha (1.19) optimdlni Tesent, pak se ho nabyvd v krajnim bodé M.

: Existence piipustného feseni je nutnou podminkou pro existenci optimalniho feSeni. Stac¢i tedy
diskutovat podminku ii) za platnosti M # (.
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1. Necht podminka ii) neplati.
Pak najdeme y € extd (M) takové, ze spliiuje ¢y < 0.
K nému existuje m € M tak, ze m + ay € M pro kazdé a > 0.
Dale plati

T

c'(m+ay)=c'm+ac’y — —co pii a — 400.

Tudiz tloha (1.19) nem& optimdlni Feseni.
2. Necht plat{ ii).
(a) Necht z € M.
Podle véty 1.26 vime, ze M = conv (ext (M)) + pos (extd (M)).

Pak existujf A(z) > 0, z € ext (M) s vlastnosti > ) A(2) =1
a p(w) > 0 pro w € extd (M) tak, ze

x = Z AMz)z + Z o(w)w.

z€ext(M) weextd (M)

Potom

'z e’ Z Az)z + Z o(w)w

z€ext(M) weextd (M)
Z Mz)e"z + Z o(w)e"w
z€ext(M) weextd(M)

Z A(2)e"z > min {cTz tz€ext(M)}.
z€ext(M)

vV

(b) Kdyz 2z € ext (M), pak z € M.
Proto plati

min{c'z : z€ M} <min{c'z : z €ext (M)} .

Uloha (1.19) m4 optimaln{ FeSenf a alespoii jedno z nich je krajnim bodem M.

Vysledky shrnuje néasledujici véta.

Véta 1.33 (Zékladni véta linedrniho programovani): Pro dlohu linedrniho programovdni ve standardnim
tvaru, t.j. (1.19), nastdvd pouze jedna ze tii mozZnosti:

a) M =10,
3 T, _ _ - *
b)M?é@axléll&C x=—00 (. M* =0),
c) M* £ 0.
Navic pak
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o je-li M #£ 0, existuje krajni bod M,

o je-li M* # (), existuje krajni bod M, ktery je optimdlnim Fesenim tlohy (1.19).

Pi#iklad 1.34: Uloha
3

min{xl—i—xg : 2$1+$22§, 1 +a0 > 1, 2 €R? 21 >0, $2>0}

Véta 1.32 ndm davéd ndvod jak hledat optimdlni fesenf tlohy (1.19). PouZzijeme zavedené znaceni a
ozna¢ime M mnozinu vsech piipustnych Feseni tlohy (1.19)

Piima metoda feseni tulohy LP

KROK 0: Nalezneme vsechny krajni body mnoziny M a jdeme na KROK 1.

KROK 1: Pokud neexistuje zadny krajni bod mnoziny M, pak jdeme na END 1, jinak pokracujeme
na KROK 2.

KROK 2: Oznaé¢ime si & ten krajn{ bod mnoziny M, pro které nabyva tucelovd funkce tlohy (1.19)
minimélni hodnotu. Jdeme na KROK 3.

KROK 3: Nalezneme vsechny krajni sméry mnoziny M a jdeme na KROK 4.

KROK 4: Pokud je hodnota tcelové funkce na vSech krajnich smérech mnoziny M nezapornd, pak
jdeme na END 3, jinak vybereme krajni smér §, pro néjz je hodnota ucelové funkce zdporna a
jdeme na END 2.

END 1: Uloha (1.19) nemé pifpustné fesen.

END 2: Uloha (1.19) m4 piipustné feseni, ale nema optimdlni feseni, protoze tcelovéd funkce ve sméru
$ klesd na mnoziné ptipustnych feSeni pode vSechny meze.

END 3: & je optimaln{ feSen{ tlohy (1.19).

Piiklad 1.35: Piimou metodou vyfesime tlohu
min{?)xl—xg 22 — a0 —x3 = —2, —x1+ 2209 — x4 = —1, x€R4, 120, 29 >0, 3 >0, 24 20}.

Podle piikladu 1.27 vime, ze M = conv (ext (M)) + pos (extd (M)), pFicemz

2 1 1 0 0
1 1 1 2 0 2 0
extd (M) =< — , —— , ext(M) = , ,
(M) Vi | 3 Via| o (M) 4 0 2
0 3 0 5 1
Ucelové funkce mé na ext (M) hodnoty 3, —2, 0 a na extd (M) hodnoty \/% a ﬁ. Podle véty 1.32

m4 tloha optimdlni feSen{ v bodé (0,2, 0, 5)T a optimélni hodnota je —2.

P#im& metoda je numericky schiudné jen pro velice malé tlohy. Pro nalezeni optimélniho feSeni tlohy
(1.19) se nejcastéji pouziva simplexova metoda, kterd je vlastné Gaussuv eliminaéni algoritmus pro fesen{
soustavy rovnic Az = b doplnény pravidlem pro zachovani nezapornosti feseni a pravidlem, které dbd na
to, aby hodnoty tcelové funkce klesaly. S touto metodou se seznamime v kapitole 1.7.
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1.5 Princip duality v linearnim programovani

V této kapitole se budeme zabyvat dvojici dudlnich tloh linearniho programovéani

min {CTZ‘ s A gz > by, AIQXJI‘ <by,, A]3><J1' =br,, 5 >0, x5, <0, z € ]RJ3}, (1.20)
T T T
maX{bTy (Arxg) y<cn, (Aixn) y=>cn, (Arxy,) y=c, yn, 20, yr, <0, y ERI3},
(1.21)

kdec€ R’ b e RI, A € RI*/ card (I) = m, I, I3, I3 C I jsou disjunktni a [y Ul,UI3 = I, card (J) = n,
Jl, JQ, J3 C J jsou disjunktnl' aJiuJyUJs=J.

Povsimnéme si, ze k zadané loze linedrniho programovani je jednozna¢né ptifazena uloha, kterd s ni
tvori dvojici dudlnich tloh. Toto vsak neni jediny vztah mezi témito dvéma tlohami. Daleko dulezitéjsi
je, ze vyfreSenim jedné z nich, nalezneme také feSeni druhé tlohy z tohoto paru. Na této vlastnosti je
zalozena simplexova metoda, kterd umozinuje efektivni numerické feseni tloh linedrniho programovani.
Kazd4 z téchto tloh také vypovida o stabilité optimélniho feSeni druhé tlohy.

Vlastnosti a teorie dvojice dualnich uloh linedrniho programovéni je soucasti a specidlnim ptipadem
teorie . Souvisi také s pojmem a teorii . Tato
teorie vSak prekracuje ramec této predndsky. Zvidavého ¢tendie odkazujeme na monografii [6], kde jsou
oba dualizac¢ni postupy vysvétleny. P#i odvozovani a vysvétlovani duality v linedrnim programovani
vystacime s pfimymi vypocty.

Vime jiz, ze lze jeden typ tuloh linedrniho programovani ekvivalentné prevadét na jiny typ uloh.
Neni proto potieba pfi odvozovani vztahu a vlastnosti uvazovat obecnou dvojici dudlnich tloh (1.20)
a (1.21). Staé¢i vlastnost ukdzat pro jeden typ dudlni dvojice a pak ji pomoci povolenych transformaci
prevést, prelozit pro obecnou dudlni dvojici. Vlastnosti, které budeme studovat, jsou navic povolenymi
transformacemi zachovavany. Véty budeme proto formulovat obecné, ale dukazy budeme provadét pouze
pro dvojici symetrickych dudlnich tloh

min {ch :Ar>b, >0, z € RJ}, (1.22)
max {bTy ATy <e, y>0,y¢ RI} . (1.23)

Definice 1.36 V této kapitole budeme oznacovat:
M = {x eR’ : Apxgx > by, Anxgr <bp, Apxjz=br, x5, >0, x5, < O}, (1.24)

N:= {y eR!: (Alil)Ty <cy, (Afoz)Ty > CJys (Alig)Ty =cy,yn >0, yr, < 0},

~* ::inf{ch : xeM},
0" ::sup{bTy : yGN},
M :={zeM: ch:fy*},
N*:={yeN:by=5"},

Véta 1.37 (o slabé dualité): Pro dvojici dudlnich iloh (1.20), (1.21) a jejich pripusind Teseni z € M a
y €N plati ¢z >b"y.
Pricemz rovnost nastdvd pouze tehdy, kdyz jsou splnény podminky komplementarity

VieJ: bud (ATy —c); =0 nebo z; =0, (1.31)
VieI: bud (Az —b); =0 nebo y; = 0. (1.32)
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Tvrzeni véty staci dokdzat pro dvojici symetrickych dudlnich tloh (1.22), (1.23).
Prox € M a y € N plati

x>y Ar=aTATy>b"y.

Rovnost nastdva pouze pokud plati podminky (1.31) a (1.32).

Véta 1.38 (o dualité): Kdyz M # (0 a N # 0, pak maji obé dlohy (1.20) i (1.21) optimdini vesend.

Tvrzeni véty staci dokdzat pro dvojici symetrickych dudlnich tloh (1.22), (1.23).
Kdyz maji obé ulohy pripustné reseni, pak vzhledem k vété 1.37 jsou jejich tcelové funkce omezené na
prislusnych mnozindch pripustnych feseni.
Pak 1loha
min{cT:E:Ax—v:b,xEO,UZO,mGR",vGRm} (1.33)

mé ucelovou funkci zdola omezenou na své mnoziné piipustnych feSeni, kterd je neprazdna. Podle véty
1.15 existuje (&,?) optimdlni fesen{ (1.33). Pak & je optimdlni feseni (1.22).
Déle také tloha

min{—bTy ATy +u=c y>0, u>0, ycR™, ueR"} (1.34)

ma tucelovou funkci zdola omezenou na své mnoziné piipustnych feSeni, kterd je neprazdna. Podle véty
1.15 existuje (g, @) optimaln{ feseni (1.34). Pak g je optimalni feseni (1.23).

Véta 1.39 (o silné dualite): Uloha (1.20) md optimdlni Fesend tehdy a jen tehdy, kdyz dloha (1.21) md
optimdlni resend.
Pokud jedna z téchto dloh ma optimdlnd Tesent, pak plati rovnost v* = §*.

: Tvrzeni véty staci dokdzat pro dvojici symetrickych dudlnich dloh (1.22), (1.23). Staci se zabyvat
pouze pifpadem, kdy existuje optimélni feseni tilohy (1.22). Druhy piipad by se ukdzal analogicky.

Piedpoklddejme, ze tloha (1.22) m4 optiméln{ feseni.
Nasim cilem je ukazat neprazdnost mnoziny

{y ATy<e, bly>+" y>0, yeR™}. (1.35)
To je ekvivalentni s tim ukazat neprazdnost mnoziny
{(y,u,w) : Aly+u=c, bly—w=~* y>0, u>0, w>0, yc R ueR”w eR}. (1.36)

Podle Farkasovy véty, tj. véty 1.11, je to ekvivalentni se splnénim podminky

n AT 1T 0 T I .y T
VeueR" vekR: <bT 0 _1> (1/)20 musi byt (c 7)

NS

) >0. (1.37)
Po rozepsani dostaneme podminku
VueR", veR: Apu+vb>0, n>0, —v>0 musi byt c'p+~"v>0. (1.38)

Musime tedy ovéfit podminku (1.38).
Vezméme proto 4 € R™ a v € R takové, ze Au+vb>0, u>0, —v > 0.
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1. Necht v = 0.
Pak Ay > 0, 11 > 0. Tudiz p € direct (M). Uloha (1.22) mé optiméln{ feSeni a tak podle véty 1.32
plati ¢"p > 0. Coz je v tomto pifpadé ¢’y + v*v > 0.

2. Necht v < 0.

Pak Ap+vb >0, 4 > 0, nebo-li Aﬁ > b, 4 > 0. To znamend, ze ﬁ € M.

Uloha (1.22) m4 optiméln{ feseni a v* je jeji optimdln{ hodnota.
Proto CT\%I >~*. Odtud ¢"p — y*|v| =" +~y*v > 0.

Podle véty 1.11 je mnozina (1.36) neprazdné. Proto také (1.35) je neprazdné.
Tim jsme ukézali, ze tloha (1.23) ma optimalni feseni a v* = 0*.

Véta 1.40 (o komplementarité): Nechf © € M a y € N. Pak = je optimdlni vesent tilohy (1.20) a y je
optimdlni TeSend ulohy (1.21) tehdy a jen tehdy, spliuji-li podminky komplementarity (1.81), (1.32).

: Pokud z € M a y € N, pak véta 1.37 iikd, Ze splnéni podminek komplementarity (1.31), (1.32)
je nutné a postacujici k tomu, aby x € M* a y € N*.
Nemusime tedy nic nového dokazovat.

Shrime zjisténa fakta do jedné véty.
Véta 1.41: Pro danou dvojici dudlnich iloh (1.20), (1.21) nastdvd prdvé jedna ze Gtyr moznosti:
1. M=0, N=0, v* = 400, 6* = —o0, tj. ani jedna z tloh (1.20), (1.21) nemd pripustné Fesent.

2. M#D, M*=0, N=0, v =5 = —oo, tj. dloha (1.20) md pFipustné vesend, ale nemd optimdlni
Tedend, a uloha (1.21) nemd pripustné Tesent.

3. M=0,N=#0, N* =0, v =§* = 400, tj. éloha (1.20) nemd pripusiné Feseni a tiloha (1.21) md
pripustné tedent, ale nemd optimdlni resend.

4. M £, M* £ 0, N#£O, M* #0, v* =6* € R, tj. obé tlohy (1.20), (1.21) maji optimdlni Tesend
a jejich optimdlni hodnoty jsou si rovny. Navic, kdyz € M* a g € N*, pak splnuji podminky
komplementarity (1.31), (1.32).

: Véta pouze shrnuje tvrzeni vét 1.37, 1.38, 1.39, 1.40.

Priklad 1.42: Uvazujme dvojici symetrickych dudlnich iloh

minimalizovat z1 + g9,
1 + w2 2

L
207 + x> 3, (1:39)
32120, .13220
maximalizovat y; + %yz,
yi + 2y2 <1,
p ot < 1 (1.40)

y1 >0, yo > 0.
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Vyiesme graficky tlohu (1.40). Optimalnim feSenim je §; = 1, o = 0 a optimaln{ hodnota ticelové funkce

je rovna 1. Uloha (1.40) je tedy degenerované.

Pro vyfesen{ tlohy (1.39) vyuzijeme komplementarity.

K obecné tloze linearntho programovani je jednoznac¢né prifazena tloha, kterd s ni tvofi dvojici
dudlnich tloh. Sestaveni ptislusné lohy lze délat zcela mechanicky. Vhodnou pomuckou k tomu miuze
byt sestaveni ,, tabulky*, jak je ukdzano v nésledujicim piikladé.

Piiklad 1.43: K dané 1loze linearniho programovani muzeme priradit piislusnou tlohu do dudlni dvojice

pomoci tabulky. Uvazujme ilohu

minimalizovat 2z; — x2 + 3z3,
3$1 + 6$2 — XT3
2%1 - 3$2 + 2$3
T1 — 2x9 + 4dxj
1 >0, o > 0,23 € R.
Sestavime tabulku
I X9 I3
>0|>0]€eR
3 6 -1 > 4
2 -3 2 < 3
1 -2 4 = 2
max
2 -1 3 min

NIV

(1.41)

Do radku omezeni priddme dudlni proménné a pomoci pravidla, ze pii ,, min® prevadime > « >,

<« <, =« €R, apii, max“ prevadime < «— >, > « <, € R « =, tabulku doplnime

T To I3
>0 >0|€eR
y1 | =0 3 6 -1 > 4
y2 | <0 2 -3 2 < 3
ys | €R 1 -2 4 = 2
< < = max
2 -1 3 min
Cteme-li tabulku po sloupcich dostdvéme tlohu
maximalizovat 4y; + 3y2 + 2ys,
3yn. + 22 + ys <
6yr — 3y2 — 2y3 <
-y + 2y2 + 4y =

kterd je dudlnf tlohou k tloze (1.41).

y1 >0, y2 > 0,y3 € R.

(1.42)
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1.6 Ekonomicka interpretace duality

Dvojici dudlnich tloh lze sestavit na zakladé ekonomické tivahy. Maji pfirozenou ekonomickou interpretaci.
Ukazme si to na piikladech, které prejimdme z [3], kapitola 3.7.

1.6.1 Dopravni problém

Uvazujme uvolnény dopravni problém

minimalizovat Y7, 3T ¢ i

za podminek 7" x5 <a; Vi=1,...,n, s
Yo wij>by Yi=1,...,m, ’
2,20 Vi=1,...,n, j=1,...,m,

kde pro mnozstvi a; disponibilniho zboz{ v mistech i a pro mnozstvi b; poZzadovand v mistech j plati

a; > 0prokazdét=1,...,n,
b; > 0 pro kazdé j =1,...,m,

n m
Zai Z ij
i=1 j=1

Piipomenme jesté, Ze pii standardni interpretaci vyjadiuji ¢isla ¢; ; ndklady na dopravu jednotkového
mnozstvi zboZ{ z mista i do mista j. Kazdé ptipustné feSeni x; 5, 4 =1,...,n, 7 = 1,...,m reprezentuje
piepravni pldn o celkovych nékladech Y 7 | Z;”:l ci,ji,j; déle kapitola 4.

V tloze médme dvé skupiny omezeni. Ozna¢ime dudlni proménné odpovidajici podminkdm prvni sku-
piny u; a dudlni proménné odpovidajici podminkdm druhé skupiny v;. Ziskdme tak dudlni dlohu ve
tvaru

maximalizovat Zn: a;u; + i bv;

za podminek ;_il—kngé;jl Vi=1,...,n, j=1,...,m, (1.44)
w; <0 Vi=1,...,n,
v; >0 Vji=1,...,m.

Naklady c; ; pfedstavuji financni prostiedky a tak je pfirozené interpretovat u; a v; také jako finanéni
prostiredky.

Uvazujme dvé organizace, pojmenujme je Dopravce a Zprostiedkovatel. Dopravce mé za tikol prepravu
zrealizovat. Dopravce dostane od Zprostiedkovatele nasledujici nabidku: ,, Odkoupime od vas zbozi v
mistech ¢ za cenu —u; a v mistech j vdm je za cenu v; proddme zpét. “

Je zFejmé, Ze takovouto nabidku by mél Dopravce pfijmout, nebot podle slabé véty o dualité plati

m

n n m
E a; U; + E bj’Uj S E E ci,jxi,j-
=1 J =1 5=1

1

To znamena, ze Dopravce zaplati Zprostredkovateli nejvyse tolik, kolik by ho stdla vlastni doprava.

[y

je nabidnout zprostfedkovani rozvozu za co nejvyssi cenu. Oba jsou samoziejmé svazani podminkami
zaddni. Uvahu koné¢ime zjisténim, ze Dopravce fesi tlohu (1.43) a Zprostfedkovatel Fesi dlohu (1.44).
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1.6.2 SmésSovaci problém
Uvazujme sméSovaci problém sestaveni krmné smési se zadanym minimalnim obsahem zivin
minimalizovat Y., ¢;x;
za podminek Y0 Ajx; >b; Vji=1,...,m, (1.45)
i ZO Vi=1,...,n,
kde
e A;; znaci mnozstvi j-té ziviny v jednotkovém mnozstvi i-té krmné suroviny,
e b; znaci minimalni obsah j-té Ziviny v sestavené krmné smési,
e ¢; znaci cenu jednotkového mnozstvi i-té krmné suroviny.

Predstavme si, ze kromé surovin je mozné na trhu kupovat pfimo jednotlivé ziviny. Jak ale optimalné sta-
novit ceny zivin na trhu, aby dodavatel zivin mohl tspésné konkurovat dodavatelum surovin? Uvazime-li,
ze v jedné jednotce i-té krmné suroviny dodavané za cenu ¢; jsou jednotlivé ziviny obsazeny v mnozstvich
A1, Ao, ..y Ap i, je Tozumné stanovit ceny yi, Yo, ..., Ym tak, aby

YA Fy2do; + oo+ YmAm < G

Ziviny jsou zapotiebi alesponn v mnozstvich by, ba, ..., by. PFi uvedenych cendch dodavatel zivin ziska
alespon castku

y1b1 + yoba + ...+ Ymbpm.
Dodavatel zivin tedy fesi tilohu
m
maximalizovat Y b;y;
j=1

za podminek Ajiy;<c Vi=1,...,n, (1.46)
1

Jj=

y; >0 Yji=1,...,m.
Uloha (1.46), kterou fesi prodejce zivin je dudlni k tloze (1.45).
1.6.3 Stabilita dlohy LP

Oznacme si

’V(bvc) =

= min{cTos : A]lix > bhv AI2><JI < bIQ, A[SXJQ: = b]S, z, > 0, T g, < O,JC S RJ}, (147)
d(bc) =

max {bT?l S (Anen) v < en, (Anan) "y = cnn (An,) y=cu, yr, >0, yr, <0,y € RI}'

(1.48)

Mnoziny pifpustnych feseni oznacime po tadé M (b), N (¢) a mnoziny optimélnich feseni M* (b, c),
N* (b, c). Déle

M = {beR': M) #0}, (1.49)
N = {ceR’:N(c)#0}. (1.50)
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Tvrzeni 1.44 Pro optimdlni hodnoty dvojice dudlnich dloh (1.47), (1.48) plati
1. Proce N je~y(e,c) =6 (e,c) ajde o funkci konvernd.
2. Probe M je(b,e) =06(b,e) a jde o funkci konkdund.
3. Kdyzbg M, c € N, pak v (b,¢) = 400 a § (b, c) = —o0.

Tvrzeni 1.45 Pro dvojici dudlnich iloh (1.47), (1.48) plati ndsledujici odhady
1. Probe M, ce N ay € N*(b,c) plati:

Yb+Ac)=b+Ac)>b g+ ATy VAeR!

2. Probe M, A € R, takové, 2e b+ A€ M,ceN ayjeN*(bc),z€N*(b+A,c) plati:

Y4+AA ) =6(b+AAc) <D GHAATZ VA€ [0,1].

3. Probe M, ce N ax € M* (b,c) plati:

y(be+A)=06(bc+A)<c'2+ATZ  VAecR’.

4. Probe M, ce N, A eR’, takové, e c+ A €N a7 € M* (b,c), € M* (b,c+ A) plati:

Y(byc+AA) =3 (b,e+AA) >c"Z+AATZ YA€ (0,1].

1.6.4 Dualita a Farkasova véta

Dualita tloh linedrniho programovani a Farkasova véta jsou ekvivalentni. V tomto textu jsme postupovali
tak, ze jsme nejdiive dokazali Farkasovu vétu a s jeji pomoci pak dualitu. Chceme-li z platnosti duality
ukéazat Farkasovu vétu je tfeba si uvédomit néasledujici fetézec ekvivalenci.

Piiklad 1.46: Uvédomme si, ze néasledujici tlohy jsou ekvivalentni:
e Existuje nezdporné teseni ilohy Ax = b.
e Uloha min {OTJZ s Ar =0, x> O} ma optimalni feseni.
e Uloha max {OTx cAr =0, x> O} mé& optimalni feseni.

Zapojenim Farkasovy véty a duality tyto tlohy doplnime jesté o dalsi tii lohy, které jsou s nimi ekviva-
lentni:

e Pro viechna y € R™ spliujici ATy > 0 musi byt b"y > 0.
e Uloha max {bTy ATy <0, ye Rm} mé optimalni feseni.

e Uloha min {bTy ATy >0, ye Rm} mé optimalni feseni.
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1.7 Simplexova metoda

V této kapitole se seznamime s algoritmy, které umoznuji vyresit danou ulohu linedrniho programovani.
Obecnou tlohu linearniho programovéani musime nejdiive pretransformovat do standardniho tvaru

min{ch :Ar=b, x>0, xE]RJ}, (1.51)
kde cec R/, A € RI*/ b e RI.
Navic pozadujeme, aby matice A méla plnou fddkovou hodnost; tj. h (A) = card (I). (1.52)
Vime, ze obecnou ulohu linedrniho programovani lze pievést na tvar (1.51). Pak jsou dvé moznosti.

e Kdyz h(A]b) = h(A), pak lze vynechdnim vhodnych fadku dlohu prevést na tvar (1.51), ktery
spliuje (1.52).

e Kdyz h(A|b) > h(A), pak uvazovand tloha nemd pfipustné feseni.
K tloze (1.51) piislusi dudlni dloha
max {bTy ATy <e ye RI} . (1.53)
Zavedeme nasledujici terminologii.
Definice 1.47 Necht dloha (1.51) spliiuge (1.52) a L C J.

i) L se nazyvd bdze tlohy (1.51), jestlize matice Ay, je reguldrn.

i) Kdyz L je bdze, pak vektor x (L) € R7 spliujici N'(xz (L)) = J\ L, Arxrx (L), = b nazveme
bazické primdrni resent (dlohy (1.51) prislusné bdzi L).

iii) Kdyz L je bdze a x (L) je pripustngm reSenim dlohy (1.51), tj. x (L) > 0, pak rikdme, Ze L je
primdrné pripustnd baze.

i) Kdyz L je baze a x (L) je optimdlnim tesenim dlohy (1.51), pak Tikdme, Ze L je optimalni bdze.

v) KdyZ L je bdze, pak vektor y(L) € R! spliujici A], ;y(L) = cr, nazveme bazické dudlni reseni
(ulohy (1.51) prislusné bdzi L).

vi) KdyZ L je bdze a y (L) je pripustngm fesenim tlohy (1.53), tj. ATy (L) < ¢, pak vikdme, Ze L je
dudlné pripustnd baze.

Uvédomme si, ze baze L jednoznacéné urcuje, jak bazické primarni feseni x (L), tak i bazické dudlni
feseni y (L). Je tomu tak proto, Ze obé jsou feSenim soustavy rovnic s regularni matici soustavy.

Lemma 1.48 Necht tloha (1.51) spliiuje (1.52) a x € R7. Pak x je krajnim vesenim 1ilohy (1.51) tehdy
a jen tehdy, existuje-li L primdrné pripustnd bdze dlohy (1.51) takovd, Ze x = x (L).

1. Necht z je krajnim feSenim tlohy (1.51).
Pak matice A, p(,) mé plnou sloupcovou hodnost a Az p(z)Tp(z) = b.
Matice A ma plnou fddkovou hodnost a tak lze nalézt L O P (x) tak, ze matice Arxr, je reguldrni.
Pak L je baze tlohy (1.51) a plati Arxrxr =b, Arxrz (L), =b.
Odtud z = = (L), protoze Ary, je reguldrni a oba vektory maji slozky s indexy mimo bézi L nulové.
Tudiz L je primérné piipustnd béze a x = = (L).
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2. Necht L je primarné piipustna béze.
Pak z (L) je piipustné feseni tilohy (1.51) a matice A;xp (1)) méa plnou sloupcovou hodnost.
Jinymi slovy, z (L) je krajnim bodem ulohy (1.51).

Veéta 1.49: Kdyz L je bdze dlohy (1.51), kterd je primdrné i dudiné pripustnd, pak x (L) je optimdinim
fesenim ulohy (1.51) a y (L) je optimdlnim tesenim tulohy (1.53).

: Vime, ze x (L) je ptipustnym fesenim tlohy (1.51) a y (L) je pfipustnym feSenim udlohy (1.53).
Vektory x (L), y (L) spliuji podminku komplementarity.
Odtud, z (L) je optimalnim fesenim tlohy (1.51) a y (L) je optimélnim feSenim tlohy (1.53).

Véta 1.50: Necht tloha (1.51) spliiuje (1.52) a je nedegenerovand. Pak je ndsledujici ekvivalentni:

i) Uloha (1.51) md optimdini Fesend.
ii) Eristuje optimdlni bdze wlohy (1.51).

ii1) Existuje bdze dlohy (1.51), kterd je primdrné i dudiné pripustnd.

1. Kdyz m4 tloha (1.51) optimdln{ feseni, pak podle véty 1.32 existuje krajni bod & € M, ktery je
optiméalnim Fesenim tlohy (1.51).
Uloha (1.51) je nedegenerovana a tak je matice Aj,p(sz) reguldrni.
Pak L =P (&) je baze tlohy (1.51) a « (L) = Z.
Tudiz L je optiméln{ béze tlohy (1.51).

2. Necht L je optimalni bdze tlohy (1.51).
Pak x (L) je optimalnim FeSenim dlohy (1.51).
Podle véty 1.41 m4 také tdloha (1.53) optimdln{ feseni § € N a pro optiméln{ feseni jsou splnény
podminky komplementarity (1.31), (1.32).
Uloha (1.51) je nedegenerovans a tak (L), >0.
Tudiz z podminky (1.31) dostavame, ze (A;yz) 9 = cr.
L je baze a tak TeSeni této soustavy je jednoznacné urcéeno. Je jim piislusné bazické dudlni feSeni.
To znamend § = y (L) a baze L je primdrné i dudlné piipustnd.

3. Necht L je primdrné i duslné pifpustnd béze dlohy (1.51).
Pak z (L) je pfipustnym feSenim ulohy (1.51) a y (L) je pfipustnym feSenim tlohy (1.53).
Podle véty 1.32 ma tloha (1.51) optimAlni feseni.
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1.7.1 Simplexova metoda

Pfedchozi pozorovéni ndm umoziuje numericky vytesit zadanou tlohu linedrniho programovani (1.51).
Hlavni myslenky tohoto postupu pojmenujeme jako simplexovd metoda:

1. Nalezeni primarné piipustného bazického feseni.

2. Postupné po hranidch mnoziny pfipustnych feSeni pfechazime od jednoho primérné piipustného
bazického feseni k druhému. Postupujeme tak, aby hodnota tcelové funkce klesala.

3. Postup se po koneéné krocich zastavi s primarné pfipustnym bazickym FeSenim, jehoz béze je
zéroven dudlné piipustnd. Nalezli jsme tedy optimalni bazické fesen{ tlohy (1.51).

Nebo duélné:
1. Nalezeni dualné pfipustného bazického feseni.

2. Postupné po hrandch mnoziny piipustnych feSeni dudlni dlohy prechdzime od jednoho primérné
pripustného bazického teseni k druhému. Postupujeme tak, aby hodnota tcelové funkce dudlni
ulohy vzrustala.

3. Postup se po konecné krocich zastavi s dudlné piipustnym bazickym feSenim, jehoz béze je zaroven
primdrné piipustnd. Nalezli jsme tedy optiméln{ bazické feseni tlohy (1.51).

Nyni konkretizujme uvedeny postup:

Simplexovy algoritmus

KROK 0: Najdeme Lo C J primdrné piipustnou bazi tlohy (1.51) a jdeme na KROK 1. Pokud z&dn4a
primdrné piipustnd béze tulohy (1.51) neexistuje, pak jdeme na END 1.

KROK 1: Mgjme primarné piipustnou bazi L; C J.
Spoéteme § ' = (cL,,)T (Arxr,) tA—c’ e R/,

Kdyz 0 <0, pak jdi na END 2, jinak jdi na KROK 2.

KROK 2: Najdeme index j € J takovy, ze §; > 0, a spocteme vektor p = (Alet)’lAIX{j}.
Kdyz p <0, pak pfejdeme na END 3, jinak pokro¢ime na KROK 3.
KROK 3: Najdeme index ¢ € Ly, p; > 0 takovy, aby
L), L
M:min{x(t)“ : pu >0, uELt}. (1.54)

Provedeme zménu baze Ly = L U {j} \ {i}. Pak je L;41 primdrné piipustnd baze.
Zvysime t :=t + 1 a prejdeme na KROK 1.

END 1: Uloha (1.51) nemé zadné ppustné fesent.
END 2: Vektor z (L;) je optimédlnim fesenim tlohy (1.51) a y (L) je optiméalnim feSenim tlohy (1.53).
END 3: Utelova funkce tlohy (1.51) neomezené klesé na polopiimee x (L) + tA, t > 0, kde

A, = —pu pro u€ Ly,
= 1 pro u:j7
= 0 pro uEJ\(LtU{j})-
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Véta 1.51: Kdyz je tloha (1.51) nedegenerovand, pak se simplexovy algoritmus po konecéné krocich za-
stavi. Bud’ zjisti, Ze dloha (1.51) nemd pripustné Fesent, nebo najde optimdini bdzi wilohy (1.51), pripadné
nalezne smér v kterém tcelovd funkce ilohy (1.51) neomezené klesd.

: Abychom dokézali kone¢nost simplexového algoritmu, musime projit jednotlivé jeho kroky.

1. Podle vét 1.26, 1.19 a lemmatu 1.48 vime, ze tloha (1.51) mé piipustné feseni tehdy a jen tehdy
existuje-li primérné piipustnd baze tlohy (1.51).
Proto kdyZ neexistuje primarné pifpustnd baze, pak KROK 0 konéi zjisténim, Ze tloha (1.51)
nema zadné pripustné feseni.

2. V KROK 1 se rozhodujeme podle rozhodovaciho fadku 4.
Kdyz § < 0, pak podle definice je L; dudlné piipustna baze. Vime, ze L; je také primarné pripustna
béze.

Podle véty 1.50 jsme nasli optimélni bézi dlohy (1.51) a tim padem x (L;) je optimalnim FeSenim
ulohy (1.51).

3. VKROK 2 je jiz vybrano j € J takové, ze 5j >0,ap= (AIXLt)_lAIx{j}-

Zavedme vektor A € R™ piedpisem

A, = —p, pro uc€ Ly,
1 pro u=yj,
= 0 pro ueJ\(L:U{j}).

Pro ¢t > 0 oznac¢me £(t) = x (L) + tA.
Kdyz p < 0, pak dosazenim zjistime, ze pro kazdé t > 0 je splnéno

£ty = 0,
Af(t) = Ax (Lt)—tAletp-l-tAIX{j}
b—tArcr, (Arxe,)  Arxgjy + tArc gy = b,
T T T T T -1 ‘
c &(t) = c w(Ly)—tep,ptte;=c x(Ly) —tep, (Arxr,)  Arxygy +tcj

= ¢z (L) —td;.
To znamend, ze polopiimka {&(t) : ¢ > 0} lezi celd v mnoziné piipustnych feseni tlohy (1.51) a
ucelova funkce na ni neomezené klesa.
Oveérili jsme, ze pro p < 0 nastava situace popsand v END 3.
4. VKROK 3 je jiz vybrano j € J a i € L; takové, ze 6; > 0, p; > 0 a je splnéna podminka (1.54).
Oznacime Ly = L U {5} \ {i}.
Matice Arxr,,, je reguldrni nebot matice W = (Alet)’lijLt+1 je regularni. K tomu si staci

uvédomit, ze

W e REexLer WL, x(LesinLy) = Iox(Leinry) @ W, x5y = p-

Jednd se tedy o jednotkovou matici v niz je i-ty sloupec nahrazen sloupcem p. Matice je proto
regularni, jelikoz W; ; = p; > 0. Tudiz L, je baze.



7 konstrukce vime, ze pro kazdé 0 <t < x(%) je splnéno
§t) = 0,
Agt) = b,
ety = cla(Ly) —td;.
Navic platf P (5 (f”(’%))) C Lopr. Tudiz @ (Do) = € (w(’#)
Hodnota ucelové funkce pro toto bazické feseni splituje

o (L) = c'x(Ly)

Pi

Posledni nerovnost je ostrd, protoze tloha (1.51) je nedegenerovand.

§;<clx(Ly).
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Zjistili jsme, ze nova béaze je opét primarné piipustna a hodnota tcelové funkce klesne. Muzeme se

tedy s ni vratit na KROK 1.

Ukaézali jsme, ze jednotlivé kroky algoritmu jsou v potadku.

Jesté je treba si uvédomit, ze mame k dispozici pouze konecny pocet primarné pripustnych bazi.

Pii prechodu k nové bazi v KROK 3 se hodnota tcelové funkce vzdy zmensi.
Po konec¢né prichodu pies KROK 3 dosdhneme minimélni hodnotu ti¢elové funkce na bazickych primarnich
feSenich. Pak jiz nebude mozno najit dals{ vhodnou bézi. Algoritmus proto musi po kone¢né krocich najit

optimalni feSeni nebo smér v kterém tucelova funkce neomezené klesa.

Simplexovy algoritmus muzeme realizovat v tabulce 1.1.

I ¢’

Loz [Le ]| (Ance) b |

(AIXLt)_lA

| (er) " (Arxr) ™' || (er) " (Arz) "o —c'

|
|
|

Tabulka 1.1: Simplexova tabulka

Pfechod od jedné baze k druhé neni pak nic jiného nezli Gaussova eliminace s podminkami, jak vybirat

klicovy prvek podle néhoz se tabulka transformuje.
Spoctéme si na ukazku jeden piiklad.

Priklad 1.52: Podnik vyrdbi tfi vyrobky, na jejich vyrobu potiebuje tii izkoprofilové suroviny. Vychozi

udaje jsou uvedeny v tabulce.

Spotfeba suroviny na vyrobek
Surovina, Vi Vs Vs Mnozstvi
S1 20 10 40 80
So 40 0 20 10
Ss 0 10 40 40
Jednotkovy zisk 400 100 800

(1.55)

Ukolem je stanovit vyrobni program, pfi kterém se nepiekroc¢i stanovend mnozstvi surovin a zabezpeci

se maximaln{ zisk podniku. Jedna se o dlohu LP ve tvaru
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maximalizovat 400z,

za podminek 20z
401’1

Z120,$22071’320.

+
+
+

+

100xy +
10z +

+

10zy +

800x3
40x3
20x3
40x3

IN A CIA

80,
10,
40,

Po zkraceni, doplnéni skluzovych proménnych a zméné znaménka koeficientt v ucelové funkci dostavame

tlohu
minimalizovat —400x,

za podminek 21
4$1

+

100$2

L2

T2

+
+
+

800x3
4xg
213
4x3

+

S1

52

1’1207 x2207 xSZOa §1203 ‘§2205 §320

.gl—loo

Tato tloha je minimaliza¢ni tilohou LP ve standardnim tvaru. Mazeme ji vyfesit pomoci simplexového

algoritmu.

Do pocéateéni baze zatadime skluzové proménné §i,So, S3. Sestavme tabulku a pocitejme. Zvoleny
prvek v rozhodovacim fadku (index h v KROK 2) je oznacen zelenym rameckem, kli¢ovy prvek zvoleny

podle KROK 3 ¢ervenym rdmeckem.

—400  —100 —800 0 0 0
Z1 T2 3 51 Ep 33
5 | 8 2 1 4 1 0 0
55 | 1 4 0 |l| 0 1 0
0 | 4 | 4 0 1 4 0 0 1
0 400 100 800 0 0 0
—400 —100 —800 0 0 0
T X9 xs 51 So §3
0 5 6 —6 1 0 1 —2 0
—800 | w3 i 2 0 1 0 1 0
0 33 2 -8 0 0 ) 1
—400 —1200 100 0 0 —400 0
—400  —100  —800 0 0 0
1 T2 T3 $1 S 53
0 5 4 2 0 0 1 0 -1
—800 | w3 1 2 0 1 0 : 0
—100 | o 2 -8 1 0 0 -2 1
—600 —400 0 0 0 —200  —100
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Simplexovym algoritmem jsme nasli optimalni feseni (0 2 % 40 O)T pro tdlohu (1.57). To znamena,
ze pivodn{ tloha (1.56) m4 optimdln{ Feseni: (0 2 %)T, zisk podniku je 600 a na skladé podniku zistane
40 jednotek suroviny S7.

Optimalni vyrobni pldn muzeme prezentovat zadavateli, takto: nevyrabét vyrobek Vi, vyrobit 2 jed-
notky vyrobku V5 a vyrobit % jednotky vyrobku V3. Ve skladé podniku zustane 40 jednotek suroviny S,
které nebyly pii vyrobé pouzity.

Duéln{ tloha k tloze (1.56) mé feseni (0,10,20) .

1.7.2 Dvojfazovy simplexovy algoritmus

Problémem simplexového algoritmu je nalezeni pocatecni baze v KROK 0. Jednou z moznosti, jak nalézt
pocéateéni primarné piipustnou bézi, je sestaveni pomocné tlohy a jeji vyfeSeni pomoci simplexového
algoritmu. Takto pracuje néasledujici algoritmus.

Dvojfazovy simplexovy algoritmus

1.faze: Nejdrive fesime pomocnou tlohu

min{Zzt:Ax+Qz=b,xZO,ZEO,IERJ,,ZERK}. (1.58)
kEK

Pomocné proménné z a matice @ jsou pfiddny tak, aby vznikla bdze V = {v;,i € [} C JUK s
vlastnosti, ze pro kazdé i € I je
(A|Q)U1 = Hlx{i} pokud b; > 0,
_HIX{’L} pokud b; < 0,
{Lrxiy, —Lixpip} pokud b; = 0.

m

Ulohu (1.58) vytesime simplexovym algoritmem. Jako pocdteéni bdzi pouzijeme bézi V.

Vime, ze tloha (1.58) mé pifpustné feseni a hodnota jeji ticelové funkece je nezdpornd pro vsechna
piipustnd feseni. Proto podle véty 1.15 mé tloha (1.58) optimdlni Feseni.

Simplexovy algoritmus proto nalezne optimalni bézi tilohy (1.58). Nyni jsou dvé moZnosti. Bud je
optimalni hodnota kladné nebo nulova.

Kdyz je optimélni hodnota kladnd, tak to znamend, ze tloha (1.51) neméd piipustné feseni a algo-
ritmus konéi timto zjisténim.

Kdy?z je optimélni hodnota nulové, tak to znamend, ze iloha (1.51) mé pfipustné Fesen a algoritmus
pokracuje druhou fazi.

2.faze: Pokud je tloha (1.58) nedegenerovand, pak simplexovy algoritmus v prvni fazi nalezne op-
timalni bazi W, kterd neobsahuje zddnou pomocnou proménnou z. Pokud by totiz nékterd pomocna
proménnd zustala v optimaln{ bazi, pak by méla kladnou hodnotu a optimalni hodnota dlohy (1.58)
by byla kladna.

Pokud je tloha (1.58) degenerovand, pak simplexovy algoritmus v prvni fizi nalezne optimaln{
bézi, kterd muze obsahovat nékterou z pomocnych proménnych z. Hodnota téchto proménnych je
vSak nutné nulova. Pak, diky predpokladu o plné sloupcové hodnosti matice A, lze pro kazdou
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takovou proménnou z vzdy najit proménnou z J, kterd ma v fadku piislusejicim z nenulové ¢islo.
Tuto proménnou zafadime do baze misto z. Vznikne tak W optimélni béze tlohy (1.58), kterd jiz

zadnou pomocnou proménnou neobsahuje.

Nyn{ simplexovym algoritmem vyfesime tlohu (1.51). Jako pocdteéni bdzi pouzijeme bdzi W.
Uvédomme si, ze prakticky za¢indme s tabulkou, kterou jsme ziskali v prvni fazi algoritmu. Pouze
jsme vyskrtli sloupce pfislusejici pomocnym proménnym a koeficienty v ucelové funkci pomocné

ulohy jsme nahradili koeficienty v d¢elové funkei ulohy (1.51).

Pro ilustraci si spoctéme ptiklad.

Piiklad 1.53: Resme dvoufdzovym simplexovym algoritmem tlohu

minimalizovat —x — 33 + x4
za podminek z; + 2z9 + 3x3

207 + x93 + Suxj

T1 + 220 4+ 3 4+ x4

120, 2220, 23>0, 4 > 0.
V prvni fazi fesime pomocnou tlohu

minimalizovat z; + 22

za podminek x7; 4+ 2x2 + 3x3 + =
21 + x2 + Sx3
1+ 22 + r3 4+ x4

120, 2220, 23>0, 24 >0, 21 >0, 20 > 0.

+

15
20
10

22

o
(1.59)
15
20 (1.60)
10

Do baze zaradime proménné zp, zs, 4. Sestavme tabulku a pocitejme. Zvoleny prvek v rozhodovacim

tfadku je oznacen zelenym obdélnikem. Zvoleny klicovy prvek ¢ervenym obdélnikem.

00 0 01 1

r1 T2 XT3 T4 |21 22

Il ]15]1 2 3 0|1 0
1]z |20 2 1 00 1
rg 1001 2 1 1]0 0
3513 3 |8 0ol0 0

0 0 0 O0]1 1

1 Ty T3 T4 | 21 22

1]z |3)|-% |l o o]1 -2
0|34 § 5 1 0|0 1%
1

1 7 8

3/-%2 |2} o o]0 -%
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0 0 0 0 1 1

Ty To T3 T4 | 21 Z2

15 T 5 3

Olzz |2 2 o0 1 o0|-% 2
Ta |7 | 7 7 7
0 0 0o 0 O0]-1 -1

Zjistili jsme, ze optimélni hodnota pomocné tilohy je nulova. Prvni faze dvoufazového simplexového
algoritmu skonc¢ila nalezenim piipustného feseni puvodni tlohy. V nalezené optimalni bazi pomocné
tlohy se nevyskytuji zadné pomocné proménné z. Mame tedy pfipustnou bazi puvodni dlohy a muzeme
pokracovat druhou fazi algoritmu.

-1 0 -3 1

X1 Zo I3 X4

0 ez 2 [[-7 1T 0 0

“Blas| 2| 2 0 1 0

jag | 2 1S 0 0 1
60 4

%02 0 0 o0

-1 0 -3 1

T X9 X3 Ty

0 [ § 0 1 0 ¢

—3las| 5 |0 0 1 -1

—1|a | 3 |1 0 o I

-10]0 0 0 -2

Optimalnim fesenim zadané ulohy je vektor (% g g O)T, optimalni hodnota je 10 a dualni iloha ma
S 2 1\ T
feSeni (0, -3, g)

1.7.3 Dualni simplexovy algoritmus

Nyni se sezndmime s algoritmem, ktery fesi ulohu (1.51) hleddnim optiméalniho feseni dudlni tlohy.

Dualni simplexovy algoritmus

KROK 0: Najdeme Ly C J dudlné pifpustnou bazi tlohy (1.51) a jdeme na KROK 1. Pokud zddnéd
dudlné pifpustnd baze tlohy (1.51) neexistuje, pak jdeme na END 1.

KROK 1: Mgjme dualné ptipustnou bazi L; C J.
Spocteme x (Lyt).
Kdyz x (L) > 0, pak jdi na END 2, jinak jdi na KROK 2.

KROK 2: Najdeme index i € L; takovy, ze x (L), < 0, a spocteme vektor 7" = ((A7xz,) ' A) ()%

Kdyz 7 > 0, pak piejdeme na END 3, jinak spocteme §' = (th)T (Arxr,)'A—c" € R/ a
pokroc¢ime na KROK 3.
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KROK 3: Najdeme index j € J \ L, 7; < 0 takovy, ze

(sjmin{éu:m<0, uGJ\Lt}.

Tj Tu

Provedeme zménu bdze Ly = Ly U {j} \ {i}. Pak je L;11 dudlné pifpustnd béaze.
Zvysime t :=t + 1 a piejdeme na KROK 1.

END 1: Uloha (1.51) nemé optimdlni feSeni. Nevime vsak, zda je to proto, Ze nemd zadné piipustné
feseni, nebo proto, ze jeji infimum je —oo.

END 2: Vektor z (L;) je optimédlnim fesenim tlohy (1.51) a y (L) je optimédlnim feSenim tlohy (1.53).
END 3: Uloha (1.51) nemé 7adné pifpustné fedeni a tiloha (1.53) mé neomezeny extrém.
¢

Definice 1.54 Uloha (1.51) je dudlné nedegenerovand, pokud pro kaZdou dudlné pripustnou bdzi L plati

ATy(L)j—cj = 0projel (1.61)
< 0projeJ\L.

Véta 1.55: Kdyz je dloha (1.51) dudlné nedegenerovand, pak se duding simplexovy algoritmus po konecné
krocich zastavi. Bud nalezne optimding bdzi ulohy (1.51) nebo zjisti, Ze 4iloha (1.51) nemd optimdlni
resent, poptipadé nemd Zddné pripustné resend.

Abychom dokézali kone¢nost duédlniho simplexového algoritmu, musime projit jednotlivé jeho
kroky.

1. Kdyz neexistuje zddnd dudlné piipustnd baze pro tlohu (1.51), pak podle véty 1.50 nemd tloha
(1.51) zadné optimalni Feseni.
Proto kdyz neexistuje dudlné pripustnd béze, pak KROK 0 kondi zjisténim, ze tiloha (1.51) nem4
zadné optimalni feSeni.

2. VKROK 1 se rozhodujeme podle bazického primarniho feseni x (L;).
Kdyz z (L) > 0, pak podle definice je L; primdrné piipustnd béaze. Vime, ze L; je také dudlné
piipustna béze.
Podle véty 1.50 jsme nasli optimdln{ bézi ulohy (1.51) a tim pddem z (L;) je optimdlnim Fesenim
tlohy (1.51).

3. VKROK 2 se rozhodujeme podle rozhodovaciho fadku 7.
Kdyz 7 > 0, pak jdeme na END 3.

Oznacme §(t) =y (L¢) —t ((Arxz,) ")

Dosazenim zjistime, ze

T
Ix{i}"

. _ T
ATgt) = ATy(Ly) —tAT (A,;Lt)lx{i}
= Aly(L) —tr < ATy (L) <,
. _ T
bTy(t) = bTy (Lt) — th" (AIiLt)[X{i} = bTy (Ly) —tz (Lt)i :

To znamend, ze polopiimka §(t), t > 0 lez{ v mnoziné piipustnych feseni tlohy (1.53) a ucelovd
funkce na ni neomezené roste.
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4. V KROK 3 pfechdzime k nové bazi.
Ukéazeme, ze nova baze je opét dudlné piipustnd a hodnota tucelové funkce stoupne.
Nejdiive spocteme
0; 0, T 0; 0;
T~ (9 _ T 95 AT (4-1 _ 7T _ -
Ay (Q) = Ay(L) - TjA (AIth)Ix{i} = Ay (L) TjT =d0+c TJ_T-

Rozepsano po slozkach

0 05
[Ang(Jﬂ = 5u+cu7ﬁTu§cu prou € J\ (L; U{j}), 7 >0,

Tj J
5.

— 5u+0u—7_*]7—u§cu prou € J\ (Lt U{j}), Tu <O,
J

04 .
= 5j+cj—ﬁ7j:cj pro u = j,
j

Y
= 6u+cy— 2ry=cy prouc L\ {i},
Tj
d; .
= §i+e—2L1,<c¢ prou=i.
7
Tim jsme ovérili, ze Ly11 je dudlné piipustnd béze a y (Liy1) = ¢ (%) Nyni vypocCteme piislusnou
hodnotu ucelové funkce
0 _ T 0,
V(L) = 6Ty (E) = 20T (A5l = T (L) = e (L), > 6y ().

Posledn{ nerovnost je ostrd, protoze tloha (1.51) je dudlné nedegenerovan.
Nové béze je opét dudlné piipustnd a tak s ni muzeme pokracovat na KROK 1.

Ukézali jsme, ze jednotlivé kroky algoritmu jsou v poradku.

Jesté je tfeba si uvédomit, ze méame k dispozici pouze konecny pocet dualné piipustnych bézi.

Pti prechodu k nové bazi v KROK 3 se hodnota ucelové funkce vzdy zvysi.

Po koneéné pruchodt pies KROK 3 dosahneme maximalni hodnotu té¢elové funkce na bazickych dudlnich
feSenich. Pak jiz nebude mozno najit dalsi vhodnou bazi. Algoritmus proto musi po kone¢né krocich najit
optimaln{ feseni nebo smér v kterém tcelovd funkce ulohy (1.53) neomezené roste.

Pouziti dudlniho simplexového algoritmu si ukdzeme na ptikladeé.

Piiklad 1.56: Pomoci dudlniho simplexového algoritmu fesme tlohu

minimalizovat 15x; + 10z9,

za podminek  2z; + 3o — T3 = 306,
31 + 10x — X4 = 060,
S5r1 + 2Ty — x5 = 40,

2120, 2220, 23>0, 24 >0, 25 > 0.

Jako pocétecni bazi zvolime Lo = {3, x4, x5 }. Sestavenim simplexové tabulky pro tuto bdzi zjistime,
ze je dudlné pripustna. Muzeme proto pocitat dudlnim simplexovym algoritmem.
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15 10 0 0 0
x T2 Z3 T4 x5
0 T3 —36 -2 -3 1 0 0
0 4 —60 -3 | -10 | 0 1 0
0 Z5 —40 -5 -2 0 0 1
0 —15 —10 0 0 0
15 10 0 0 0
o €9 €3 T4 x5
0 3 -18 -5 0 1 -3 0
10 T 6 2 1 0 -+ 0
0 5 —28 -2 0 0 -1 1
60 —12 0 0 -1 0
Optimalnim feSeni této ulohy je bod (%, %, 0,44, 0) a optimalni hodnota ucelové funkce je %.

1.7.4 [jprava algoritmu pro degenerované ulohy

V piipadé degenerace muzeme pouzit jeden ze dvou nésledujicich pfistupt, které zajisti, ze simplexovy
algoritmus zkonverguje.

Znahodnény simplexovy algoritmus

Ulohu fesime simplexovym algoritmem. Pti nejednoznaénosti vybéru proménné, kterd bude z baze vytazena,
zvolime mezi kandidaty ndhodné.

Znahodnéni nam zaruci, ze s pravdépodobnosti jedna znahodnény simplexovy algoritmus po koneéné
krocich zkonverguje.

&

Perturbovany simplexovy algoritmus

Druhym pouzivanym postupem je perturbace puvodni ulohy. Postupuje se tak, ze pro kazdé € > 0
uvazujme perturbovanou tlohu

min{cT:c : Ax:b+A(5,€2,...,5”)T, x>0, xGRJ}, (1.62)

Kdyz existuje L C J primdrné piipustnd béze tlohy (1.51), pak existuje takové preuspoiddani
proménnych a g9 > 0, ze pro vSechna 0 < € < ¢y je uloha (1.62) nedegenerovand a primarné piipustné
béze tilohy (1.51) jsou primarné piipustné baze ilohy (1.62).
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15 10 0 0 0
xr1 o T3 x4 T
0 3 [ -11] 0 0 1 -1 -1
10 T2 2 0 1 0 -2 o
15 ) 1 1 0 0 33 -
g o J oo | & | -#
15 10 0 0 0
T To xs Ty Zs
0 4 44 0 0 —4 1 1
10 T3 0 0 1 - 0 Z
15 z 2 1 0 Z 0 -2
m oo | o0 | B | o | -B

Ptecislovani je jednoduché. Staci pouze umistit proménné odpovidajici bazi L jako prvni. Na potradi
zbylych proménnych jiz nezalezi.

Ulohu Fesfme simplexovym algoritmem. PFi nejednoznacnosti vybéru proménné, kterd mé byt z béze
vyfazena, se rozhodujeme pomoci perturbovanych tloh (1.62) pro mald kladn4 e.

V tabulce algoritmus funguje tak, ze kdyz pii vyfazovani z baze mame vice kandidatt, tak zjistime
podily prvniho sloupce matice Afxl r,A a klicového sloupce p. Najdeme minimum mezi vSemi témito
podily. Jako kandidaty na vytazeni z baze uvazujeme pak pouze ty predchozi kandidaty, pro které se to-
hoto minima nabyva. Kdyz je kandidédtu stéle vice, pak redukujeme jejich pocet pomoci dalstho sloupce.
Tak pokracujeme ddle dokud nezbude pouze jeden kandidat. Protoze predpokladdme (1.52), tak k jed-
noznac¢nému urceni proménné, kterda opusti bazi, musi timto postupem dojit.

Poznamenejme, ze vzdy existuje takové preusporadani proménnych, ze perturbovany simplexovy al-
goritmus po konec¢né krocich zkonverguje.

&

Teémito dvéma postupy lze také odstranit problém s dudlni degeneraci tlohy pii pouziti dudlniho
simplexového algoritmu.

Znahodnény dualni simplexovy algoritmus

Ulohu fesime dualnim simplexovym algoritmem. Pfi nejednoznacnosti vybéru proménné, kterd bude do
béaze zafazena, zvolime mezi kandidaty nahodné.

Zndhodnéni ndm zaruci, ze s pravdépodobnosti jedna zndhodnény dudlni simplexovy algoritmus po
konecné krocich zkonverguje.

&
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Perturbovany dualni simplexovy algoritmus

Pro kazdé € > 0 uvazujme perturbovanou 1ilohu
min{(cT + (g,€%,..., sm)AT) z:Ax=b, >0, z€ ]RJ} . (1.63)

Ulohu fesfme dudlnim simplexovym algoritmem. Pfi nejednoznacnosti vybéru proménné, kterd bude
do béze vyfazena, se rozhodujeme pomoci perturbovanych dloh (1.63) pro mald kladn4 e.

V tabulce algoritmus funguje tak, ze kdyz pfi zatfazovdni do baze mame vice kandidatu, tak zjistime
podily prvntho fadku matice (A;xr,) tA a klicového fadku 7. Najdeme minimum mezi vemi témito
podily. Jako kandidaty na zafazeni do baze uvazujeme pak pouze ty pfedchozi kandidaty, pro které
se tohoto minima nabyva. Kdyz je kandiddtu stédle vice, pak redukujeme jejich pocet pomoci dalsiho
fadku. Tak pokracujeme déle dokud nezbude pouze jeden kandiddt. Protoze predpokldddme (1.52), tak
k jednoznactnému urceni proménné, ktera vstoupi do béze, musi timto postupem dojit.

o



Kapitola 2

Teorie nelinearniho programovani

V této kapitole se budeme zabyvat obecnou tlohou nelinearniho programovani NLP ve tvaru:

min{f(z) : gj(z) <0, j=1,...,m, hp(z) =0, k=1,...,p, x € R"}, (2.1)
kde funkce f, g;, 5 =1,...,m, h, k= 1,...,p jsou definované na celém R™ a maji hodnoty v rozsifené
redlné piimce R*. Budeme oznacovat [ = {1,...,m}, J ={1,...,p}.

Seznamime se s technikou, kterd umozinuje takovouto ulohu fesit. Bude vsak nutné se omezit pouze
na vhodnou mnozinu, na které maji vSechny uvazované funkce pouze redlné hodnoty, pfipadné koneéné
parcialni derivace.

Mnozinu pfipustnych feseni tlohy (2.1) budeme i zde oznacovat standardnim symbolem

M={zeR" :g;(x)<0,j=1,...,m, he(x) =0, k=1,...,p}. (2.2)

Hlavni myslenkou feSeni tdloh nelinedrniho programovani je jejich ,, uvolnéni“. Omezeni rozdélime
na ,, nehezkd“, oznacme jejich indexy Iy C {1,2,...,m}, J1 C {1,2,...,p}, a ,, hezkd“, oznac¢me jejich
indexy I C {1,2,...,m}, Jo C {1,2,...,p}. Rozdéleni musi byt samoziejmé disjunktni a vycerpavajic,
ti. hNnL=0, UL ={1,2,...,m}, hiNnJy, =0, JUJy ={1,2,...,p}. ,, Nehezkd“ omezeni zaclenime
jako penadle za jejich nesplnéni do ucelové funkce. Takto upravenou tcelovou funkci minimalizujeme pouze
ptes ,, hezkd* omezeni. _

Pfesnéji to znamend, ze pro ulohu (2.1) vybereme vhodnou mnozinu M D M a oznaéime

M={zeR": gj(z) <0, j€l, hu(z) =0, k € Jo}. (2.3)

Mnozina M predstavuje vhodny definiéni obor pro funkce, které se v tloze vyskytuji. Pokud budeme
vyuzivat derivaci, budeme vyzadovat, aby M byla oteviend a vSechny funkce byly na ni diferencovatelné.
Déle definujeme

L(z;u,0) = f(2) + > uigi(z) + > vxhi(x). (2.4)
jel keJy
na mnoziné (M |\7|) x R x R/t
Nasim cilem je nastavit penalizaci u € Rfrl a v € R tak, abychom vyfesenim tlohy
min{L(m;u,v) : x€|\7lﬁl\7|} (2.5)
vyfesili dlohu (2.1).
V ¢asti vykladu budeme uvazovat takto obecné déleni omezeni na dvé ¢asti a ve zbytku pak pouze

zatazeni vSech omezeni do tucelové funkce. Pro tlohy s podminkou nezdpornosti, pak zaradime nezapornost
mezi ,, hezkd“ omezeni.

51
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2.1 Vazany extrém

Nejdrive si pfipomeneme ulohu o vdzaném extrému, se kterou se setkdvame na predndsce z matematické
analyzy.

Ulohou je nalézt lokdln{ extrémy funkce f : R” — R na mnoziné
M={zeR" : h(z)=0, k=1,...,m}, (2.6)

kde jsou vsechny funkce f, hy, k = 1,...,m diferencovatelné.
Uloha se fes{ pomoci Lagrangeovy funkce

P
L(z;0) = f(x) + > eh(). (2.7)

k=1
Geometricky 1ze mnozinu M interpretovat jako nadplochu v R™. Specialné, kdyz jsou hg, k=1,...,m

linearni funkce, jako nadrovinu.

Definice 2.1 Rekneme, e bod 2° € M = {z : hy(z) =0, k=1,...,m} je requldrni bod M, jestlize
funkce hy, k= 1,...,m jsou definovdny na néjakém okoli bodu o, vSechny jsou diferencovatelné v bodé
Ty a je splnéno:

i) hi(z%) =0, k=1,...,m.

ii) Vektory Vi hp(2®), k=1,...,m jsou linedrné nezdvislé, tj.
8h 0 n,m
matice (’M> md hodnost m. (2.8)
Ox; i=1,k=1

Vlastnost regularity je vlastnosti zdpisu mnoziny M, nikoli M samotné (srovnej s dualitou).
Piiklad 2.2: Definujme h(z1,22) = 1 a necht M = {z € R? : h(z) = 0}.
Tedy M = {(0,z2) : z2 € R}, coz je osa xs.
Pak pro libovolné z = (z1,22) € R? je V,h(z) = ( (1) ) #0.

Potom kazdy bod takto zapsané mnoziny M je regularni.

Zapiseme-li véak M = {z € R? : g(z) = 0}, kde g(z) = 23, pak V.g(z) = < 231 ) Pak ovsem

Vag(z) = ( 8 ) pro kazdé = € M a tedy zadny bod mnoziny M neni regularni.

Véta 2.3 (Nutnd podminka pro vdzany extrém): Necht v bodé x* je lokdini extrém funkce f vzhledem k
mnozine M ={x € R™ : hy(z) =0, k=1,...,m}, f,hg, k =1,...,m jsou definovdny na néjakém okoli
bodu x* a véechny jsou diferencovatelné v bodé x*.

Kdyz x* je requldrni bod M, pak existuje vektor \* € R™ takovyj, Ze

VoL(z",X") = Vo f(2*) + Y \iVahi (™) = 0.
k=1



53

2.2 Globalni podminky optimality

V této kapitole budeme uvazovat obecné rozdéleni omezeni na ,, hezkd“ a ,, nehezkd“. Pouze budeme
vyzadovat, aby bylo alesponi jedno nehezké omezeni vybrano. Jinak by totiz k zaddné zméné puvodni
tlohy nedoslo.

Zavedme globdlni podminky optimality.

Definice 2.4 Necht z* € R*, u* € Rl1, v* € Rt ¢ M > M. Rekneme, Ze trojice (z*,u*,v*) splnuje
globdlni podminky optimality (GPO) pro dlohu (2.1) v oboru (MNM) XR{; xR71, jestlize trojice (x*,u*, v*)

je sedlovgm bodem Lagrangeovy funkce (2.4) v oboru (|\7| N |\7|) X ]Rj_l x Rt to znamend, Ze

JU*EI\N/IHI\A/I7 u* eRN ) w* >0, v e RN
a pro vSechna x € M N |\7|, uwe RN, uw>0,veR plati
L (z;u™,v*) > L(z";u*,v") > L(z";u,v). (2.9)

Véta 2.5 (GPO = NLP): Nechf z* € R" a M > M je takovd, Ze vSechny funkce vystupujici v uloze
(2.1) magi na M pouze rediné hodnoty. Kdyz existuji u* € R v* € R’ tak, Ze trojice (z*,u*,v*) spliuje
(GPO)pro alohu (2.1) v oboru (M N M) x Ril x R7, pak je x* globdlni minimum dlohy (2.1).

Navic je splnéna podminka komplementarity pro NLP: Zjeh u3gj (z*)=0.

: Podle predpokladu je 2* € M N M. Dosazenim do (2.9) dostaneme

@)+ wgi@) + > vihe(x) > f@)+ > ujgi@)+ > vihe(z*) > (2.10)

jel keJy jel keJy
> @)+ Y ugiat) + Y vphi(a).
JjelL keJy

Nerovnosti (2.10) podle piedpokladu plati pro néjaké u* € R*, u* > 0, v* € R’! a pro viechna z € |\~/|ﬁ|\A/I7
we RN u>0,veRM,
Pouzijeme nejprve pravou vétev (2.10), tj. nerovnost

Z ujg;i(z*) + Z viphg(z™) > Z ujg;(x”) + Z vrhe(z®) Yu e RN w>0,0eR. (2.11)
Jj€li keJa JEIL keJy

Uvédomime si, ze hy(z*) jsou pevné koeficienty a u*, v* jsou z hlediska uvazované nerovnosti také pevné
vektory. Odtud pi{mo vyplyvé, ze (2.11) muze platit jen kdyz

gi(z") <0 pro kazdé j € Iy,
hip(z®) =0 pro kazdé k € Jy,
Z uigi(z*) = 0.
Jj€n

To znamenad, ze z* je piipustné feseni tlohy (2.1), je splnéna komplementarita a zZe se levd vétev nerovnosti
(2.10) redukuje na

fz) + Z urg;(r) + Z vihi(z) > f(z*) Vae M N M. (2.12)
jen ke

Omezme se jen na piipustnd z, tj. g;(x) < 0prokazdé j =1,2,...,m, hy(x) =0prokazdé k =1,2,...,p.
Pak z nerovnosti (2.12) plyne f(z) > f(z*) pro kazdé x € M, tedy optimalita «* pro tlohu (2.1).
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Opacna implikace obecné neplati. Je tfeba splnit jistou podminku regularity. Pro tilohu konvexniho
programovani sta¢i uvazovat Slaterovu podminky regularity.

Definice 2.6 Nechf M > M je oteviend mnozina. Necht funkce f, gj,7 =1,....m, hi, k =1,...,p

jsou definovdny na M a funkce hy, k =1,...,p jsou navic diferencovatelné na M. Rekneme, ze pro tlohu
(2.1) je splnéna Slaterova podminka reqularity, jestlize existuje T € M takovy, Ze g;(Z) < 0 pro viechna
j=1,....,m a vektory V,he(Z), k=1,...,p jsou linedrné nezdvislé, tj.
Ohp(@)\"?
matice k(@) md hodnost p.
Ox; i=1,k=1

Véta 2.7 (NLP = GPO): Necht M> M je otevrrend konvexni mnoZina, funkce f,g;,7 =1,...,m majé
redlné hodnoty a jsou konverni na M a funkce h,k = 1,...,p jsou linedrni (tedy definované na celém
R™). Ddle predpokladejme, Ze loha (2.1) spliiuje Slaterovu podminku, viz definice 2.6.

Kdyz x* je globdlnd minimum dlohy (2.1), potom existuji u* € R™, u* > 0, v* € RP tak, Ze (z*,u*,v*)
spliiuge (GPO)pro dlohu (2.1) v oboru (|\~/|ﬂ|\7|) XRQ xR, Tato trojice pak automaticky spliiuje podminku
komplementarity pro NLP, tj. >, ujg;(z*) = 0.

Nebudeme konstruovat uw*, v*

mnozin. Zavedme dvé mnoZiny:

, ale dokazeme jejich existenci, a to pfes vétu o oddélitelnosti

A = Z 'nER,feRJl,CERIl,prokteréeXistujexeI\N/Iﬂl\A/Itak,Ze
¢ ) n=f@), §=gi(x), jen, Ge=hi(z), ke ’
n
B = € | :ineR, ¢eRM, CeRM, n< f(a*), £€<0,(=0
¢
1. Dokézeme, ze A je konvexni.
n' " " n' 7
Necht [ ¢ |, € | €A A€ (0,1)aoznacme | & | =A[ & | +1-N][ &€
¢! ¢ ¢ ¢! ¢?

Pak existuji !, 22 € MM pro které plati
7’1 Z f(l‘l), 531 Z gj(xl)v .] S Ilv C}% = hk(ml)a ke le
0> f(2?), & > g;(a?), j €I, G =hi(a?), k€.
Mnozina M je konvexni podle predpokladu a mnozina M je konvexni, nebot funkce g;, j € Jo jsou
konvexni a funkce hy, k € I3 jsou linedrni. Proto x = Az! + (1 — )22 € MN M.
Z konvexnosti funkci f, g;, j € I1 a z linearity funkci hy, k € J; plati
n=x'+ (1= N0 = M) + (1= N f(a?) > f(a),
§ =)+ (1 =N > Agj(@h) + (1= Ng;(z%) > gj(x) Vjely,
G = AG 4+ (1= NG = Mg(2h) + (1 = Nhi(2?) = hp(z) VEk € Jy.

Ui
Tudiz [ € | € A atedy A je konvexni mnozina.
¢
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2. Ukédzeme, ze AN B = ().

n
Predpoklddejme | & | e BN A.
¢
Pak by existovalo 2 € MM tak, ze f(z*) >n > f(z), gj(z) <& <0proje€l ahg(zr)=0pro

ke Ji.

To znamend, ze by existovalo z € M s vlastnost{ f(z*) > f(x), coz je ale spor s optimalitou z*.

Podle véty o neostré oddélitelnosti konvexnich mnozin, véta 3.15, existuji a, A € R, 8 € RI', v € R/1,
o Ui

8 | # 0 tak, ze nadrovina H = £ can+BT¢+~T¢ = A} neostie oddéluje mnoziny A a
v ¢
B, tj. plati
i a
an+ BT e+ ¢(>A>aa+B"0 V| € | €A | b | eB (2.13)
¢ 0

Slozky a a b mohou byt libovolné zaporné, proto a > 0, > 0. Jinak by totiz pravé strana nerovnosti
mohla byt libovolné velka kladné, coz by znamenalo, ze nerovnosti nelze splnit.

PO f(z) a
Proze MNMije | g5, (x) € A. Proto pro kazdé | b | € B plati
h-h (:L’) 0
af(x) + Z Bigi(x) + Z Yehk(x) > aa+ B'b.
jel keJi

Odtud dostaneme nerovnost
af(z)+ Z Bigi(x) + Z vehi(z) > af(z*) VaeMNM. (2.14)
jel keJy

1. Ukazeme, ze a > 0.

Kdyby tomu tak nebylo, pak by a = 0 nebot jiz vime, Ze o > 0. Pak by platilo
B3>0, ( g )7&0 a Zﬁjgj(x)+ Z’ykhk(m)zo VzeMnM.
je€I, keJy

Ze Slaterovy podminky vsak existuje £ € M takové, ze pro kazdé j € I je g;(z) < 0 a pro kazdé
k € J je hi(z) = 0. Proto nutné 5 = 0.

To vsak znamena, ze

vy#0 a Zykhk(ﬂc)zo VazeMnM.
keJy

Funkce g;, 7 € I jsou konvexn{ na oteviené mnoziné |\~/I, jsou proto spojité na M.
Vime, ze pro kazdé j € I je g;(Z) < 0. Proto existuje § > 0 takové, ze Us (T) C M a plati
Ve e Us (Z)Vj €1 je gj(z) <0

z Yhe(z) >0 Vo €Us (T) spliujici hy(x) = 0 pro viechna k € J.
keJi
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Funkce hy, £k =1,2,...,p jsou linearni a proto nutné

Z Yihe(z) =0 YV x € Us (T) spliujici hy(x) = 0 pro viechna k € J.
keJy

Funkce hy, k = 1,2, ..., p jsou navic linedrné nezavislé a tak pro kazdé k € J; existuje z*) € U (@)
takovy, ze hy(z®)) # 0 a hy(z™) = 0 pro véechna | = 1,2,...,p, | # k.
Proto v = 0, coz je ale spor.

Tudiz a > 0.

2. Daéle ukazeme komplementaritu.

Bod z* je pripustnym fesenim tlohy (2.1), tudiz musi platit Zjeh Bigi(z*) < 0. Zéroven vsak z
vlastnosti (2.14) plyne >, Bjg;(z*) > 0.

T'lldl’z Zjeh 5jgj($*) =0.
Muzeme tedy nerovnost (2.14) vydélit a

x) + Z %gj(x) + Z l—khk(x) > f(z*) YzeMnM.

jE€I, keJy

ol Iey

Ozna¢me u* = 2, v* = Z. Pak u* > 0 a plati

2)+ Y wigi(x)+ Y vihe(x) > f(2¥) VzeMNM. (2.15)
jel keJy

Vime, ze plati Zjeh uigi(z*) =0 a Zjeh ujgj(z*) < 0 pro viechna u > 0. Muzeme proto piidat i
druhou nerovnost

(@) + Y ulgi(z®) + D vphel(a®) = f@) + > uigi(@) + Y vphi(z®) (2.16)
Jj€h keJy jel keJy
VueRM, uw>0, veRN.

Nerovnosti (2.15), (2.16) dohromady dévaji (GPO).

2.3 Lokalni minimum

V této kapitole budeme diskutovat problematiku lokalnich minim.
Lokalni minima budeme vySetfovat tak, ze splnéni globalnich podminek optimality zavedenych v
predchozi kapitole budeme vyzadovat pouze na néjakém malém okoli podezielého bodu.

Definice 2.8 Nechf z* € R", u* € R\, v* ¢ Rt ¢ M > M. Rekneme, Ze tm]zce (z*,u*,v*) spliuje
lokdlné globdlni podminky optimality (lokGPO) pro dlohu (2.1) v oboru (l\/l N M) X Rll X RJl jestlize

ezistuje § > 0 takové, Ze trojice (x*,u*,v*) sphiuje (GPO)pro dlohu (2.1) v oboru (Us (z*) N M N M)
RY x Rt
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Véta 2.9 (okGPO = 10kNLP): Nechf z* € R™ a M > M je takovd, Ze vSechny funkce vystupujici v
dloze (2.1) maji na M pouze redlné hodnoty Kdyz existuji u* € R, v* € R7* tak, Ze trojice (x*,u*,v*)

spliuge (lokGPO)pro dlohu (2.1) v oboru (M N M) x RY x R7t, pak je a* lokdlni minimum lohy (2.1).
Navic je splnéna podminka komplementarity pro NLP 1. deh u} g]( *)=0.

: Podle predpokladu existuje § > 0 takové, zZe trojice (z*,u*,v*) spliuje (GPO)pro tlohu (2.1) v
oboru (Us (z*) "M N M) x RE x R
Vezméme néjaké 0 < e < § a do tlohy (2.1) pfidejme omezen{
min{f(z) : g;(z) <0, j=1,....,m, |lx —z"|| <e, hp(z) =0, k=1,...,p, x € R"} . (2.17)

Podminku ||z — 2*|| < e zafadime mezi , hezkd“omezeni. Pak zjistime, Ze trojice (x*,u*,v*) spliuje
(GPO)pro ulohu (2.17) v oboru (|\7| N (h7| N Ve (x*))) x R x R,

Podle vety 2.5 je z* globalni minimum ulohy (2.17).

To ale znamenad, ze «* je lokdln{ minimum tlohy (2.1).

Opac¢nd implikace obecné neplati. Plati napiiklad pro ulohu, kterd je lokalné konvexni a spliuje
Slaterovu podminku regularity.

Véta 2.10 (1okNLP = 1okGPO): Necht z* € M, M>M je oteviend konvexni mnoZina a funkce f, 9i»

ji=1,....m, hg, k=1,...,p maji redlné hodnoty na M. Necht existuje § > 0 takové, Ze Us (z*) C I\/I
funkce f,g;,7 =1,...,m jsou konvexni na Us (x*) a funkce hy,k =1,...,p jsou linedrni na Us (x*). D(ile
pr‘edpoklddejme Ze 1loha (2.1) spliuje Slaterovu podminku s T € Us (x *), viz definice 2.6.

Kdyz «* je lokdlni minimum ilohy (2 1), potom existuji u* € R™, v* € RP tak, Ze (z*,u*,v*) spliuje

(1okGPO )pro ilohu (2.1) v oboru (M N M) x RII x R7v. Tato trojice pak automaticky splnuje podminku
komplementarity pro NLP, tj. >, ujg;(z*) = 0.

: Podle predpokladu je z* lokdlni minimum tlohy (2.1).
Existuje proto 0 < € < § takové, ze z* je globalni minimum ulohy

min {f(z) : g;(z) <0, j=1,....,m, |l —2"|| <e, hg(z) =0, k=1,...,p, x € R"} . (2.18)

Podminku ||z — 2*|| < € zafadime mezi ,, hezkd“ omezeni.
Pak podle véty 2.7 existuji u* € R™, v* € R? takovd, ze trojice (x*,u*,v*) spliuje (GPO)pro tlohu
(2.18) v oboru (|\7| N (I\A/I NV, (x*))) X Rﬁ x R/ a je splnéna komplementarita.

Odtud (z*,u*,v*) splituje (lokGPO)pro tlohu (2.1) v oboru (M N I\A/I) X Rfrl x R7t a je splnéna komple-
mentarita.

Vztah k tloze hledani globdlniho minima je nasledujici.
Véta 2.11 (lokNLP < NLP):
i) Kdyz x* je globdln{ minimum dlohy (2.1), pak je také jejim lokdlnim minimem.

ii) Necht M je konvexni mnoZina, f je konvexndi funkce. Potom, kdyZ x* je lokdini minimum lohy
(2.1), pak je také jejim globdlnim minimem.
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: Prvni tvrzeni plyne piimo z definice lokalniho a globalniho minima. Druhé ¢ast jiz byla ukdzana
jako véta 2.15.

Véta 2.12 (IokGPO < GPO): Nechf 2* € M, u* € R™, v* € RP ¢ M D M.

i) Kdyz (z*,u*,v*) spliuje (GPO)pro dlohu (2.1) v oboru (M N M) x R x R, potom spliuje pro
dlohu (2.1) také (lokGPO)v oboru (M N M) x RI x R71.

ii) Necht M > M je konvexni mnoZina, funkce f,g;,7 = 1,...,m jsou konverni na M a funkce
hi,k = 1,...,p jsou linedrni na M. Kdyz (z*,u*, v*) splnu]e (lokGPO)pro dlohu (2.1) v oboru
(MN I\/I) Rh R, potom spliuje pro dlohu (2.1) také (GPO)v oboru (M N l\/I) Rh R7.

: Prvni tvrzeni plyne piimo z definice (GPO)a (1okGPO). Druhé tvrzeni musime dokazat.
Z definice (lokGPO)existuje § > 0 takové, ze trojice (z*,u*,v*) splituje (GPO)pro tlohu (2.1) v oboru
(Us (z*) "M N M) x RI x R,
Vezméme z € |\/| M.
Mnozina M N M je konvexni a tak celd tusecka spojujici body x a z* lezi v M N M.

Déle existuje 0 < A < 1 tak, ze y = Ax* + (1 — Nz € Us (z*).
7 predpokladi druhého tvrzeni je Lagrangeova funkce L konvexni v x. Plati tedy

L(z;u®,v") > L(y;u™,v") > L(z";u",v").

Tim je podminka (GPO)ukdzdna, nebot druhd ¢dst nerovnost{ je shodna s (lokGPO).

2.4 Lokalni podminky optimality pro dilohu NLP

V této kapitole budeme uvazovat tlohu (2.1) a vSechna omezeni zaclenime do Lagrangeovy funkce. Na-
lezneme vhodnou otevienou mnozinu M S M a budeme uvazovat na M x R x RP,

nebot M = R™, jako

p
L (z;u,v) )+ Zu]g] + kahk(m). (2.19)
k=1

Budeme diskutovat lokalni podminky optimality.

Definice 2.13 Nechf M > M je oteviend mnozina a funkce f, g;, j=1,...,m, hg, k=1,...,p majé
redlné hodnoty a konecéné parcidini derivace na M. Rikdme, Ze trojice (x*,u*,v*) € M x R™ x RP spliiuje
lokdlni podminky optimality (LPO) pro dlohu (2.1), jestlize plati

i) pripustnost: gi(z*)<0,7=1,2,...,m, hg(2*) =0, k =1,2,...,p;
i) komplementarita: u* >0, Z;nzl uigj(z*) = 0;

iii) optimalita: VL (z*;u*,v*) = 0.
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Véta 2.14 (1okGPO = LPO): Nechf M> M je otevrend mnozina a funkce f, gj, j=1,...,m, hy, k =
1,...,p maji redlné hodnoty a konecné parcidlni derivace na M. Kdyz trojice (x*,u*,v*) € M x R™ x RP
splniuge (lokGPO)pro dlohu (2.1) v oboru M x R™ x RP, potom spliiuje (LPO )pro <lohu (2.1).

Dukaz: Podle véty 2.9 je 2* lokdln{ minimum tlohy (2.1). Tudiz jsou splnény podminky i) i ii).
Vime, Ze * je lokdln{ minimum funkce L (o; u*, v*) na M. Funkce je diferencovatelnd na M a M je oteviend
mnozina. Proto musi byt splnéna podminka iii).

Q.E.D.
Definujme nékolik pomocnych pojmu.
Definice 2.15 Pro bod x € M definujeme mnozZinu indexu aktivnich omezeni
B(z) = {j=12,...,m:g;(zx) =0} (2.20)

a mnoZinu sméru Z

vamgj(.’b) < 0, j €B (.T),
Z(CL’) = zeR™ vaajhk($>:O, k=1,....p, . (221)
2TV, f(x) <0

Véta 2.16 (Zikladn{ véta o lokdlnich podminkdch optimality): Necht M > M je otevirend mnozina a
funkce f, gj, 3 =1,....,m, hx, k = 1,...,p majil rediné hodnoty a konecné parcidlni derivace na M.
Vezméme z* € M. Pak Z (z*) = () tehdy a jen tehdy, kdyz ezistuji u* € R™, v* € RP tak, Ze trojice
(x*,u*,v*) spliuge body i) a i) z definice 2.13.

Diikaz: Vime, ze x* € M, a tak si sta¢i uvédomit nasledujici fetézec ekvivalenci.

Existuji u* € R, v* € RP tak, ze (x*,u*,v*) spliwgje ii) a iii).

)

Existuji v* € RT, v* € RP tak, ze (*,u*,v*) splhuje

m D
Vof (@) + ) uiVagi(z™) + > viVahi(z®) = 0.
j=1

k=1
m
Z uigi(z*) = 0.
j=1

)

Existuji u* € R™, v* > 0, v* € RP spliiujici rovnice

m p
Zu;‘fvng(x*) —&—Zv,’szhk(x*) =V f(z"),
j=1 k=1

Y ujgi(at) = 0.
j=1
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)

Existuji u* € R™, u* >0, v* € RP, uj = 0 pro j ¢ B (z*) spliwjici rovnice

p
> uiVagi(@) + Y viVahi(z®) = —V.f(a").
JEB(z*) k=1

(3 podle véty 1.11 (Farkasova véta)
Pro kazdé z € R™ splaujici

ZTngj(x*) <0, Vje B,
2 Vehp(z*) =0, VEk=1,...,p,

plati — 2"V, f(z*) <0.
)
Z(xz")=10

Vyznam mnoziny Z (x) je v tom, Ze obsahuje vSechny smeéry, které z bodu x sméfuji ,,do mnoziny
M* a ucelové funkce pfitom klesd. To znamend, ze v bodé x by mohlo byt minimum pouze v piipadé,
kdyz Z (z*) = (. Toto v8ak je, bohuzel, pouze heuristickd predstava. Existuji mnoziny pro néz nase
predstava selhdva. Sméry z Z (z) totiz nemusi vibec sméfovat do mnoziny M. Jako piiklad si muzeme
uvést kruznici a jeji libovolny bod. Musime proto uvazovat mnoziny, pro néz je nase piredstava v poradku.
Jednu z vhodnych moznosti nabizi nésledujici véta.

Véta 2.17: Necht M > M je oteviend mnoZina a funkce f, g;, 7 =1,....,m, hy, k =1,...,p maji
redlné hodnoty a spojité parcidlni derivace na M.

Kdyz je bod x* lokdlnim minimem dlohy (2.1) a pro kaZdé z € Z (x*) existuje spojité diferencovatelnd
vektorovd funkce ¥ :R — R™, A >0 a 6y > 0 s vlastnostmi:

U(0)=2z", ¥ (0)=Az, ¥(0) e M, 0<6 < by, pro by >0, (2.22)
potom Z (x*) = 0.

Necht je z* bod lokdlniho minima tlohy (2.1), z € Z (z*) a ¥ je vektorovéa funkce, kterd ma
vlastnosti (2.22). Definujeme funkci

F(0) = f(¥(0)).

Pak F je spojitd funkce na [0, 60y) a ma v bodé 0 lokalni{ minimum, protoze ¥ je spojitd funkce, U(0) € M
pro vSechna 0 < 0 < 6y a z* je lokdlni minimum funkce f na M.

Proto pro mald 6 > 0 plati F(0) < F(0).

Tedy funkce F neklesd v bodé 0 a pro jeji derivaci plati

0< F'(0) = (V(0) " Vo f(U(0)) = Az TV, f(z*).

To je vsak ve sporu s tim, ze z € Z (x%).

Tud{Z mnozina Z (z*) = ().
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Podminkdm, které pro z* lokaln{ minimum tdlohy (2.1) implikuji, Ze je mnozina Z (z*) prézdn4, fikdme
podminky regularity. V anglicky psané literatuie se pouziva termin ,, Constraint Qualification®.

Nejobecnéjsi podminkou regularity, s kterou se sezndmime, je Kuhnova-Tuckerova podminka regula-
rity, kterd byla publikovana jiz roku 1956.

Definice 2.18 Necht funkce f, g;, j=1,....,m, hg, k=1,...,p jsou definované a spojité diferencova-
telné na oteviené mmnoziné M S M.

Rekneme, Ze v bodé T € M je splnéna Kuhnova- Tuckerova podminka reqularity (K-T), kdyz pro kazdé
z#0, z € R, které spliuje

2'V,9(@) <0, j€B(@), ' Vohi(T) =0,k =1,2,...,p, (2.23)
existuje spojité diferencovatelnd vektorovd funkce W :R — R™, A > 0 a 0y > 0 s vlastnostmi:

V(0)=2, U'(0)=Az, ¥(#) e M, 0<06 <80y, pro by > 0. (2.24)

Pozndmka 2.19: Vsimnéme si, ze (K-T) podminka nezdvisi na funkci f, tedy je stejnd pro maximaliza¢ni
i minimaliza¢éni tlohy.

Véta 2.20 (lokNLP = LPO): Nechf M> M je otevirend mnozina a funkce f, g;, j=1,...,m, hy, k =
1,...,p maji rediné hodnoty a spojité parcidlni derivace na M. Necht v bodé z* € M je lokdlni minimum
dlohy (2.1) a je v ném splnéna Kuhnova-Tuckerova podminka regqularity (K-T).

Pak existuji u* € R™, v* € RP takové, Ze trojice (x*,u*,v*) € M x R™ x RP spliiuje podminky (LPO).

Podminka (K-T) evidentné implikuje podminku (2.22).

Proto podle véty 2.17 je mnozina Z (z*) = ().
Coz je podle véty 2.16 ekvivalentni s (LPO).

Kuhnova-Tuckerova podminka regularity je splnéna v fadé béznych situaci.

Véta 2.21: Necht gi, 3 = L1,...,m, hg, k = 1,...,p jsou linedrni funkce. Pak Kuhnova-Tuckerova
podminka regularity (K-T) je splnéna v kaZdém bodé mnoZiny M.

Oznaéme si g;(z) = a;r:c + B, hi(z) = af x + by.
Vezméme z € M.
Necht smér 2z € R™, 2 # 0 spliiuje
ZTngj(E) = zTozj <0,VjeB@), 2 Vohp(T)=2"ar =0, Vk=1,2,...,p.
Definujeme ¥(0) =z + 6z, 0 € R a ukdzeme, zZe takto definovand vektorova funkce spliuje (2.24).

Evidentné ¥(0) = Z a ¥’/(0) = z. Musime jesté oveérit, ze ¥(0) € M pro mala 6.
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1. Pro kazdé j € B (%) a kazdé 6 > 0 plati
9;((0)) = o] W(0) + B = o) T + Bj + 6] 2 = g;(F) + ba] z <0,
nebot g;(z) =0 a o z <O0.
2. Pro kazdé j ¢ B (Z) a kazdé 6 > 0 plat{
9;(U(0)) = ] U(0) + B; = o] T+ B + 0 2 = g;(F) + Oar] 2.

Vime, ze g;(Z) < 0. Definujme

f; = +oo pokud a;-'—zSO,
= —% pokud a;-'—z>0.

J
3. Prokazdé k=1,2,...,p a kazdé 6 > 0 plati
hi(U(0)) = al V() + by, = a, T + by + Oa] 2 = hi(T) + ba,, z = 0,
nebot hy(Z) =0 aaf 2 = 0.

Odtud ¥(#) € M pro kazdé 0 € [0, 6], kde 6y = min{6;, j ¢ B(z)}.

Tim jsme ukézali, ze podminka (K-T) je splnéna v kazdém bodé mnoziny M.

Piipomenme, ze v tomto pfipadé je mnozina pifpustnych feseni tlohy (2.1) konvexn{ polyedrickd
mnozina.

Véta 2.22: Necht g;, j =1,...,m jsou diferencovatelné konvexnt funkce a hy, k =1,...,p jsou linedrni
funkce. Kdyz je splnéna Slaterova podminka, viz definice 2.6, pak Kuhnova-Tuckerova podminka reqularity
(K-T) je splnéna v kazdém bodé mnoZiny M.

Definice 2.23 Rekneme, Ze v bodé T € M je splnéna podminka linedrni nezdvislosti (L), jestlize vektory

(Veyg(@), j€ B(z),Vohie(T), k=1,2,...,p)
jsou linedrné nezdvislé.

Véta 2.24: Kdyz je v bodé T € M spinéna podminka linedrni nezdvislosti (LI) a funkce g; jsou spojité v
Z pro kazdé j & B (), pak je v tomto bodé splnéna Kuhnova-Tuckerova podminka regularity (K-T).

: Dukaz, viz [1]. Dukaz se opird o vétu ,, o implicitni funkei®.



63

Poznamka 2.25: Podminka linedrni nezavislosti odpovida, v piipadé ulohy o vdzaném extrému, podmince
na plnou hodnost matice (2.8).

Uved'me si pifklad tlohy s bodem optima #, v némz nen{ splnéno (LI) ani (K-T) a pfesto mnoZina

Z(#) = 0.

Priklad 2.26: Uvazujme tlohu min{zy : (1 —1)% —22 >0, 21 > 0,22 > 0}.
Uloha m4 v kazdém bodé (t,0), 0 <t <1 globalni minimum.

Soustfedme se na bod z* = (1,0).
Oznacme si funkce

f(@) =2, g1(x) = —(1 = 21)° + 22, g2(x) = —a1, gs3(x) = —2.
Lagrangeova funkce je pro tuto tlohu tvaru
L (z;u) = f(x) + uig1(x) + uaga(z) + uzgs(x) = x2 — uy[(1 — 21)® — x2] — upy — uys.

Jesté vypoctéme gradienty v bodé x*

Vot = (V) Vane) = () Taote) = () Tty = (2).

e V bodé z* neni splnéna podminka linedrni nezévislosti (LI), nebot mnozina aktivnich omezeni je
B (z*) = {1,3} a gradienty Vg1 (z*), V,g3(z*) jsou linedrné zdvislé nebot Vg1 (z*) = =V, g3(z*).

e Také (K-T) podminka nen{ splnéna. Napiiklad smeér z = ((1)) spliuje

0 0
Piedpoklddejme diferencovatelnou funkei ¥ a A > 0 takové, ze ¥(0) = x*, ¥'(0) = Az = (g‘)
Pak vsak prvni slozka vektorové funkce musi spliiovat ¥(#); > 1 pro mald kladnd 6.
To vsak znamend, ze ¥(0) ¢ M pro mald kladnda 6.
Pro smér z = ((1)) je tedy podminka (K-T') porusena.

e Ale v bode z* je V, f(z*) = (%) a

Z(z*) = {z

:{Z

= 0.

(j) D2 Vo f(2") <0, 2TVa1(2%) <0, 2T Vags(a*) < O}
2

(Zl) : ZT(()) =25 <0, zT<O) =2, <0, ZT(()) :—ZQSO}
29 1 1 -1

Podle véty 2.16 vime, 7e existuje u* € R3 takové, ze dvojice (z*,u*) spliuje (LPO).
)T

Dosazenim se lehce presvédéime, ze napiiklad vektor u* = (0,0,1)  m4 tuto vlastnost.

Samotné podminky (LPO)nestaé¢i k tomu, aby dany bod byl lokdlnim minimem tlohy (2.1). Je tfeba
pridat jesté dalsi podminku.
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Definice 2.27 Necht f, gi, J=1,...,m, hg, k=1,...,p maji redlné hodnoty a druhé parcidlni derivace
na néjaké otevrené mnoziné M > M.

Potom tekneme, Ze pro ilohu (2.1) a trojici (x*,u*,v*) € M x R™ x RP je spinéna
postacujici podminka 2.7ddu (SOSC) (Second Order Sufficient Condition), kdyz

u >0
a pro libovolny smér z # 0, z € R™ spliugici

2'V,g;(z*) =0 pro j€B(z*), u; >0,

2'V,g;(z*) <0 pro j€B(z*), u; =0,

2'Vehi(z*) =0 pro k=1,2,...,p

plati
ZTV?E@L (x*;u*,v")z > 0.

Véta 2.28 (LPO = lokNLP): Nechf M>M je oteviend mnozina a funkce f, g;j, 7 = 1,...,m, hy,
k=1,...,p maji redlné hodnoty a spojité druhé parcidlni derivace na M.

Kdyz trojice (z*,u*,v*) € M x R™ x R? splriuje podminky (LPO)a (SOSC) pro dlohu (2.1), pak x* je
bod ostrého lokdlniho minima lohy (2.1).

: Tvrzeni ukdzeme sporem.

Predpoklddejme, ze x* neni bod ostrého lokdlniho minima tlohy (2.1).
Pak existuje posloupnost zg € M, x5 # x*, kterd konverguje k z* a f(zg) < f(z*).
Vybereme podposloupnost zg., v € N takovou, zZe

*
1’577’13

log, =2 [ ="

Funkce maji spojité prvni parcidlni derivace a tak z Rolleovy véty (,, véta o stfedni hodnoté®) existuji
body 0y, 04.j~, j € B(x"), On ks, B =1,2,...,p lezici uvniti intervalu, ktery spojuje body x5, a x*,
tak, ze plati

0> flzg,) — f(a*) = (x5, —2*) ' Vaf(Or,),
0> g;(xp,) = gj(zs,) — gj(z*) = (x5, — x*)T Va29i(0g,5)
0= hk(xﬁ.y) = hk(mgv) — hk(l‘*) = (:L‘ﬁw — x*)T thk(eh’kﬁ) .

Podminky vydélime normou ngw —z* || Po limitnim pfechodu v — 400 dostavame

0>n"Vaf(z*),
0>n"Vag;(z*) VjeB(@"),
0=n'Vihe(z*) Vk=1,2,...,p.

V bodé x* jsou splnény podminky (LPO), coz znamend

m p
0=V,L(z*u"v*)=V,f(z*)+ Zujvng(m*) + Zv}szhk(x*).
j=1 k=1
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Odtud dostédvame

0>n"Vaf(@*) ==Y uln'Vag;(x*).

ut>0
To vsak znamena, ze
N Vaf(z*) =0, 9" Vagi(@*) =0 VjeB(z"), uj >0.
Opét z Rolleovy véty existuje pi, lezici uvniti intervalu, ktery spojuje body x5 a z*, tak, ze plati

0> flzp,) - f(2") =

L (zg,;u,v*) — L(z*;u*, 0" —l—Zu gi(x*) — gj(wp,) —l—ka kp(z*) — hi(zg,)) =

L (zg,;u,v") — L(z*;u*, 0" ZUQJ rg,) >
u;>0

L (xgw;u*,v*) —L(z"u"0v") =

(zg, — x*)—r VL (x%5u*v") + %

1

3 (zp, — x*)TVi,wL(uv;u*,v*) (zg, — ") .

(xgw — x*)—r Vwa (py; u™, 0") (chW - x*) =

*|I?. Po limitnim prechodu v — 400 dostavame

0>n'V2 Lz 5u",v*)n.
Takovyto smér vSak podle podminky (SOSC) neexistuje. Dostali jsme se tedy do sporu.
Tudiz z* je bod ostrého lokalniho minima dlohy (2.1).

Véta 2.29 (LPO = lokGPO): Nechf z* € M, M>M je oteviend konverni mnoZina a funkce f, g;, j =
1,....,m, hy, k=1,...,p maji redlné hodnoty na M. Necht existuje 0 > 0 takové, Ze Us (x*) C |\7|, funkce
fo95.0 = 1,...,m jsou konvezni a maji spojité parcidlni derivace na Us (x*) a funkce hy,k =1,...,p
jsou linedrnd na Us (x*).

Kdyz existugi u* € R™, v* € RP tak, Ze (x*,u*,v*) spliuje (LPO)pro ilohu (2.1). Potom (x*,u*,v*)
spliiuge (lokGPO)pro dlohu (2.1) v oboru M x R™ x RP. Tato trojice pak automaticky spliiuje podminku
komplementarity pro NLP, tj. 3>, wjg;(z*) = 0.

: Z predpokladu véty plyne, ze Lagrangeova funkce je konvexni v x na Us (z*). Je splnéno (LPO)a
tak pro x € Us (z*) plati

L (z;u*,v*) > L(z";u*,v") + (x — x*)T VL (2% u*,v*) = L (20", v").

Déle pro u € R*, 4 > 0 a v € R plati
m p
L(x*;u,v) = L(x*;u*’y*)_;'_Z(uj—u +Z Uk—’Uk hk )
j= k=1

= L(z"u"v") +Zujgj(a:*) < L(a*u*,0%).

Jj=1
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Tim jsme ovérili, ze (z*,u*,v*) spliuje (okGPO)pro tlohu (2.1) v oboru M x R™ x RP. a je splnéna
komplementarita.

Definice 2.30 Kdyz pro viechna j € B (z*) jsou uj > 0, pak mluvime o silné komplementarite.

Vsimnéme si specidlnich piipadu.

Pi#iklad 2.31: Necht f € C2, M = {z € R" : Az < b}. Oznaéme g(z) = Az — b.
Lagrangeova funkce je
L (z;u) = f(z) +u' (Az —b).

Podle véty 2.21 vime, Ze v kazdém bodé mnoziny M je splnéna podminka (K-T).
(LPO)jsou tvaru:
i) Az* —b<0;
i) u* >0, (u)' (Az* —b) = 0;
iil) Vuf(z*)+ ATu* = 0;

Piedpokladejme, ze M # 0 a V%z f(x) pozitivné definitni pro viechna x € R™, tedy f je ryze konvexni.
Potom (SOSC) plati, protoze pro libovolné y € R,y # 0 je

y'V2 L(z*u)y =y V2 f(z*)y > 0.

Zjistili jsme, Ze pro tuto specidlni tlohu je z* € R™ bod lokdlntho minima f na M pravé tehdy, kdyz
existuje u* > 0 takové, ze dvojice (z*,u*) spliuje (LPO).

Piiklad 2.32: Uvazujme tlohu (LP) min{c'z : Az =b, 2 > 0}. Tedy
f(x)=c'x, hy(z) = ZA;“:UZ —by, k=1,2,...,n, gj(z)=—x;, j=1,2,...,n,
i=1

Lagrangeova funkce je
L(z;u,v)=c' z+v (Ax —b) —u' .

Podle vety 2.21 vime, Ze v kazdém bodé mnoziny M je splnéna podminka (K-T).
Vypisme podminky(LPO):

i) Az* =0, z* > 0;
i) u* >0, (u) 2* =0;

iii) ¢+ ATv* —u* =0.
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7 iii) plyne u* = ¢+ ATv* > 0, protoze u* > 0 a dale z ii) plati
0— (m*)T Wt =Tt o (ac*)T ATo* = cTa* 1 bTo"
Polozime-li y* = —v*, (LPO)pfejdou na tvar
i) Az* =0, z* > 0;
i) bTy* =cla*;
iii) ATy* <ec.

Kdyz z* je optimaln{ feseni ulohy (LP), pak podle véty 2.20 spliiuje (LPO). Coz ale v tomto piipadé
znamend, ze existuje y* optimalni feSeni ptislusné dudlni tlohy.

Odvodili jsme tedy dualitu v LP. Zdanlivé jsme ji odvodili jednoduse, pouze s vyuzitim vét 2.16 a
2.20. To je vsak opravdu jen zdanlivé, nebot pii dikazu véty 2.20 jsme vyuzili Farkasovu vétu, kterd je
s dualitou v LP ekvivalentni.

Piiklad 2.33: Pokracujme jesté v ptikladé 2.32.
Mnozina indexu aktivnich omezeni je B (z*) = {j : } = 0}.
Predpoklddejme, ze plati silna komplementarita.
Pak (SOSC) iik4, Ze neexistuje zadné z # 0 s vlastnosti Az =0 a z; =0 pro j € B (z*).
Uvedeny pozadavek znamend, Ze soustava Ajy po-)YB(2+) = 0 md jediné feseni yp(,+) = 0.
Tudiz Arxp(z+) mé linedrné nezdvislé sloupce. To jsou ale sloupce v A odpovidajici kladnym slozkdm
x; > 0 feSeni x*, tedy z] je bazické FeSeni.

Poznamka 2.34: Podminky (LPO)pro tlohu (2.1) muzeme zapsat piehledné pomoci gradientt Lagran-
geovy funkce (2.4):

i) VyL(z*,v*,u*) <0, V,L(z*,v*,u*) = 0;
i) u* >0, (u*)T Vo L(z*, v*,u*) = 0;

ili) ViL(z*,v* u*) =0.
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2.5 Symetricka iloha NLP

V této kapitole se budeme zabyvat druhym pifpadem, kdy umime jednoduse zformulovat (LPO). Budeme
uvazovat symetrickou tilohou nelinedarniho programovani:

min {f(z) : g;(z) <0, j=1,2,...,m, ; >0, i=1,2,...,n} (2.25)

Tuto tlohu budeme oznacovat SNLP.
Mnozinu vSech ptipustnych feSeni opét oznacime

M={zeR":gjx)<0,j=1,2,....m, >0, i =1,2,...,n} (2.26)

Uvédomme si, ze pro symetrickou tilohu NLP se mnozina indexu aktivnich omezeni rozpadne na dvé
casti

B (xz) = By (x) UBg (x) , kde By (z) = {j : gj(x) =0}, By (z) ={i:2; =0}.
Také mnozina sméru Z ma specialni tvar
Z (z%) = {z eR"” : ZTngj(Jc*) <0, j€By(z"), 2, >0, i € By (z"), zTme(x*) < O}.

Pro symetrickou tlohu NLP (2.25) sestavime ,zkrdceny tvar“ Lagrangeovy funkce. VSechna omezeni
urcend funkcemi g;, j = 1,2, ..., m zafadime do Lagrangeovy funkce a vSechna omezeni dand nezapornosti
proménnych ponechdme v podminkach. Lagrangeova funkce méa tedy tvar

L (z:y) = f(2) + Z Y19;() (2.27)

a uvazujeme ji pro x € |\7|7 yeR™ x>0,y>0.
Pak pro symetrickou tlohu NLP (2.25) globdln{ a lokdlni podminky optimality maji ndsledujici tvar.

Definice 2.35 Necht funkce f, g;, 7 =1,2,...,m jsou definované na mnoziné M>M az*e R™, y* €
R™. Rekneme, Ze pro dvojici (x*,y*) jsou splnény globdlni podminky optimality pro dlohu SNLP (SGPO)

pro symetrickou dlohu NLP (2.25) v oboru (|\7| NRY) xR, jestlize dvojice (x*,y*) je sedlovy bod Lagran-
geovy funkce (2.27) v oboru (MNRY) x R, to znamend, Ze

ac*€|\~/|, >0, y">0
a pro vSechna x € |\~/|, yeR™, >0,y >0 platd
L (z;9%) > LS (a%;97) > L5 (a%5y) (2:28)

Definice 2.36 Necht funkce f, gj, j = 1,2,...,m jsou definované a diferencovatelné na oteviené mnoziné
M DM ax* €M, y* € R™. Rekneme, Ze pro dvojici (z*,y*) jsou splnény

lokdlni podminky optimality pro symetrickou dlohu (SLPO) pro symetrickou dlohu NLP (2.25), jestlize
plati

>0, VoL%(a*,y*) >0, (%) VL3 (=", y*) =0, (2.29)
0 0 (2.30)
Véta 2.37 (SGPO = SNLP): Necht M S M, funkce f, g;, 3 = 1,2,...,m maji rediné hodnoty na

mnoziné M a z* € M. Kdyz ezistuje y* € R™ takové, Ze dvojice (z*,y*) spliiuje (SGPO) pro tlohu
(2.25), pak je x* optimdini Tesend ulohy (2.25).
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¢ Véta je specidlnim pfipadem véty 2.5.

Véta 2.38 (SGPO = SLPO): Necht M > M je otevrend mnozina, funkce f, g;j, j = 1,2,...,m maji
redlné hodnoty a konecné parcidlni derivace na M a z* € R™, y* € R™. KdyZ dvojice (x*,y*) splnuje
podminku (SGPO) v oboru (M NRY) x RE | pak splriuje také podminku (SLPO).

: Predpoklddejme, ze jsou podminky (SGPO) splnény.

1. Podminka (SGPO) iiké, e * € M, z* > 0 a funkce LS (e;5*) nabyvala svého minima na mnoziné
MNR? v bodé z*.

Pro derivaci Lagrangeovy funkce podle x;, i = 1,2, ..., n plati
5LS LS (1’* the*‘y*)fLS (x*y*)
k) 75 ) >0.
Ox; (@%59) tlir(& t =0
Pokud z} > 0, pak plati jesté
oL’ LS (2% +te;y*) — L9 (2% %)
*, * — . 19 b < .
o, @Y = lim " =0

Tim je splnéni podminky (2.29) dokézano.

2. Podminka (SGPO) ifkd, ze y* > 0 a funkce L¥ (z*; ) nabyvala svého maxima na mnoziné RY v
bodé y*.
Pro derivaci Lagrangeovy funkce podle y, j = 1,2,...,p plati

oLS LS (x*y* _|_tek)_|_S (m*y*)

= (g% ") = 1 ’ ! <0.

ayk‘ (Z‘ Y ) tgr(rﬁ‘r t - 0
Pokud y;; > 0, pak plati jesté

oLsS LS (m*'y*+tek)—LS (x*y*)

= (r*y) = 1 ’ ! >0.

e ) = . t =0

Tim je splnéni podminky (2.30) dokézano.

Tim jsou podminky (SLPO) dokdzény.

Véta 2.39 (SGPO < SLPO): Nechf M > M je oteviend konvexni mnoZina a funkce f, g;, j =
1,2,...,m magi redlné hodnoty, jsou konverni a maji spojité parcialni derivace na M az* € R™ y* € R™.

Pak dvojice (x*,y*) spliuje podminku (SGPO) v oboru (MNRY) x RE tehdy a jen tehdy, kdyz splriuje
podminku (SLPO).

: Z predchozi véty 2.38 vime, ze (SGPO) implikuje (SLPO). Stadf tedy ukézat opacnou implikaci.
Piedpoklddejme tedy, ze dvojice (*,y*) spliiuje podminku (SLPO).
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1. Funkce L (o;4*) je konvexni na M. Proto s vyuzitim (2.29), pro nf plati

LS (23 9%) LS (23 y") + (z — 2*) T VL5 (2", y")

LS (2% y%) + 2TV L3 (2%, y*) > L% (z%;9") VzeM, z>0.
2. Funkee L (z*; @) je linedrni na celém R™ a tak podle (2.30) plati

LS (2%y) = L9@@%y") +(y—y") VL")
= LY@y +y VL@, y") < LS (a%y") Yy>0.

Tim je ukézdno, ze dvojice (z*,y*) spliuje podminku (SGPO).

Poznamka 2.40:
Otazka: Staci predpokladat f, g; konvexni Vj a 2* bod lokdlniho minima SNLP, aby existovalo y* takové,
ze dvojice (z*,y*) spliiuje podminky (SGPO)?
Odpovéd’: Nikoliv, jesté je zapotiebi splnit vhodnou podminku regularity.
Vime, ze naptiklad pfi splnéni Slaterovy podminky, viz véta 2.7, jiz tato implikace plati.

Piiklad 2.41: Uvazujme ulohu min{—x c 2?2 <0,z > 0}. Existuje pouze jediné piipustné a tedy i
optimélni feseni, z* = 0. Lagrangeova funkce ma tvar L® (z;y) = —x + yz2.
Piedpoklddejme, ze bod (0, y*) splituje (SGPO). Je tedy sedlovym bodem této Lagrangeovy funkce v
nezaporné oblasti, tj.
—z+y*2?>0; y* >0, Vx> 0.

Pak ovsem
, VYax>0.

<
*
IV
8=

Takové y* vSak ziejmé neexistuje.

Véta 2.42 (SNLP = SGPO): Nechf M > M je otevrend konverni mnozina, funkce f,g;,7 =1,...,m

maji redlné hodnoty a jsou konvexnt M a dloha (2.25) splnuge Slaterovu podminku.
Kdyz x* je optimalni Tesent dlohy (2.25), potom existuje y* € RP tak, Ze dvojice (z*,y*) splnuje
podminku (SGPO).

Tvrzeni je specialnim piipadem véty 2.7.
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Véta 2.43 (SNLP < SLPO): Nechf M>M je otevrend konvexni mnoZina, funkce f,g;,j =1,...,m

magi redlné hodnoty, jsou konverni a maji koneéné parcidlng derivace na M a 4loha (2.25) spliuje Slate-
rovu podminku.

Pak x* je minimem dlohy (2.25) tehdy a jen tehdy, kdyz existuje y* > 0 takové, Ze dvojice (x*,y*)
splniuje (SLPO).

¢ Véta je spojenim vét 2.39 a 2.42.

Pii globalnich podminkach optimality se rozlisuje maximum a minimum (viz nésledujic{ piiklad).

Piiklad 2.44: Resime tlohu min {—x% —x3 i x+ae <1,z > 0,20 > 0}.
Sestavme Lagrangeovu funkci

S (o0 — 2 2
L® (z;y) = =21 — 25 + ya(z1 + 22 — 1).
Jestli si zakreslime mnozinu ptipustnych fesenf a ,, vrstevnici® icelové funkce {r € R? : —2? — 23 = r},

tak je z obrdzku vidét, ze minimum je v bodech [1,0] a [0, 1].
Podminky (SLPO) pro bod (z*,y*) jsou

_2 * * _2 *\2 * ok
VGt any) = (2T ) S0, w20, ag 20, (2T g o
—2x5 +y* —2(x3)? + x5y~
VLS (@t b, y") = + 25— 1 <0, y* >0, zly" +a5y* —y* =0. (2.32)

Podminky jsou evidentné splnéné v bodé [0,0,0]. V pocatku mé ale tcelovd funkce maximum, nikoli
minimum.

2.6 Vyznam Lagrangeovych multiplikatort

Podivejme se jesté na interpretaci a prakticky vyznam Lagrangeovych multiplikatoru. Ukazeme si, Ze
umoznuji odhadnout zménu optimalni hodnoty ucelové funkce pii zméné podminek tlohy.

Véta 2.45 (Interpretace Lagrangeovych multiplikdtori): Necht f,g; : R® — R jsou konvezni funkce pro
kazdé j =1,2,...,m a bV b3 e R™. Uvazujeme dvé ilohy SNLP

min{f(:r) : gj(x)gbg.l),jzl,...,m, ,x >0, mER"}, (2.33)

min{f(a:) :g;(x) §b§-2), j=1,...,m, ,x>0, J:E]R”}. (2.34)

Predpoklddejme, Ze Slaterova podminka plati pro obé tulohy a Ze obé ulohy maji optimdlni Tesend.
Oznacime-li M, 22 optimdlni Fesent iloh (2.33) resp. (2.34) a yV,yP@ odpovidajici Lagrangeovy
multiplikdtory, pak plati odhady

p
B0 =6 < £ - f®) < S0 - o)y (235)
1 J=1

p
j=
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: Diukaz spocivéd ve spravném dosazeni do podminek (SGPO). Sestavime Lagrangeovu funkci pro

ilohu (2.33)
P

LO(z,y) = (@) +D_yi(g5(2) = b").

j=1

Protoze v (1) je optiméln{ fesenf (2.33), jsou pro dvojici (1), y()) splnéné (SGPO). Pouzijeme jeji levou
vétev

F@)+ 3y (g5 (@) = b) > f@®) + 3 5P (g;(a®) — b8y, va > 0.
j=1

j=1

Vime, ze Z§:1 yj(-l)(gj (x()) — b§»1)) =0 a proto
~ 1
F@)+ 35 (g5(2) = 1Y) 2 f(2 D), va >0, (2.36)
j=1

Vztah (2.36) plati pro vsechna = > 0, specidlné pro 2(?). Jeho dosazenim dostdvame nerovnost

Fa®)+ 3"y (g; (@) = b{V) > faW).
j=1

Po tupravé a jelikoz gj(x(z)) < b;z) dostdvame
") ,a "), 2
F@®) = f@M) =3y 05 = i (0®)) = D40 60 b,
j=1

coz je levd strana nerovnosti (2.35).
Zameénou poradi dloh dostaneme i pravou stranu nerovnosti (2.35).

Odhady ve vété 2.45 maji ekonomickou interpretaci, vyuziti. Umoznuji odhadnout vyvoj optimélni
hodnoty ucelové funkce pfi zméné omezeni, napt. zvySeni, snizeni pozadavku odbératele; zpfisnéni,
uvolnéni predpisu; rozsifeni, redukei vyroby; rozsifeni, snizenf kapacit skladu; atd.

2.7 Zobecnéni lokalnich podminek optimality

K formulaci podminek (LPO)je nutnd diferencovatelnost uvazovanych funkei. K tomu, aby byly ekviva-
lentni s nalezenim minima ulohy, sta¢i naptiklad konvexnost funkci. Podminka konvexnosti funkci se da
zobecnit, napiiklad podminkami pseudo- nebo kvazi-konvexnosti. D4 se ale nahradit podminka diferen-
covatelnosti?

Resfme tlohu s konvexnimi funkcemi f, gj, kde minimalizujeme f(z) za podminek g;(z) = 0, j =
1,...,p. Explicitné nemame zadanou nezapornost, proto Lagrangeova funkce bude tvaru

L(z,y) = f(z) + Z Y;9;(x).
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Pro tuto tlohu jsou podminky (LPO)tvaru

V.L(z*,y*) =0, (2.37)
g1(z”) )

V,La*,y*) = 92_(f V<0 5720, S yigan) =o0. (2.38)
gm (@) o~

Ulohu vlastné fesfme hleddnim volného extrému Lagrangeovy funkce v proménné z.
Kdyby byly funkce konvexni, ale nebyly by diferencovatelné, pak nutna podminka optimality bude
0 € 8,L(z*;y*). Kde 8,L(z*;y*) je subdiferencial funkce L(e,y*) v bodé z*, viz definice 2.30.
Zobecnéni podminky (2.37) md tvar 0 € 9f(2*) + 3°7_, y;9g;(«*). To znamend, ze

p
Ja € df(z*), B € 0g;(z*) Vj takové, ze o+ Zﬁjy;‘ =0. (2.39)

Jj=1

Kalkulus pro subdiferencidl muzeme najit napiiklad v [6].
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Kapitola 3

Kvadratické programovani

Ulohou kvadratického programovani nazyvame ilohu NLP

1
min{pTx+2xTC'x cgi(x) <0, j=1,....m, h(z) =0, k=1,...,p, wER"},

kde C je pozitivné semidefinitni matice a g;, 7 =1,...,m, hg, K =1,...,p jsou linedrni funkce.

Pro jednoduchost budeme uvazovat symetrickou tlohu kvadratického programovani
min {pTa: + %xTCx cAr < bz e R", x> 0} .
Mnozinu pripustnych feSeni 1ilohy oznac¢ime standardné
M={zxeR": Az <b,z > 0}.
Méme tedy

1
flx)=p'z+ §xTCm7 g(x) = Az —b.

(3.1)

(3.2)

Funkce f je konvexni a diferencovatelna na celém R™ a mnozina pfipustnych fesSeni je urcéena linearnimi
podminkami. Proto podle véty 2.21 tloha (3.2) spliuje Kuhnovu-Tuckerovu podminku (K-T). Déle plati

Vof(@)=p+Cax, Vi f(z)=C.

Pii diferencovéni je tieba si uvédomit, ze matice C' je symetricka.

Prakticka tiloha viak miiZe byt zaddna tak, Ze matice C' symetricka neni. Tento nedostatek odstranime
jednoduse symetrizaci matice C'. Misto matice C pouZzijeme matici C = %(C +CT), ktera jiz symetricka,

je. Hodnota téelové funkce se tim nezméni nebot 27Cx=2"Cx (Rovnost vychdzi z faktu, ze
' Cr=2"C"x.).

Véta 3.1: Necht C je pozitivné semidefinitni. Pak z* je optimdlni veseni tlohy kvadratického progra-

movdni (3.1) tehdy a jen tehdy, kdyz exzistuje y* € R™ tak, Ze (x*,y*) spliuje

Az* —b <0, y* >0, (y*)" (Az* —b) =0.
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(3.4)
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: Zkricend Lagrangeova funkce pro tilohu (3.1) je tvaru
LSz, y)=p z+ %ﬂcx +y" (Az — D).
Gradient Lagrangeovy funkce podle x mé tvar
V.L%(z,y) =p+Cx+ Ay.

Vidime tedy, ze podminky (3.4), (3.5) nejsou nic jiného nezli podminka (SLPO) pro tdlohu (3.1).
Ekvivalence plyne z véty 2.43, nebot podle véty 2.21 je splnéna Kuhnova-Tuckerova podminka (K-T) a
f je konvexni funkce.

3.1 Wolfeho algoritmus

Jednim z algoritmi, ktery fesi ulohu kvadratického programovani, je Wolfeho algoritmus. Algoritmus je
zalozen na feseni podminek (3.4), (3.5) z véty 3.1 pomoci modifikované simplexové metody. Do vztahu
(3.4) a (3.5) zavedeme skluzové proménné w, v tak, abychom ziskali rovnosti

Az +w b, w >0, (3.6)
Cx+ATy—v = —p, v>0. (3.7)

Pak podminky komplementarity z podminek (3.4), (3.5) pfejdou na tvar
ylw=0 z'v=0. (3.8)

Wolfeho algoritmus

KROK 0: Nejprve najdeme piipustnou bdzi B C {x1,22,...,Zn, w1, Wa, ..., Wy} pro nezdporné reseni
soustavy Az + w = b. Kdyz takovd primarné piipustnd baze neexistuje, pak jdeme na END 1.

KROK 1: Sestavime pomocnou ulohu

. n Az +w=0b, C$+ATy—v+Dz:_p,
mln{;zk- z>0,y>0 w>0,v>0, z>0, ; (3.9)

kde D je diagondalni matice, kterou definujeme nasledovné:
o jestlije >, ek 2 (B); > —px pak dpp = —1,
e jestli je Zj Ch,jT (B)j < —pi pak di i, = +1,
e apokud je > c ;7 (B); = —pk pak klademe dj = 1.
Polozime Ly = BU {z1,29,...,2,}.
Pak L je pfipustnd béze pro tulohu (3.9).

KROK 2: Resime tlohu (3.9) pomoci simplexového algoritmu s dodateénou podminkou na zafazeni
proménné do baze:

e Jestli je xj zafazeno v bazi, nesmime do béaze zaradit slozku vy.
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e Jestli je v zafazeno v bazi, nesmime do béze zafadit slozku xy.
e Je-li w; zafazeno v bézi, nesmime do baze zaradit y;.

e Je-li y; zafazeno v bdzi, nesmime do béze zatadit w;.

Témito podminkami hliddme komplementaritu, kterd neni soucasti tlohy (3.9).
Jako pocétecni bazi pro nastartovani simplexového algoritmu pouzijeme L.

Takto upraveny simplexovy algoritmus se vzdy zastavi. Oznac¢me si kone¢nou nalezenou bazi Ly, .
Kdyz E;n:l Y (Lkon); = 0, pak jdeme na END 2,
kdyz 377", y (Lkon); > 0, pak jdeme na END 3

END 1: Uloha (3.1) nema pifpustné fesen.
END 2: Komponenta bazického feseni x (Ljop) je optimalnim feSenim tlohy (3.1).
END 3: Algoritmus nenasel optimaln{ feSeni tlohy (3.1).
¢

Wolfeho algoritmus se sice vzdy po konecné krocich zastavi, ale nemusi vzdy nalézti optimalni feSeni
tlohy (3.1). Je vSak znamo, ze Wolfeho algoritmus za dodateéné podminky optiméln{ fesenf vzdy nalezne.

Véta 3.2: Kdyz C je pozitivné semidefinitni a h(Clp) = h(C), pak Wolfeho algoritmus bud zjisti, Ze
neezistuje pripustné resent nebo nalezne optimdlni reSend ulohy (3.1).

Diikaz je mozno nalézt v ¢lanku [Wolffe].

3.2 Kvadratické programovani a souvislost s ilohou o projekci

Véta 3.3: Necht C je pozitivné definitni matice. Pak je tloha kvadratického programovdni (3.1) ekviva-
lentni, co do polohy optimdlniho TeSent, s ulohou o projekci bodu volného minima funkce
fx)y=pTx+ %xTC’x na mnozinu M, pFi volbé normy

HZH% =2"C%.

Oznacime-li tedy bod volného minima funkce f symbolem x, pak jde o ulohu

. T ~
min (x—2) Clx — 7). (3.10)
Bod volného minima funkce
1 1
pla+ ixTC’x =3 (x + C’*lp)—r C (9: + Cilp) —p'Cp

jed =—C1p.
Po dosazeni dostavame vztah
(z—23) Clz—%) = 2'Cx—2' C:—F Cox+i Ci
= z2'Cx+2c'CClp+pCiCCp
= z'Cx+2p z+p'Clp.
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Minimalizace tohoto vyrazu (po odstranéni piebyteéné konstanty a vydéleni icelové funkce dvéma) vede
na tdlohu (3.1), tj.

. T
sz C .
iy e Cot s

3.3 Vyznam kvadratického programovani

3.3.1 Metoda nejmensich ¢tverct

S tlohou kvadratického programovani se setkdvame pii vypocétu odhadu regresnich koeficientu v modelu
linedrni regrese pomoci . Mame-li dodatec¢nou informaci o regresnich
koeficientech vyjadienou linearnimi podminkami A3 = a, BB < b, pak dostavame ulohu

2
n

P
min Z yi*Zﬁin,j : AB=a, B6<b, E€R"
j=1

i=1

3.3.2 Markowitzuv model

Kvadratické programovani ma vyuziti téz ve financ¢nictvi. Napiiklad Markowitzuv model.
Uvazujme tlohu nalezeni optimalniho rozvrzeni investice do jednotlivych povolenych aktivit. Ozna¢me

e T ¢asové obdobi, na které investujeme.
e n pocet uvazovanych investi¢nich aktivit.
e z € R™ vektor naSich investic do jednotlivych aktivit na obdobi T'.

e M C R” je mnozina piipustnych investic. Obsahuje podminky dané zdkony, zdmérem investora,
velikosti kapitdlu uréeného pro investice.

e p vektor vynosu z investi¢nich aktivit. Vynosy jsou nahodné.

Nasim tikolem je ,, maximalizovat“ vynos p' z. Vynos je ndhodny, a tak neni jasné, co to znamena. V
Markowitzové modelu uvazujeme maximalizaci stiedniho vynosu E [p'z] = (E [p]) " x. Skutecny nahodny
vynos vSak muze byt velmi odlisny od stfedniho vynosu. Je proto potieba jesté pocitat s rizikem investice,
které se snazime minimalizovat. Markowitz navrhuje ve svém c¢lanku méfit riziko rozptylem portfélia
var (p"x) =z "var (p) z.

K tloze s nahodnymi vynosy Markowitz pfifazuje nendhodnou tlohu optimalizovat dveé kritéria

maximalizovat (E[p])"  a zdroveii minimalizovat z ' var (p)z za podminky 2 € M.

Tento kol lze ,, splnit“ nebo lépe feceno ,, vysvétlit“ tdlohami

max{(E[p])Tx — Az "var (p) x ZIZ =1, ze€ M} , A>0,
i=1
min {xTvar(p)x : (E[p})—ra: >k, in =1, z€ M}, keR,
i=1

max{(E[p])Tx cavar (p)x <1, Zwi:L xeM}, 1> 0.
i=1
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Lze ukézat ekvivalenci mezi témito tlohami v tom smyslu, ze kdyz fesime jednu z nich pro néjakou
hodnotu parametru, pak parametry u zbylych dvou tloh lze nastavit tak, ze vSechny tfi ulohy maji
shodnéa optimalni feSeni.

3.3.3 Aproximace
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Kapitola 4

Dopravni problém

Jednou z klasickych tloh linedrnfho programovani je takzvany dopravni problém. Uvedme si nejdifve
typicky ptiklad.

Uvazujme firmu (podnik, pfepravce), kterd ma zajistit prepravu néjaké suroviny ze skladovacich
mist (sklada, mist tézby, atd.) k zdkaznikum. Skladovaci mista oznaéme ¢ = 1,2,...,n a zdkazniky
7 = 1,2,...,m. Zékaznici maji pozadavky na minimalni mnozstvi suroviny, které k nim musi byt
prepraveno. Oznacme si pozadavek j-tého zdkaznika jako b;. Skladovaci misto ¢ mé kapacitu a;. Naklady
na prepravu jednotkového mnozstvi suroviny ze skladovaciho mista ¢ k j-tému zakaznikovi jsou c; ;.
Ukolem je navrhnout, zorganizovat rozvoz, prepravu suroviny tak, aby pozadavky zdkazniku byly uspo-
kojeny, kapacity skladu nebyly pfekroceny a celkové naklady na prepravu byly minimalni.

Vznikne tak tloha

minimalizovat Y| >0 ¢ @i

za podminek 377 x5 <a; Vi=1,...,n
Z?:lxidej V]:l,,m
2,20 Vi=1,...,n, j=1,...,m.

Tuto dlohu nazyvame uvolnény dopravni problém.

Lemma 4.1 Pokud a; > 0 pro vsechnai=1,...,n, b; >0 pro vsechna j =1,...,m
a Yoy a; < 5L by, pak dloha (4.1) nemd pripustné resent.

: Dand podminka znamen4d, ze souhrn pozadavku zakaznikl pfevysuje souhrnnou kapacitu vsech
skladu. Pozadavky tedy nelze zadnym zpusobem plné uspokojit.

Lemma 4.2 Pokud a; > 0 pro vSechna i =1,...,n, b; > 0 pro vsechna j =1,...,m
a iy a; > Y5 by, pak dloha (4.1) md pripustné Fesent.

Rozvoz suroviny provedeme tak, Ze nejdiive ze skladu ¢.1 po fadé uspokojime pozadavky
zékazniku ¢.1, 2, atd. dokud neni zdsoba ve skladu ¢.1 vycerpana. Neuspokojené pozadavky uspokoju-
jeme po fadé ze zdsob ve skladu ¢.2 dokud tento se také nevycerpd. Pak pouzijeme zasoby ze skladu
¢.3,4, atd. dokud nebudou vsechny pozadavky uspokojeny.

Jelikoz souhrn kapacit vSech skladi neni mensi nezli souhrn pozadavka zdkazniku, pak navrzenym
zpusobem dokézeme uspokojit viechny pozadavky.
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Postup, kterym jsme nalezli piipustné feSenf tlohy (4.1), je nazyvén metoda severozapadniho rohu.

Véta 4.3: Pokud a; > 0 pro vSechna it =1,...,mn, b; > 0 pro vSechna j =1,...,m
adlja; > Z;n:l bj, pak dloha (4.1) md optimdini resen.

Podle lemmatu 4.2 m4, za platnosti pfedpokladu véty, dloha (4.1) pfipustné feSeni.
Mnozina pripustnych feseni je kompaktni, nebot je uzaviend a 0 < z; ; < a; pro véechnai =1,...,n, j =
1,...,m.
Tudiz tloha (4.1) m& optimdaln{ feSeni, protoze spojitd funkce ma na neprdzdném kompaktu globélni
minimum.

Pokud v tloze (4.1) budeme vyzadovat splnéni vSech podminek jako rovnosti, pak mluvime o
vyvazeném dopravnim problému. Jednd se tedy o tlohu

minimalizovat Y ., Z?:l Ci jTij
za podminek >0 x5 =a; Yi=1,...,n
n .
Zizlxi,j—bj Vj—].,ﬂ’n
Ti,j ZO Vi:L...,n, j:l,...,m.

Lemma 4.4 Pokud a; > 0 pro vSechnai=1,...,n, b; > 0 pro viechna j =1,...,m
ad i a;# Z;-":l b;, pak loha (4.2) nemd pripustné resen.

Dand podminka znamend, Ze souhrn pozadavk zdkaznikl je ruzny od souhrnu kapacitu
viech skladi. Podminky tedy nelze splnit vSechny najednou jako rovnosti. Bud pozadavek nékterého
ze zékazniku nebude plné uspokojen, nebo v nékterém skladé zustane nevyuzitd zdsoba suroviny.

Lemma 4.5 Pokud a; > 0 pro vSechnai=1,...,n, b; > 0 pro viechna j =1,...,m
ad i a;= Z:’Ll b;, pak dloha (4.2) md pripustné resent.

Piipustné feSeni l1ze opét nalézt metodou severozapadniho rohu.

Véta 4.6: Pokud a; > 0 pro vSechna it =1,...,mn, b; > 0 pro vSechna j =1,...,m
a Yy a; =y 5 by, pak dloha (4.2) md optimdlni Fesent.

Podle lemmatu 4.5 m4, za platnosti pfedpokladu véty, dloha (4.2) pfipustné feSeni.
Mnozina pripustnych fesenf je kompaktni, nebot je uzaviend a 0 < z; ; < a; pro véechnai =1,...,n, j =
1,....,m.
Tudiz tloha (4.2) mé optimdaln{ feSeni, protoze spojitd funkce ma na neprdzdném kompaktu globélni
minimum.
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Vyvéazeny dopravni problém je tlohou linearniho programovani ve standardnim tvaru. Lze proto k
nalezeni jejtho optimalniho feSeni pouzit simplexovou metodu. Jetu vsak jeden hacek, matice soustavy
podminek je typu R(+m™)*x(m) 5 m4 hodnost n + m — 1. Neni tedy splnéna podminka plné fadkové
hodnosti, ktera je potiebnd pro pouziti simplexového algoritmu. V tloze vyvazeného dopravniho problému
vsak plati, ze vyskrtnutim jedné podminky (je jedno které), ziskdme tlohu s matici soustavy plné radkové
hodnosti. Takze po vyskrtnuti jednoho omezeni je mozné pouzit simplexovy algoritmus pfimo. To vSak
neni nutné, nebot existuje modifikace simplexového algoritmu, kterd vyuziva specidlni struktury tlohy
vyvazeného dopravniho problému. Nyni se s toto modifikaci seznamime.

Nejdiive si uvédomme tvar dudlnf ilohy k tloze (4.2)

n m
maximalizovat Y a;u; + Y bjv;

i=1 j=1 (43)
za podminek  u; +v; <¢; Vi=1,...,n, j=1,...,m.

Modifikace simplexové metody pro vyvézeny dopravni problém je nazyvéna
metoda Fadkovych a sloupcovych cisel. Je zalozena, ostatné jako kazda modifikace simplexové metody,
na soucasném provéfrovani priméarni a dualni pripustnosti zvolené baze. Pro popis algoritmu si ozna¢ime
J={(,7) :i=1,...,n, g=1,...,m}.

Nyni popisme jednotlivé kroky algoritmu.

Metoda tadkovych a sloupcovych ¢éisel

KROK 0: Nalezneme vychozi primdrné piipustnou bézi Ly C J, card (Lg) = n + m — 1. Napiiklad
pomoci metody severozapadniho rohu.

KROK 1: Mdame k dispozici primérné pifpustnou bazi L, C J, card (L;) = n+m—1. VyFesime soustavu
rovnic

ui+vj=c;; Y (i,5) € L.

Vysledkem jsou uf

. * P
i=1,...,ma vi,j=1,...,n.

KROK 2: Pokud
uj +vi <ci; YV (i,]) €,
potom jdeme na END 1.
V opacném piipadé najdeme (¢, k) € J takové, ze u) + v} > ¢, . a pokracujeme KROK 3.
KROK 3: Najdeme cestu (ig,jo), (¢1,71)s - - - » (i2p, jop) € J takovou, zZe
® iy =12p =1, Jo = J2p = K.
e Prod=0,1,...,D je igsdt1 = i24d+2 & J2ud = J2wd+1-
e (i1,71), (i2,j2),- - -, (i2p-1, JeD—1) € Ly

Najdeme A € {0,1,...,D — 1} tak, ze

:mm{u@) :d:QanD—lk

z (Lt)i2A+1,j2A+1 12d+1,J2d+1

Polozime Lty = (L U{(1, £)}) \ {(i2a+1, j2a+1)}-
Pak L;;1 je primarné piipustnd béze a vracime se na KROK 1.
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END 1: Nalezend bdze L; je optimdln{ a proto « (L;) je optimalnim feSenim udlohy (4.2).

Algoritmus si demonstrujme na piikladé.

Piiklad 4.7: Uvazujme dopravni problém s tfemi sklady S1, S2, S3 a ¢tyimi zdkazniky Z1, 72, 73, Z4.
Kapacity skladu jsou 5, 4, 3, pozadavky zdkazniku 4, 2, 4, 2 a néklady na prepravu jednotky zbozi ze
skladu k zdkaznikovi jsou uvedeny v matici

2 2 1 1

11 2 1

1 2 1 2
Priklad vyfesime metodou fadkovych a sloupcovych éisel.

Nejdiive nalezneme piipustné bazické feSeni pomoci metody severozdpadniho rohu. Sestavme ta-
bulku

71 72 73 74 kapacita

S1 )
52 4
S3 3

pozadavek 4 2 4 2
Tabulku za¢neme vypliiovat od levého horniho rohu (severozépad na mapé).

71 72 73 74 kapacita

S1 | 4 31
S2 4
S3 3

pozadavek 4 2 4 2

71 72 73 74 kapacita

s1 |4 |1 5 1
S2 4
S3 3

pozadavek 4 21| 4 2

71 72 73 74 kapacita

S1 | 4 | 1 51
S2 1 43
S3 3

pozadavek 4 211 4 2
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Postupné tak dospéjeme k tabulce
71 72 73 74 kapacita

S1 | 4 1 51
32 1 3 43
S3 1 2 3 2

pozadavek 4 21 41| 2

Piipustné feseni jsme nalezli a tak muzeme zacit hledat feseni optimalni. Opiseme tabulku s nalezenym
piipustnym fesenim a u kazdé veli¢iny si do levého horniho rohu poznamename jeji koeficient v ucelové
funkci

71 72 73 74 kapacita
2 2 1 1
S1 4 1 5
1 1 2 1
S2 1 3 4
1 2 1 2
S3 1 2 3
pozadavek 4 2 4 2

Néklady na realizaci tohoto ptipustného feseni jsou
2444214151 4+2+%«34+1%x14+2%x2=8+2+14+6+1+4+4=22.

Nyni vypocteme fadkova a sloupcova ¢isla a provéiime kritérium optimality. Tabulku rozsifime o jeden
sloupec pro fadkové cisla a o jednu tadku pro &isla sloupcova. Soucet Fddkového a sloupcového ¢isla
budeme zapisovat do pravého horniho rohu k odpovidajici veli¢iné.

v 2 2 3 4
u 71 72 73 74 kapacita
2 212 211 3711 47
0 S1 4 1 5
1 11 112 211 37
-1 S2 1 3 4
1 012 01 112 2
-2 S3 1 2 3
pozadavek 4 2 4 2

Kritérium je poruseno u ti{ veli¢in (v tabulce je u nesplnéného kritéria otaznik). Je to pro indexy
(S1,23), (S1,Z4) a (S2,Z4). Kterykoli z nich muzeme vybrat a zaradit do bédze. Vyberme si (S1,Z3).
Hledand cesta v tabulce je pak (S1,73) — (52,73) — (52,72) — (S1,72) — (S1, Z3). Po této cesté
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presuneme jednu jednotku zbozi a znuluje se ndm pozice (S1,Z2). Tu vyfadime z baze a misto ni zaradime
(S1,Z3). Prepocteme tabulku.

v 0 -2 -1 0
u Z1 72 73 74 kapacita
2 212 011 111 27
2 S1 4 1 5
1 3711 12 21 37
3 S2 2 2 4
1 272 011 112 2
2 S3 1 2 3
pozadavek 4 2 4 2

Naklady na realizaci tohoto piipustného feseni jsou
2444114152422+ 1%x14+2%x2=8+1+2+4+1+4+4=20.
Vybereme (S3,Z1), pak cesta v tabulce je (53,71) — (53,73) — (S1,73) — (S1,71) — (S3,71). Po

této cesté presuneme jednu jednotku zbozi a znuluje se ndm pozice (S3,Z23). Tu vyfadime z béze a misto
ni zafadime (S3,Z1). Prepocteme tabulku.

v 2 0 1 3
u Z1 72 73 74 kapacita
2 212 01 101 37
0 S1 3 2 5
1 371 112 211 47
1 S2 2 2 4
1 11]2 -1)1 012 2
-1 S3 1 2 3
pozadavek 4 2 4 2

Naéklady na realizaci tohoto piipustného Teseni jsou
2x3+1+2+1%242%24+1x14+2+%2=6+24+24+4+1+4=19.

Vybereme (S2,Z4), pak cesta v tabulce bude docela dlouhd (52, Z4) — (53, Z4) — (S3,Z1) — (S1,Z71) —
(83,71) — (52,73) — (52,7Z4). Po této cesté presuneme dvé jednotky zbozi a znuluji se ndm pozice
(S2,723) a (S3,Z4). Narazili jsme na degeneraci. Existuje fada zpusobt, jak postupovat pii degeneraci
déle. Jednou z moznost{ je ndhodna volba mezi (S2,Z3) a (S3,Z4). Reknéme, ze jsme se rozhodli z béze
vytadit (S2,23) a v bazi ponechat (S3,Z4). Proto ponechdme v tabulce u (S3,Z24) vypsanou hodnotu nula.
Prepocteme tabulku.
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v 1 2 0 2
u 71 72 73 2 kapacita
2 212 371 101 37
1 S1 1 4 5
1 011 112 -1)1 1
-1 S2 2 2 4
1 11]2 211 012 2
0 S3 3 0 3
pozadavek 4 2 4 2

Naéklady na realizaci tohoto piipustného TeSeni jsou

2% 14+ 1%4+1%24+1%24+1%3+2%x0=2+44+24+2+34+0=13.

Vybereme (S1,Z4), pak cesta v tabulce bude (S1,24) — (S3,74) — (53,71) — (S1,Z1) — (S1, Z4).
Po této cesté presuneme nula jednotek zbozi a pozice (S3,Z24) z baze vyfadime. Piepocteme tabulku.

v 1 0 0 0
u 71 72 73 74 kapacita
2 212 111 1)1 1
1 S1 1 4 0 5
1 271 112 1)1 1
1 S2 2 2 4
1 11]2 01 012 0
0 S3 3 3
pozadavek 4 2 4 2

Naklady na realizaci tohoto piipustného feSeni jsou

241415441504+ 1%24+1%24+1%x3=24+4+0+2+24+3=13.

Kritérium je poruseno pouze v jednom piipadé a tak do béze zafazujeme (S2,Z1), pak cesta v tabulce
bude (52, 71) — (52,74) — (S1,Z4) — (51,Z1) — (52, Z2). Po této cesté piesuneme jednu jednotku
zbozi a pozice (S1,Z1) se znuluje a tak ji z baze vyfadime. Prepocteme tabulku.



88

v 1 1 1 1
u 71 72 73 2 kapacita
2 12 11 1)1 1
0 S1 4 1 5
1 111 112 1)1 1
0 S2 1 2 1 4
1 12 11 112 1
0 S3 3 3
pozadavek 4 2 4 2

Kritérium optimality je splnéno. Nasli jsme tedy optimalni plan dopravy:
e ze skladu S1 prepravit 4 jednotky zakaznikovi Z3 a 1 jednotku zdkaznikovi Z4,
e ze skladu S2 prepravit 1 jednotku zakaznikovi Z1, 2 zdkaznikovi Z2 a 1 jednotku zdkaznikovi 74,
e ze skladu S3 prepravit 3 jednotky zakaznikovi Z1.
Néklady na realizaci tohoto ptipustného Feseni jsou

1x4+1%14+1%x14+1%2+1%x14+1%x3=4+1+1+2+1+3=12.

Dulezité poznatky:

e Hodnost matice soustavy pro dopravni problém je m + n — 1, nedegenerovana bazickd feSeni maji
tedy m + n — 1 nenulovych slozek.

e Pro celoc¢iselné hodnoty pravych stran jsou vSechna bazicka feSeni celociselna.

e Pro celoé¢iselné hodnoty pravych stran simplexovd metoda (neboli metoda faddkovych a sloupcovych
¢isel) nalezne vzdy celo¢iselné optimdlni FeSeni.

e Vzdy existuje optimdlni feseni.

Podobné vlastnosti jako dopravni problém maji i dalsi specidlni tlohy linearniho programovani.
Napriklad nebo nékteré dalsi optimalizaéni tlohy na grafech. I pro né jsou znamé
podminky na vstupni data, pii kterych jsou vSechna bazicka pripustna feSeni celo¢iselna. To znamend, ze
simplexovd metoda najde vzdy celoc¢iselné optimalni feseni. Véta o dualité mé pro tyto tlohy specidlni
tvar a simplexova metoda specidlni modifikaci.

Pro obecnou tlohu linedrniho programovani simplexovd metoda nevede automaticky na celociselné
optimélni feseni a celociselnosti feseni lze dosdhnout za cenu numericky dosti naro¢nych dodateénych
postupu. Jednim z nich je metoda vétveni a mezi, kterou pouzivda GAMS.

Na zdvér kapitoly si jesté uvedme, ze v pripadé ¢;; > 0 pro vechna i = 1,...,n, j = 1,...,m
1ze optimalni feSeni uvolnéného dopravniho problému nalézt fesenim vhodného vyvazeného dopravniho
problému.
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Nejdiive si uvédomme, Ze optimaln{ bazicka fesen{ dlohy (4.1) musi nutné plnit pozadavky odbératelu
presné. Heuristicky muzeme fici, ze ,, Dodani nadbyteéného mnozstvi suroviny je zbyte¢né. Pouze pro-
drazuje prepravu.“. Staci tedy fesit ilohu

minimalizovat Y7, >0 ¢ 2

za podminek 70 x5 <a; Vi=1,...,n, (4.4)
Z?:lxi,j:bj ijl,...,m, '
2,20 Vi=1,...,n, j=1,...,m.
Zavedenim fiktivniho odbératele ¢.m+1 s nulovymi ndklady na dopravu, tj. ¢ m+1 = ... = cnm+1 =0,
a s pozadavkem b,,41 = Z?:l a; — Z;nzl b;, dostaneme 1lohu vyvéazeného dopravniho problému
minimalizovat Y77, YU ¢ @i
. +1 )
za podminek Y7 @ =a; Vi=1,...,n, (45)

Z?:lxi,j:bj Vj:l,...,m—l—l,
2,20 Vi=1,...,n, 5=1,...,m+1.

Nalezenim optimdlniho feseni ulohy (4.5), napf. metodou Fddkovych a sloupcovych éisel, nalezneme
optiméln{ fesen{ dlohy (4.1).
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Kapitola 5

Hry dvou hracu s nulovym souctem

V této kapitole se budeme zabyvat teorii her dvou hra¢u s nulovym souétem.

Definice 5.1 Trojici {X,Y;K} nazveme hrou dvou hraci s nulovym souctem, kdyz
X jsou strategie I. hrdce, Y jsou strategie II. hrdace a K: X XY — R je vyplata I. hrdce.

To znamend, Ze kdyz I. hrdc¢ zvoli strategii x € X a II. hrdc¢ zvoli strategii y € Y, pak vyplata I. hrdce
je K(z,y) a vgplata II. hrdce je —K (x,y).

Hra je hrdna tak, Ze ani jeden z hrdacu pri volbé své strategie nemd k dispozici Zddnou informaci o
volbé protihrdce. Oba hrdci zahraji své zvolené strategie a vyplatni funkce urci vyhru ¢ prohru hrdce.

Jako piiklad her dvou hrac¢t s nulovym souc¢tem si muzeme uvést Sachy, damu, hru ,, kdmen-nuzky-
papir®, atd. Jako hru muzeme také chépat pusobeni lidské spolecnosti na ptirodu, ekonomicko-politicky
vztah dvou sousednich statu, sestaveni vyrobniho planu podniku (zde je protihra¢em okolni ekonomické
prostiedi), atd.

Definice 5.2 Pro {X,Y;K} hru dvou hrdci s nulovym souctem definujemne

horni ocenéni hry v* = inf supK (z,v), (5.1)
YEY zeX

dolni ocenéni hry v* =sup inf K (z,y), (5.2)
zeXYEY

horni cenu hry v = minsupK (z,y), (5.3)
yeY zeX

dolni cenu hry v = max inf K (z,y) . 5.4

oini coni by v = mas it K (@,1) (5.0

Pokud dolni a horni cena hry ezistuje a plati v.= Vv, pak vikdme, Ze hra md cenu v=v = V.
Rekneme, Ze

Z € X je optimdlni strategie I. hrdce, pokud Vy €Y : K(Z,y)

IN IV
<l 1<

Yy €Y je opltimdlni strategie II. hrace, pokud Vax € X: K(z,y)

Uvédomme si vyznam a dulezité vztahy mezi zavedenymi pojmy.
pred volbou své strategie znal presné strategii zvolenou II. hra¢em. Obdobné dolni ocenéni hry je vlastné
nejvyssi zarucend prohra II. hrace, pokud by pfed volbou své strategie znal presné strategii zvolenou
I. hracem.

Nyni jiz ke vztahtim mezi zavedenymi pojmy.
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Lemma 5.3 Pro kaZdou {X,Y;K} hru dvou hrdci s nulovgm soucdtem vidy existuje jeji dolnd i hornd

ocenénd. Navic plati v < V™.

: Pro kazdé 7 € X, y € Y plati odhady

inf K(z,y) < K(@,9),
sup mf K(z,y) < supK(x,7),
zeXYEY zeX
v* =sup 1an(a; y) < infsupK(z,y)=v".
zeXYEY YEY zeX

Lemma 5.4 Necht {X,Y;K} je hra dvou hrdci s nulovym soucétem. Pak plati.

i) Existuje alespoti jedna optimdlni strategie 1. hrdce tehdy a jen tehdy, kdyz existuje dolni cena hry.

it) Existuje alespori jedna optimdlnd strategie II. hrdce tehdy a jen tehdy, kdyz existuje horni cena

hry.

1. Necht 7 € X je optiméln{ strategie prvého hrace. Pak plati

* < 1an(x y)<sup1an(x y) =v".
zEXYE

Tudiz hra mé dolni cenu a plati

* = inf K = f K =
v' = inf (@,y) = max inf (z,y) =v.

2. Necht m4 hra dolni cenu. Pak existuje Z € X takové, Ze plati

= f K = inf K (2, 7).
v' = max inf K(2,y) = inf K(2,y)

Tudiz plati
* < inf K(Z,
v < inf (@,y)

a to znamend, ze I je optiméalni strategie I. hréice.

Ekvivalentni vyjadfeni existence optimalni strategie II. hrace se ukaze obdobné.

Véta 5.5: Necht {X,Y;K} je hra dvou hrdci s nulovym souctem. Kdyz X, Y jsou kompaktni metrické

prostory a K je spojitd funkce, pak existuje dolni i horni cena hry. Navic plat?

pro kazdé x € X existuje y*(x) € Y tak, Ze K(x,y*(z)) = melg K(z,y) € R,
y

pro kazdé y € Y existuje x*(y) € X tak, Ze K(z*(y),y) = max K(z,y) € R,
HAS

v =maxminK (z,y) € R,
zeX yeY

v = minmax K (z € R.
yEY zEX (@,9)
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Stac¢i ukazat tvrzeni pouze pro dolni cenu hry. Pro horni cenu hry je situace obdobna.

1. Vyplatni funkce je spojita a X X Y je kompakt. Pak vyplatni funkce nabyva na X x Y svého maxima
a minima, to znamena

K R i K R.
Jax K(z,y) €R, min K(z,y) €

Tudiz v*,v* € R.

2. Vezméme z € X. Z pfedchoztho bodu dikazu vime, ze inf,cy K (z,y) € R.
Pak existuje posloupnost 3™ €Y, n € N takové, ze K (:c, y(")) <infyey K(z,y) + %
Mnozina Y je kompaktni, a proto existuje hromadny bod této posloupnosti; ozna¢me jej y*.

Existuje tedy néjaka podposloupnost s vlastnosti () i y*ev.

——+00

Spojitost vyplatni funkce zajistuje K (z, y™*)) P K (x,y%).
— T 00

Zéroven K (:17, y(”’“)) - inf ey K (z,y) a tudiz K (z,y*) = min,ey K (z, y).

k
3. Jiz vime, ze v* = sup, cx minyey K (z, 7).
Existuje proto posloupnost (™ € X, 3™ €Y, n € N takova, ze

1
f K (J:("),y) sy oLk (xm), g(m) — inf K (xm),y) _
Y yeY

ye n

7 kompaktnosti mnoziny X x Y existuje (z*,3*) € X x Y hromadny bod posloupnosti (z(™), 7).

Existuje tedy néjaka podposloupnost s vlastnosti z(™) — z* € X, §(") — ¢* €Y.
k—-+oo k—-+oco

Spojitost vyplatni funkce zajistuje K (m(”k),gj(”k)) . K(z*,y*) a
— 400

Y Kt = i K 50) < i K (505) <K

Tudiz K (z*, y*) = mingey K (z*,y).

Zéroveii K (z(m), () k:@g* a tudiz K (z*, y*) = v*.

Overili jsme, ze dolni cena hry existuje a ze plati v = K (z*, y*) = maxzex mingey K (z,y) € R.

Véta 5.6: Hra {X,Y; K} md cenu tehdy a jen tehdy, kdyZ jeji viplatni funkce K md sedlovy bod, tj. existuje
TeEXayeY takové, Ze

VeeX, VyeY plati K(z,y) < K(@,7) <K(Z,y). (5.11)

A

Pak T je optimdlini strategie I. hrdce, § je optimdlnd strategie II. hrdée a cena hry je v = K (Z,7)
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1. Necht m4 hra cenu. Pak vime, Ze pro oba hrace existuji optimalni strategie € X, 7 €Y a
VeeX, VyeY plati K(z,9) <v<K(Z,y).

Odtud K (z,7) < v < K(Z,9) neboli v =K (Z, 7).
Jinak feceno, bod (Z, ) je sedlovy bod vyplatni funkce K.

2. Necht bod (Z,7) je sedlovy bod vyplatni funkce K.
Pak plati
K(Z,7) = minK (Z,y) < sup inf K (z,y) = v*,
(,9) = min K (z,y) < sup fnf (z,y) =¥
K(Z,7) = max K (z,7) > inf supK (z,y) = V*.
(z,y) = maxK (z, ) = Inf sup (z,y)
Vzhledem k tomu, ze vzdy v* < v*, jsme zjistili, ze
K(z,79) = inf K = mi K =
(@,9) max inf (z,y) mig sup (z,y) =V

A~
b

Hra m4 tedy cenu v = K(Z,y), T je optimalni strategie I. hrace a ¥ je optimdln{ strategie II. hréce.

Véta 5.7 (O minimaxu): Necht {X,Y;K} je hra dvou hrdéi s nulovgm souctem. Kdyz X C R™, Y C R™
jsou neprdzdné kompaktni konvexni mnoziny a K je spojitd funkce, konkdvni v x a konvexni v y, pak
existuje cena hry a kaZdy z hrdci ma alesponi jednu optimdlni strategii.

: Viz [6].

Povsimnéme si, ze globdlni podminky optimality pro tlohu (NLP), viz definice 2.4, navrzené jako
postup pro Feseni tlohy (NLP), jsou vlastné specidlnim pifpadem hry dvou hra¢u s nulovym souctem.
My, jako Fesitelé dlohy (NLP), vystupujeme jako IL.hra¢ a vybirdme vhodné Lagrangeovy multiplikdtory,
Lhréc (Piiroda, ,, nds nepiitel“) vybira pfipustné feseni ilohy (NLP) a Lagrangeova funkce je vyplatnf
funkei této hry. Véty 5.7, 2.5 a 2.7 jsou si tudiz velmi blizko. Nejsou vSak jedna zvlastnim piipadem
druhé, nebot maji rizné predpoklady. Véta 5.7 vyzaduje kompaktnost mnozin pifpustnych strategii, coz
by byl omezujici pfedpoklad na dlohu (NLP).

5.1 Maticové hry

Specidlnim typem her dvou hra¢u s nulovym sou¢tem jsou hry maticové.

Definice 5.8 Budeme 7ikat, zZe {X,Y; A} je maticovd hra, jestlize A € R™*™ je matice,

i=1

X = {xeR”:inl, xizo,il,Q,...,n}, (5.12)

Y = QyeR™: ) yy=1,y4>0 j=12...myg, (5.13)
j=1

jestlize {X,Y; K} je hra dvou hrdci s nulovym souctem, kde K (z,y) = z " Ay.
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Lemma 5.9 Mnoziny X, Y jsou simplexy a jsou tedy kompakini konvexni mnoZiny.

Mnoziny strategii jsou evidentné simplexy.

Veéta 5.10: Maticovd hra md vidy cenu a kaZdy z hrdci md vidy alesponi jednu optimdalni strategii.
Vyplatni funkce K (z,y) = xT Ay je linedrni v x, linedrni v y a mnoziny strategii obou hract

jsou neprazdné konvexni kompakty. Predpoklady véty 5.7 jsou splnény a proto existuje cena hry a kazdy
z hra¢lt ma alespon jednu optimalni strategii.

Véta 5.11: Necht {X,Y; A} je maticovd hra a v € R, x* € X, y* € Y.
Pak hra md cenu v, =* je optimdlni strategie I. hrdce a y* je optimdilni strategie II. hrace tehdy a jen
tehdy, kdyz v = (a:*)—r Ay*, (a:*)—r A>(v,v,...,v) a Ay* < (v,v,... ,V)T
Podle véty 5.6 vime, ze hra mé cenu v, z* J'%e optimalni strategie I. hrace a y* je optimalni
strategie II. hrace tehdy a jen tehdy, kdyz v = (z*) Ay* a (z*,y*) je sedlovy bod vyplatni funkce
K (z,y) = x" Ay. K dokonceni diikazu si proto staci pouze uvédomit, ze

@) A>(v,v,...,v) <= VyeY: (@) Ay>v,
< — VzeX: z Ay <wv.

Lemma 5.12 Necht {X,Y; A} je maticovd hra, kterd md cenuv a T € X, g € Y jsou optimdlni strategie
1. a II. hrdce.

i) Kdyzz; >0, pak (Ay); = v.
i) Kdyzy; >0, pak (zTA); = v.

: Plyne okamzité z toho, ze ' Ay = v, Ay < (v, v, ... ,V)T, TTA> (v,v,... ,V)T, ST =1,
z>0, Z}”:lgj =1,7>0.

Definice 5.13 Rikdme, Ze maticovd hra {X,Y; A} je spravedlivd, jestlize md nulovou cenu, tj. v = 0.
Definice 5.14 Rikdme, Ze maticovd hra {X,Y; A} je symetrickd, jestlize X =Y a A= —AT.

Véta 5.15: Symetrickd maticovd hra {X,Y; A} je spravedlivd a oba hrdéi maji shodnou mnoZinu op-
timdlnich strategii.
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Uvédomme si, ze proxz € X =Y plati 2T Az = —2 " ATz = —z T Az. A tudiz 27 Az = 0.
Jde tedy o spravedlivou hru, nebot cena hry je nulova.

Necht Z € X =Y je optimaln{ strategle I. hrace.

To je ekvivalentn{ s tim, ze (T ) A>0T.

To je ekvivalentni s tim, ze AZ = —ATZ < 0.

To je ekvivalentni s tim, Ze Z je optiméalni strategie II. hréce.

Definice 5.16 Nechf a,b € R™. Budeme vikat, Ze a ostre dominuje b pokud a; > b; pro kaZdé i =
1,2,...,n

Véta 5.17: Necht {X,Y; A} je maticovd hra.

o Kdyz rddek matice Ay o je ostie dominovdn néjakou konverni linedrni kombinaci ostatnich tadku,
pak kazdd optimdlni strategie I. hriée T € X md T = 0.

o Kdyz sloupec matice Ao ) ostre dominuje néjakou konvexns linedrni kombinaci ostatnich sloupci,
pak kaZdd optimdlni strategie II. hrdace y € Y md g = 0.

Specidlné:

o Kdyz tddek matice Ay o je ostie dominovan radkem A;., pok kaZdd optimalni strategie 1. hrdce
zeX md Zv\k =0.

o Kdyz sloupec matice Aq 1 0stie dominuje sloupec Ao, pak kazdd optimdind strategie II. hricey € Y

md fj\k =0.

: Tvrzeni véty je ekonomicky jasné. Lhrac nebude vyuzivat strategii, kdyz ma k dispozici kombi-
naci strategii, pfi niz ziska vice bez ohledu na to, jak bude postupovat II.hra¢. Obdobné II.hra¢ nebude
vyuzivat strategii, kdyz mé k dispozici kombinaci strategii, pii niz ziskd vice (Lhrac¢ ziskd méné) bez
ohledu na to, jak bude postupovat I.hréc.

Priklad 5.18:

3240
3.4 23| zgéi’ (655 1) __ (51
6 5 5 1 L 1o 7 140 7 07)
1407

Tud{Z optimdln{ strategie staci hledat ve tvaru @ = (0,0, z3,24) ﬂ =(0,0,y3,%4) Ta strategie (x3, 954)1—7
1
(ys, y4) jsou optimélnimi strategiemi pro hru s vyplatni matici ( g 7

Pro optimalni strategie plati

dr3 >V, T3+ TT4 2 v, Y3 +ys < v, Tys < v,
$3+I‘4:1, y3+y4:1a .’EgZO, .’174207 y3207 9420,
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Coz vede k tomu, ze
min{5xs3, x3 + 7x4} = v = max{bys + ya, Tys}.
Vyuzitim toho, ze x4 = 1 — x3, ziskdme
min{bxs, 7 — 6x3} =v.

Leva strana rovnosti je funkci x3. Muzeme si ji nakreslit a z obrazku vidime, ze nabyvé svého maxima,

kdyz plati rovnost 5z3 = 7 — 6x3. Odtud jiz dostdvame x3 = 1—71, Ty = % av=232
5

-
Obdobnym zpusobem nebo z komplementarity dopocteme y3 = 1—61, Yo = 77
< 1. .. T - 5\ ‘s .
Optimalni strategie jsou (O, 0, %, %) pro L. hréce, (O, 0, %, 1"—1) pro II. hrace a cena hry je v = %

Piiklad 5.19: Reste graficky maticovou hru s vyplatni matici
10 4 -1
A= ( -1 1 =2 5 > '

Optiméln{ strategie jsou (2, é)T pro L. hrace, (3, %,O,O)T pro II. hréce a cena hry je v = 1.

Mezi dualitou linedrniho programovani a maticovymi hrami jsou uzitecné vztahy.

Véta 5.20: Necht {X,Y;A} je maticovd hra, v.€ R, z* € X, y* € Y a wvaZujme ilohy linedrniho
programovdni:

v n
max<{v: Az — 207in:1,:6207v€R , (5.14)
v i=1
w m
min{ w : Ay — SO,Zyizl,yZO,weR . (5.15)
w i=1

i) Pak hra md cenuv a x* je optimdini strategie 1. hrdce tehdy a jen tehdy, kdyz (x*,v) je optimdlni
Tesent dlohy (5.14).

ii) Pak hra md cenuv ay* je optimdlnd strategie II. hrdce tehdy a jen tehdy, kdyz (y*,v) je optimdlni
Tesent dlohy (5.15).

: K tloze (5.14) je duélni uloha

min{ w : Az + ZO,—ZZ,-:LZSO,UER . (5.16)

i=1
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Ulohy (5.15) a (5.16) jsou ekvivalentni, stac pouze zménit znaménko y = —z.
Nyni s vyuzitim duality tloh linedrniho programovani provedeme vlastni dukaz.

(z*,v) je optimalni feseni (5.14)

§ < [silnd véta o dualite]

(z*,v) je optimdln{ fesenf (5.14) existuje z, w tak, ze (z,w) je optiméln{ feseni (5.16)

(i

(z*,v) je optimdln{ feseni (5.14) existuje y tak, ze (y,v) je optimdlni feSenf (5.15)

{ < [véta 5.11]

hra ma cenu v, x* je optimalni strategie 1. hrice a existuje optimalni strategie II. hrace

)

hra ma cenu v, z* je optimalni strategie I. hrace

Obdobné lze dokazat tvrzeni i pro druhého hréce.

Véta 5.21: Necht md maticovd hra {X,Y; A} kladnou cenu. v € R, z* € X, y* € Y a wvazujme tlohy
linedrniho programovdni:

min{zn:fi cATE>T, £> o} , (5.17)
i=1
max G AC<L1, ¢(>0,. (5.18)

J=1

i) Pak hra md cenu v a x* je optimdln{ strategie 1. hrdce tehdy a jen tehdy, kdyz %1’* je optimdini
Tesent dlohy (5.17).

it) Pak hra md cenu v a y* je optimdlni strategie II. hrdce tehdy a jen tehdy, kdyz %y* je optimding
Tesend ulohy (5.18).

Pro plnost jesté uwved'me opacny prevod.
Kdyz & je optimdlni Tesent dlohy (5.17), pak hra md cenu ﬁ a optimdlni strategie I.hradce je ﬁg.
i=18i i—1 &i

J

Kdyz ¢ je optimalnd resent ilohy (5.18), pak hra md cenu Zm% a optimdalni strategie I1.hrdce je ﬁc
j=1 j=157

Tvrzeni ukazeme pro Lhrace. Pro IL.hrace je dikaz obdobny.
Podle véty 5.20 vime, ze hra mé cenu v a z* je optimdlni strategie I. hréce tehdy a jen tehdy, kdyz (z*,v)
je optimdln{ feseni tlohy (5.14). Ulohu (5.14) ekvivalentné pfepiseme.

(%

n
max{v: Az — EO,inzl,xzo,veR ,
i=1
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v n
max{v:AT:c 20,2:17,;:1,:1720,1)>0 ,
v i=1
max{v : AT(1x> >1, Zn:xizl, x>0, 11>0}7
v i=1
max{ nl :AT§21,§20},
D1 &i

min{Zfi cATE>1, gzo}.

i=1

Tudiz hra ma cenu v a z* je optimalni strategie I. hrace tehdy a jen tehdy, kdyz %m* je optimalni feseni
ulohy (5.17).

Existuje v8ak i opa¢né prirazeni.
Véta 5.22: Méjme symetrickou dvojici dudlnich wuloh linedrniho programovdnt
min {cT:v cAr >0, > 0} , (5.19)
max{bTy ATy <e y> 0} (5.20)
a symetrickou maticovou hru s vyplatni matici

0 —-A b
G=| AT 0 —c |. (5.21)
-7 ¢T 0

Ulohy (5.19), (5.20) maji optimdini Feseni tehdy a jen tehdy, kdyZ pro maticovou hru (5.21) existuje
optimdlni strategie 1. nebo Il.hrdce, jejiz posledni slozka je kladnd.

1. Necht Z a 7 jsou optimdlni Feseni dvojice dudlnich tloh (5.19), (5.20).
T
Polozme £ — (igﬂ L@)7, i) kde A=1430 &+ Y7 5> 1

7Z teorie duality dostavame

1 b— Az
Gﬁ*:g ATy—c <0.
c'z-b"y

Tudiz £* je optimalni strategie IL.hrdce ve hie (5.21) a jeji posledni slozka je kladna.

2. Hra je symetricka. Pak podle véty 5.15 ma nulovou cenu a oba hrac¢i maji shodnou mnozinu op-
R o NT
timélnich strategii. Necht & = ({1,52, 53) je optimdln{ strategie IT.hrdce ve hie (5.21) a jeji posledn{
slozka je kladna. Pak optimélni strategie spliuje
[ ALt
Gf = AT£1 - C§3 <0.
b+
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Potom x = giég je pifpustné feseni dlohy (5.19) a y = fiél je pripustné fesen{ ulohy (5.20).
S3

3
Navic ¢z < bTy.

Podle véty o slabé dualité vime, ze ¢z > b'y.
Proto ¢"z = b"y. Odtud z je optimalni feseni (5.19) a y je optimalni feseni (5.20).

5.2 Hry v cistych strategiich

Definice 5.23 K maticové hie {X,Y; A} budeme uvaZovat {)~(,\~(; A},
kde
>~( = {el:na €2:my ety en:n} 5 (522)
? = {e11m7 €2:my .-, em:m} . (523)

Pripomenme, Ze ey., oznacuje jednotkovy vektor.

Strategie x € X, y € Y nazyvdme cisté strategie.

Rikdme, Ze maticovd hra {X,Y; A} md cenu v cistych strategiich, pokud oba hrdci magi ¢isté optimdind
strategie.

Véta 5.24: Hra {X,Y; A} md cenu v v cistych strategiich tehdy a jen tehdy, kdyZ hra {)N(,\?;A} md
cenu v, mnozina véech optimdlnich strategii I.hrdce ve hie {)~(, ?; A} je rovna mnoZziné vsech ¢istych op-
timdlnich strategii I.hrdcde ve hi‘e {X,Y; A} a mnoZina viech optimdlnich strategid I1.hrdce ve hie {)N(7 ?; A}
je rovna mnoziné viech cistych optimdlnich strategid I1.hrdce ve hie {X,Y; A}.

¢ Vezméme Cisté strategie eg., € X a €.m € \?, pak je ekvivalentni

er:n je optimalni strategie I. hrédce a e, je optimalni strategie II. hrace ve hie {X,Y; A}
§ < [véta 5.11]

Vi=12,....,m: (e;mA)j =Ap; >,

Vi=1,2,...,n: (Aeppm)i=A;; <v

v

ek.n je optimélni strategie 1. hrace a e;.,,, je optimalni strategie II. hrice ve hie {)~(,\~(; A}

Véta 5.25: Maticovd hra v cistyjch strategiich {5(,?; A} ma vidy dolni a horni cenu a plati

= min{max{A4;; :i=1,2,...,n} : j=1,2,...,m},

< <

= max{min{4;; : j=1,2,...,m} :i=1,2,...,n}.
Dale optimadlni strategie I. hrdce er., a optimdini strategie II. hrdce ej.,, splriugi

Vi=1,2,...,m Ay,
Vi:1,2,...,n Ai,l

>V,
<

V.
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Oba hraci maji pouze koneény pocet strategii. Proto se vSechna potfebnd suprema i infima
nabyvaji a horni i dolni cena hry existuji. Vyjadieni horni a dolni ceny hry a popis optimélnich strategii
plyne piimo z definice 5.2 a z tvaru vyplatni funkce.

Véta 5.26: Maticovd hra v cistych strategiich {5(,?; A} md cenu tehdy a jen tehdy, kdyzZ matice A md
sedlovy bod; tj. existuji indexy k, | takové, Ze

App=min{A;; : j=1,2,...,m} =max{A;; : i=1,2,...,n}. (5.24)

Potom cena hry je rovna Ay, er.n je optimdlng strategie I. hrdce a ey, je optimdln{ strategie II. hrdce.

v je cena hry, ex., je optimalni strategie I. hrace a e;.,,, je optimélni strategie II. hrace
< [véta 5.25]

Vi=1,2,....m: Ap; >V,

Vi=12,...,n: A4;; <v

)

v=Ag,;=min{A;; : j=1,2,..., m} =max{4;; : i=1,2,...,n}
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Kapitola 6

Vypocetni algoritmy pro reseni
optimalizaénich tloh

Minimaliza¢ni a maximaliza¢ni tlohy fesime pomoci . Zatim zname:

1. Simplexova metoda.

2. Wolfeho algoritmus.

3. Gradientni metoda na piimce bez omezeni.

4. Newtonova metoda na pfimce bez omezeni.
Algoritmy délime podle nékolika hledisek.

I) Podle toho, zda vyuzivaji ndhodného rozhodovéni: deterministické a stochastické.

IT) Podle toho, zda konstruuji posloupnost pribliznych Feseni, kterd jsou pfipustnymi feSenimi dané
ulohy, ¢i nikoli: vnitiniho bodu (z* € M) a vnéjsiho bodu (z* ¢ M).

III) Podle toho, jaky Fad derivace algoritmus vyuziva: primé (funkéni hodnoty), gradientni (gradienty)
a newtonovské (matice druhych derivaci).

Vybér a sestavovani algoritmu pro konkrétni optimaliza¢ni dlohu by mél brat v tvahu typ ulohy,
heuristiku, tvar algoritmu a vlastnosti konvergence algoritmu.

Zakladni pozorovani:
e Potifebujeme najit bod lokalnitho minima.
e Podstatnd je struktura tlohy.

e Vyhodou je konvexnost a polyedrickd mnozina pripustnych reseni.

6.1 Zakladni idee algoritmi pro reseni NLP

Uvazujeme, ze hleddme optimdln{ hodnotu a optimdln{ fesen{ tlohy min { f(x) : € M}. Ke zjednodusgen{
tlohy a urychleni vypoctu vyuzivame nékolik zakladnich idei:

103
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1. Nahradit uc¢elovou funkci f linedrnf funkci a mnozinu M nahradit konvexni polyedrickou mnozinou.
Pak muzeme pouzit simplexovou metodu nebo néktery jiny algoritmus pro feSeni linedrniho pro-
gramovani.

2. Upravit gradientni metodu na tlohu s omezenimi danymi mnozinou M.
3. Pfevést tlohu na volny extrém.

Budeme si vsimat typu ulohy, heuristiky, nastinu algoritmu a jeho vlastnosti. Rozebereme si stru¢né
zakladni typy algoritm.

6.2 Prevod na dlohu linearniho programovani

Uvazujme tlohu
max {mijn{alrl‘ +b}:xe€ M} ,
1€

kde M je konvexni polyedrickd mnozina.

V pripadé card (I) = 1 jde o tlohu linedrniho programovéni. Zavedenim pomocné proménné zapiSeme
ulohu jako tilohu linedrniho programovéni i v piipadé card (I) > 1.

Tento pfepis tlohy vypada nésledovné

max{z : zgaiTx—i—biViEI, reM, ZER}.

Uvazujme tlohu
min {mi}q{a?x +b}:xe M} ,
1€

kde M je konvexni polyedrickd mnozina.
V piipadé card (I) = 1 jde o tlohu linedrntho programovéni. V piipadé card (I) > 1 jiz nen{ situace
tak jednoduché, jako v predchozim ptipadé. Zavedenim pomocné proménné zapiSeme tilohu jako

max{z : zga;r:v—&—biViGI, Ve e M, zGR}.
Uloha mé pouze jednu promeénnou, linedrni ucéelovou funkei a linedrni podminky. Podminek je card (I) x
card (M). Uloha je proto tilohou linedrniho programovén{ pouze v ptipadé M je koneénd mnozina. Typicky
je vSak podminek nespocetné.
Ulohu vsak 1ze prepsat také jako
. . T .
rinel}l{mm{ai r+b; s x € M}}

Tedy vytesime konecéné tloh linedrniho programovani a zjistime, ktera ma nejmensi optimélni hodnotu.

Uvazujme tlohu

n
min ij(xj) t Az <b, x €R" }, (6.1)
j=1
kde f; pro j =1,2,...,n jsou spojité funkce a mnozina pifpustnych feseni

M={2xeR": Az <b, € R"} #£10
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je konvexni polyedr.

Pfipomerime, ze funkece f, spliujici f(z) = Z?Zl fi(xj), se nazyva separovatelna. Zabyvame se tedy
tlohou jejiz ucelova funkce je separovatelnd a jejiz mnozina piipustnych feseni je neprazdnym konvexnim
polyedrem.

Mnozina piipustnych feSeni M je konvexnim polyedrem. Proto existuji ¢isla L; < U; pro kazdé j =
1,2,...,n takova, ze M C _)n(1 [L;,U;] je podmnozina n-rozmérného intervalu. Dale budeme nahrazovat

j=

kazdou funkei f; funkef po ¢dstech linedrni s K; uzlovymi body. Interval [L;, U;] rozdélime body
Lj=ap; <ai1;<...<ag,;="U; adefinujeme spojitou funkci fj tak, ze
filax ) = filan;) pro k=0,..., K; a v kazdém intervalu [ay_1 ;, ax ;] je linedrni.
Oznaé¢ime-li smérnice
filarg) = filan—14)  _

Sk,j = )
Ok,j — Qk—1,5

1 K

R

PR

pak pro x € (ak—1,j,ak,;) muzeme psat

K
Fil@) = filar—1y) + sny (@ — an—1;) = f5(Ly) + Y s19(@),
=1

kde y, ;(x) definujeme jako délku pruniku intervalu [0, z] N [ak—1j, ak, ;]

Pro kazdé j =1,...,n, k=1,2,..., K; si zavedeme proménné yy, ; a tlohu (6.1) pfevedeme na tvar
n K;
min Y | f5(L) + Y sk Yk (6.2)
j=1 k=1
za podminek
K;
Ij = Lj +Zyk’j Vj = 1,27...,77,, (63)
k=1
n
Az < b Vi=1,2,...,m, (6.4)
j=1
Yk, j < Ak, — Ak—1,5 Vk:].,Q,...,Kj, j:1,2,...,7’L, (65)
we, > 0 Vk=12... K, j=12..n, (6.6)
Yk < Qkj — k-1, = Ykt+1,;, =0 Vk=1,2,....K; -1, 7=1,2,...,n. (6.7)

Pro konvexni funkce f; hleddni minima neni problém. Smérnice jsou v tomto piipadé monoténni
s1; < s25 < ... < sk, ;. Pak staci fesit lohu linedrniho programovéni (6.2)-(6.6), nebot kazdé jeji
optimélni feseni je optimélnim feSenim ulohy (6.2)-(6.7). Pokud vsak funkce nejsou konvexni, pak se
podminky (6.7) snadno nezbavime.

Poznamky k této metodé.

e Piiblizné optimalni feseni & dostaneme feSenim aproximujici dlohy. Jak daleko je ale skutecné
reSeni?
e Kdyz budou funkce f; pro kazdé j = 1,2,...,n spojité s konecnou variaci, pak zjemiiovanim déleni

se bude aproximace zlepsovat.

e V pivodni tloze jsme méli n proménnych, pii zjemnéni pro kazdé x; pribude K, celkové dostavame
n+y ; K proménnych. Zvétsuje se rozsah tlohy. Za zpresnéni platime numerickou ndrocnosti.
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e Rovnomérné zjemnovani déleni intervalii nebyva nejlepsim postupem. Daleko lepsim byvéa déleni
intervali kolem bodu minima.

e Také v omezeni mohou byt separovatelné funkee gi(z) = 3_; gr,;j(2;). Pak kazdé gx,; aproximujeme
po castech linearni funkei a dostavame opét dobré vysledky.

6.3 Metoda se¢né (opérné) nadroviny
Metoda je vhodné pro tlohu NLP:
minimalizovat f(x) na mnoziné M = {z € R" : g;(z) <0, k=1,...,m}, (6.8)

kde f, g;, Yk jsou konvexni, maji spojité parcidlni derivace a M je kompakt.
Mnozina piipustnych feseni M je kompakt, proto muzeme najit My konvexni polyedr - napiiklad
n
My = X [L;,Uj] , ktery obsahuje M. Za¢neme minimalizaci funkce f na mnoziné My. Dostaneme
j=1
optimalni feSeni xg.

e Jestlize xg € M, pak mame feseni zadané tlohy NLP.

e Jestlize xop ¢ M, pak ho podle véty o oddélitelnosti bodu a konvexn{ mnoziny muzeme od mnoziny
M oddélit nadrovinou. Dostaneme tak konvexni polyedr My C My takovy, ze My # My, My D M,
l‘o ¢ Ml.

Minimalizujeme funkci f na mnoziné M; a pokracujeme rekurentné dale.

Formulujme algoritmus zalozeny na této myslence.

Metoda se¢né nadroviny

KROK 1: Urc¢i My konvexni polyedr takovy, ze My D M.

KROK 2: Prot € Ny je jiz urcen konvexni polyedr M, takovy, ze M; DO M.

Najdi z; globaln{ minimum tlohy minimalizovat f na M;.

e Pokud z; € M, pak x; a je optimalnim feSenim tlohy 6.8.

e Pokud z; ¢ M, jdi na KROK 3.

KROK 3: Protoze x; ¢ M, musi byt alespon jedna podminka porusena.
Vezmi index k; néjaké podminky, kterd je porusena; napf. té, kde je poruseni nejveétsi.

Poloz
Myt = M, {x ER" ¢ gi () + (Vi ()| (x — x1) < o} : (6.9)

t:=t+1 a vrat se na KROK 2.

Musime jesté ovérit, ze v kroku 3 zachovdme podminku M C M1 a x; ¢ Myyq.

e x; nepatif do M;41, protoze nespliiuje piidanou podminku v (6.9), jelikoz gy, (x¢) > 0.
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e Necht x € M, pak g, (x) < 0. Funkce gi, je konvexni a tak plati

g (@e) + (Vi (20)) " (& — 1) < gi, (2) < 0.
Tedy © € M4 .
Algoritmus nam davé posloupnost do sebe zafazenych mnozin
My D M, DM;D...O>OM.

Na kazdé z nich pocitdm mingen, f. Vznikld posloupnost minimélnich hodnot je neklesajici pii ¢t — oo.
Jde o metodu vnéjsiho bodu. Pokud algoritmus neskon¢i v nékterém opakovani krokem 2, tak dostaneme
x¢ ¢ M a posloupnost

f(z) = min f(z) / min f().

zeM,

Lze dokéazat, ze kazdéd konvergentni podposloupnost posloupnosti {z;} m4 limitu v mnoziné optimdlnich
Feseni argmin, v f(x).

V praxi vSak nemuzeme udélat nekoneéné mnoho kroki tohoto algoritmu. Pokud nenalezneme op-
timalni feSeni, musime vypocet ukonc¢it néjakym jinym pravidlem; napf. omezenim poctu opakovani,
casem vypoctu, atd.

Kdyz bude f linearni, pak v kroku 2 fe$ime tlohu linedrniho programovani.

Pfedpoklad linedrn{ f neznamend zadnou ztratu na obecnosti nebot obecnou tilohu (6.8) 1ze jednoduse
prevést na ulohu s linedrni u¢elovou funkei. Staéi pfidat novou proménnou x, 1 a Fesit tlohu

min{:rn_H 1 Gi(m1, ) <0, k= 1,...,m+1},
kde

ﬁj(xl,...,xn+1) =gj(@1,...,xn), k=1,....m, Gpyp1(@1, . Tng1) = f(@1, .., 20) — Tpgr

Piiklad 6.1: Maximalizujte x1 + x2 na mnoziné

M:{(ml)eRQ:x%—I—x%Sl, x> 0, xQZO}.

T2
Nejdrive ulohu prepiseme na tvar, pro ktery byla metoda vylozena
min{—xl—xg : x%—l—x%—lgo, z1 >0, zo 20}.

20s)-

Ozna¢me g(z) = 2% + x3 — 1. Tato funkce m4d gradient Vg(z) = (
0. Jako startovni mnozinu vezmeme étverec My = [0,1] x [0, 1].

1. Minimalizujeme —x; — z2 na My. Minimalni hodnota ucelové funkce je —2 a minimum nastavé v
bodé g = [1, 1], ktery nepatii do M.

2. Podminky nezdpornosti splnény jsou, ale podminka g(x¢) < 0 neni splnénd, nebot g(zg) =1 > 0.

Rez bude .
Xrq1 —
22 <0
ston) +22)(7 7 ) <
tedy
3
1+2w1—2+2m2—2§0$$1+x2§§.
Tudiz 3
M1{<$1> ERQ : 1‘1+l‘2§5, 0§I1§1, 0§.’L’2S1}
Z2
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3. Minimalizujeme —z; — x2 na M. Jak je vidét na obrdzku, na usetce (fezu) si muzeme vybrat
libovolny bod. Vsechny budou body minima —x; — 9 na dané mnoziné M;. Vybereme napiiklad
bod 2! = (1, %)T Minimaln{ hodnota t¢elové funkee je f(z') = —32.

Tento bod opét spliuje podminky nezapornosti, ale nespliiuje omezeni, protoze
glzt)=1+5-1=7>0.

Gradient je Vg(z') = (%), proto piiddme omezenf

coz dava podminku

NeJ

2171 + Zo S Z

Tudiz
3 9
Mg:{xER2:$1+w2§2, 2x1+x2§4,0§x1§1,0§x2§1}.

3

5 a

4. Minimalizujeme —x1 — 2 na Ms. Minimdln{ hodnota déelové funkce se nezménila. Zustdvd —
;. .. .12 PR s T T
nabyva se ji v kazdém bodé tsecky s koncovymi body (%, %) a (%, 1) .

T P P < v C e
Zvolme bod 22 = (3 3) . Bod neni piipustnym fesenim nasi dlohy. Odfizneme jej fezem

11
33\ [z, 2

2 - = 1) <o

9(:6)-?-(2 2) (m_i)_ 7

coz dava podminku

. 17

T+ —.

1 T

Tudiz
9 3 9 17

M; = rzeR :x1—|—x2§§, 2x1+x2§1, x1+a:2§ﬁ,0§x1§170§x2§1
9 17 9
= JzeR :x1+xzéﬁ, 2x1+x2§i,0§xlél,0éx2§1 .

5. Bod minima opét neni jednoznaéné uréen. Vybereme 23 = [%7 %

feSenim nasi ulohy, a pokracujeme dalsim krokem algoritmu.

], které opét nenf piipustnym

-
Takto zkonstruovand posloupnost bude konvergovat k bodu z* = (?, ?) , ktery je optimalnim fesenim

dané tlohy.

6.4 Zobecnéni gradientnich metod na dlohy s omezenimi
Gradientni metody jsou urceny pro tlohu

min {f(z) : x € M},
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kde funkce f m4 spojité parcidlni derivace a M = clo (int (M)).
Uvédomme si, ze pro obecny smér s € R™ plati nasledujici. Definujme funkci

e(A) = f(x+As) proA>0. (6.10)
Funkce je diferencovatelna a plati
©'(\) =5 Vf(z+Ns). (6.11)
Specidlné
©'(0) =s"Vf(z). (6.12)

Tedy funkce ¢ klesa v bodé 0, pokud sV f(z) < 0. To znamena, ze funkce f klesd ve sméru s.

Definice 6.2 Rekneme, Ze s € R™ je pripustnij smér z bodu & € M pro tlohu min {f(z) : z € M}, kdyz
plati:

1. sTVf(z) <O0.
2.3e>0:x+AseM pro0 < A<e.

Prvni podminka zarucuje pokles funkce f pii pohybu z bodu x ve sméru s a druha, ze pii malém
pohybu v tomto sméru zistdavame v mnoziné M. Pro nalezeni{ minima pouzijeme nasledujici algoritmus.

Gradientni metoda

KROK 1: Zvol xy € M.
KROK 2: Ur¢i piipustny smér s; z bodu xy.

e Jestli pripustny smér neexistuje, pak jdi na KROK 4.
e Jestli existuje, jdi na KROK 3

KROK 3: Generuj nové fesenf /7 = z; + \ys¢, kde \; (napi.) fesf jednorozmérnou lohu
min{f(z; + Asy) : x¢ + Asp € M, A > 0}. (6.13)
Poloz t :=t+ 1 a jdi na KROK 2.

KROK 4: Je-li funkce konvexni a M konvexni, pak je z; optimalni feseni.

O

Jednd se o metodu vnitiniho bodu.
Pro tlohu konvexniho programovéani plati, ze kdyz se algoritmus zastavi, pak nalezl optimalni feSeni.

Tvrzeni 6.3 Necht je f konverni, M je konvexni mnoZina a v bodé x* € M neexistuje Zddny pripustni
smér. Pak x* € argmin g, f(z).

f(@)> fa*)+ V@) (@ —2%), Vo eM.

Smér z — x* splituje vlastnost 2) z definice 6.2, nebot z* + A(z — 2*) € M pro kazdé X\ € [0,1] (tady
jsme pouzili konvexnost M). Podle pfedpokladu vSak nemuze byt smérem pifpustnym. Proto nutné
Vf(xz*)Ts >0 a plati

f@) > &) + V@) s > fa®), Vo € M.

Tudiz bod x* je optiméalnim FeSenim tlohy.



110

Pro nekonvexni funkce existuji postupy jak hledat optimalni feSeni v ptipadé, ze neexistuje pripustny
smér. Doporucuje se napiiklad opakovana volba startovactho bodu xg.

Ulohu (6.13) fesfme numericky, napifklad pilenim intervalu (0 < A < ¢). Problémem mize byt volba
smeéru sy, kde je prili§ mnoho vule. V piipadé Spatné volby vubec nemusi algoritmus konvergovat k
optiméalnimu feseni (zigg-zagging), viz ndsledujici piiklad:

Priklad 6.4: Resime dlohu minimalizovat f(x) =21 + x5 za podminek x; +xo <2, 1 >0, x5 > 0.

Zvolime z! = ((2))7 f(z!) = 2. Smér volime nasledovné

11
sk = ( 1k> pro licha k, (6.14)
I+ mq
1+
sk = ( k+11> pro suda k. (6.15)
-1-1
Zvolené sméry splituji prvni vlastnost piipustného sméru, nebot pro kazdé k € N plati
1 1 1 1
L)sf=14—-1--=———--<0.
(LDs"=1+4775 kel kS

Musime pouze zajistit, abychom neopustili mnozinu M.
V prvnim kroku pro k£ = 1 méme

—2 2—2
51:<3),x2:m1+)\31:( 3 /\>.
3 3A

Pak 22 € M, kdyz 2 > 2\ a %)\ > 0= 0 < X < 1. Nésobek A zvolime tak, aby tcelova funkce byla co
nejmensi. Resfme tedy tlohu:

min 2—2)\+§)\: min 2—1)\.
A€E[0,1] 2 A€[0,1] 2

Resenim tlohy je evidentné A =1 a tudiz

22 = (S) Fa?) = g

Pokracujeme nyni pro k = 2, kde jsme zvolili

44 1

2 3_ 2 2

s( g),zx +)\s(3i3>a/\€[0,1].
7~ 2A

Resfme optimalizaéni tlohu
Minima se opét nabyva pro A =1 a

Takto postupujeme pro k = 3,4,5,......
Zkonstruovana posloupnost neklesne pod spojnici bodu ((1))7 ((1)) a f(zF) — —1. Minima se vsak
nabyva v bodé (8), kde f(g) =0.
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Pro rozumnou volbu piipustnych sméru je potfebné modifikovat 2.krok algoritmu. Existuje celd
fada moZnosti, viz napf [1]. Uvedme zde pouze ndzvy nékterych metod ,
. Pro ilustraci uved me piiklad, v kterém je vyuzita

9

optimalni volba sméru.

Piiklad 6.5: Nechf M je omezens konvexni polyedrickd mnozina. V bodé z; fesime tlohu LP, v které
chceme docilit mingem y'Vf(z;) abod ve kterém nastane minimum pomocné tlohy oznacime y;.

e Pokud (yt)TVf(xt) = (2)TVf(x4), pak je x; optimaln{ FeSeni a neexistuje s = y; — 2y # 0 a
sV f(x;) <0, tedy zadny piipustny smér z bodu ;.

e Pokud (yt)TVf(xt) < (2)TV f(24) pak dostavdme pifpustny smér s, = y; — x4, protoze
(ye — 20) "V f(z) <0 az + Ay — 24) € M pro kazdé X € [0,1].

6.5 Prevedeni iloh NLP na dlohy hledani volného minima

Budeme se zabyvat a

6.5.1 Penaliza¢ni metoda

Je urcena pro ulohy typu
min {f(z) : x € M},

kde M C & C R", M je uzaviena a X je oteviend mnozina. Dale mame k dispozici vhodnou penaliza¢ni
funkci ¥ : X — Ry o, kterd splituje ¥(z) = 0 pro kazdé x € M a roste se vzddlenosti od mnoziny M.

Piiklad 6.6: Pro ulohu
min{f(z) : gj(z) <0, k=1,...,m, ht(z) =0, i=1,...,p, x € R"}

muzeme penalizac¢ni funkei volit napiiklad jako

m p

() = 3 0y(g,(a)) + 3 pulha(a),

k=1
kde

e ¢, je spojita funkce, ¢;(y) = 0 pro y < 0 a rostouci na (0, 4+00); napf.
ty = max{t,0}, t2 = (max{t,0})°.

e pi je spojita funkce, p;(0) = 0, klesajici na (—oo,0) a rostouci na (0, +00); napi. |t], t2, atd.

Metoda je zalozena na aproximaci zadané dlohy tlohou min { f(z) + p¥(z) : = € X'}.
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Penalizaéni metoda

KROK 1: € > 0, 2! libovolngé, py >0, 3> 1, k:=1.
KROK 2: Hlavni krok: Nalezneme z**! optiméln{ fesenf dlohy
min {f(«) + ¥ (e) : v € X},
KROK 3: Pokud
py () < ¢

pak algoritmus konéi. Jinak upy1 = Bpj as k:=k+ 1 jdeme na KROK 2.

Jednd se o metodu vnéjsiho bodu.

6.5.2 Barierova metoda

Je urcena pro ulohy typu
min {f(z) : * € M},

kde M C R™ je uzaviend mnozina a clo (int (M)) = M. Dale médme k dispozici vhodnou barierovou funkci
®: M — R g, kterd spliluje ®(x) = +o00 pro kazdé x € d (M) a roste tim, ¢im bliZe je k hranici mnoziny
M.

Jednd se o metodu vnitintho bodu. Metoda vyzaduje, aby mnozina pripustnych feSeni tlohy méla
neprazdny vnitfek. Hodf se proto pouze pro nerovnosti g;(z) < 0, V k a neni vhodnd pro ulohy s
rovnicemi. Mnozina pfipustnych feseni tlohy s rovnosti ma totiz prazdny vnitiek.

Priklad 6.7: Pro dlohu
min {f(z) : g;(z) <0, k=1,...,m, x € R"}

muzeme barierovou funkei volit naptiklad jako ®(z) = Z;n:l ¢i(g;j(x)), kde funkce ¢; je spojita, ¢;(y)
roste do nekone¢na na (—oo,0) a na [0,+00) neni definovand (nebo je 4+00). Hod{ se funkce konvexnf;
napifklad —% nebo — log(—y) uvazované pouze na (—oo,0).

Metoda je zalozena na aproximaci zadané tlohy tlohou min {f(z) + v®(z) : = € int (M)}.
Velikosti v fidime vliv bariérové funkce. Jestli & " oo, pak pfes v tlumime jeji rast, aby jejich soucin
zustal u nuly. Funkce ® vytvaii bariéru, pies kterou se nedostaneme - jde o metodu vnitiniho bodu.

Barierovd metoda

KROK 1: ¢ > 0, 2! € int (M) (jinak by algoritmus nefungoval), 0 < 8 < 1, k := 1.
KROK 2: Hlavni krok: Nalezneme z**! optimaln{ feseni tlohy

min {f(z) +v;®(z) : x € int (M)}.

KROK 3: Pokud plati tolerance
vi®(a" ) < e

pak algoritmus konéi. Jinak klademe vy41 = Bv;, k := k + 1; a jdeme na KROK 2.
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Uvedme si jednoduchy piiklad.

Priklad 6.8: Minimalizujte = za podminek z > 0.
Jako bariérové funkce pouzijeme funkce %, —log x a jako penalizacni funkci pouzijeme %(Jc—)Q.
Pak dostavame ulohy:

e min {x + r% x> O}, kde r > 0 je parametr.
Diferencovanim vyfesime 1 — 23 =0 a tedy = = /7.

e min{zx —rlogz : x > 0}, kde r > 0 je parametr.
Diferencovanim vyfesime 1 — = =0 a tedy z = r.

e min {:c + %(x*)z tx € R}, kde r > 0 je parametr.
Minimum nastava v zaporném oboru. Hleddme tedy = < 0 tak, aby 1 — %x =0.
Tudiz fesenf je v = —3.
Vidime, ze ve v8ech tiech piipadech se pfiblizujeme k optiméalnimu feSeni ptuvodni ilohy, pokud snizujeme
hodnotu parametru r.

Poznamenejme na zavér kapitoly, ze penaliza¢ni a bariérovou metodu muzeme kombinovat. U nékterych
podminek muzeme jejich nesplnéni penalizovat a zbylé nahradime bariérou.



114 MP October 16, 2011:1200



Kapitola 7

Postoptimalizace v LP

V této kapitole si povSimneme ,, ex post“ zmén v zadani tloh LP. Jde o to, Zze po vyfeseni zadané tlohy
dojde ke zméné zadani. Napiiklad se zméni politika zadavatele, zméni se jeho preference, do provozu je
uvedena nova vyrobni linka, za¢ne se vyuzivat novy vyrobni postup, odbératelé zméni své pozadavky,
zméni se ceny, atd. Pokud jsme danou tlohu LP vyfesili Simplexovou metodou, pak pii nékterych ty-
pech zmén tlohy, muzeme nalezené feseni vyuzit k nalezeni optimalniho feseni pozménéné tilohy. Vhodné
pozménime simplexovou tabulku a optimélni feSeni puvodni tdlohy pouzijeme jako poc¢atecni feSeni k na-
startovani simplexového algoritmu nebo dudlniho simplexového algoritmu pro pozménénou simplexovou
tabulku.
Uvazujme, ze jsme Simplexovou metodou vyfesili ulohu LP

min{c'z : € M}, kde M = {z € R" : Az =b, z > 0}. (7.1)

Méme tedy nalezenu optimdln{ bdzi L C J ={1,2,...,n}, kterd ur¢uje & = = (L) optimdln{ feSeni dlohy
(7.1). Ozna¢éme si I = {1,2,...,m} a B= Arxp, D = Arx(\1), Y = cL, d = ¢y . Vime, ze je splnéno

i) ptipustnost 7, = B~1b > 0;
ii) optimalita y" B~!D —d" < 0" (nebo ekvivalentné y"B™1A—c" <0T).
Pfipomenme, 7ze nenulové slozky optimélniho Fe§eni jsou B~'b a optimalni hodnota je v B~1b.

Mohlo nastat nékolik zmén:

Zmeéna vektoru pravych stran b — b+ Ab.

Podminka ii) i po zméné plati, nezdvisi totiz na b.
Otéazkou vsak je, zda baze L je stale optimalni?
Podminka i) po zméné plati, kdyz

B~Y(b— Ab) > 0. (7.2)
1. Necht je (7.2) splnéno.
V tomto ptipadé je L stéle optimdlni baze, nenulové slozky optimélniho feSeni jsou

B~Y(b— Ab) a optimaln{ hodnota je " B~1(b — Ab).
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2. Necht (7.2) neplati.
V tomto piipadé je baze L dualné pripustnd, ale neni primérné pripustné.
Prepocteme sloupec simplexové tabulky odpovidajici nenulovym slozkdm bazického Feseni, tj. zaménime
B~ — B71(b— Ab).
Optimaélni feseni zménéné tlohy nalezneme pomoci dudlni Simplexové metody.

Zména koeficientu ucelové funkce ¢ — ¢+ Ac.

Pak je baze L stale primdrné pfipustna, nebot i) na c¢ nezdvisi.
Musime provérit jeji dudlni pfipustnost, tj. podminku ii), coz je

(y+2y) B'D—(d+Ad)" <07, (7.3)

1. Jestlize (7.3) plati, tak je bdze L optimélni, nenulové slozky piislusného optimélniho feseni jsou
B~1b a optiméln{ hodnota je (v + Av)" B~1b.

2. Pokud (7.3) neplati, pak je bdze L pouze primarné piipustna.
Opravime zahlavi tabulky, tj. ¢ — ¢+ Ac, a kriteridlni radek, tj.

YTBT'D—d" — (y+2y) BT'D—(d+ Ad)" .

Optimalni feSeni zménéné tlohy nalezneme pomoci Simplexové metody.

V tloze pribude nova promeénna; napriklad se zaéne vyrabét dalsi
vyrobek.

Dojde k rozsifeni technologické matice a vektoru koeficientt icelové funkce
n+1 c
A—(Ald"), c— .
Cn+1

Pak L je stale primarné p¥ipustnd, nebot podminka i) nenf touto zménou ovlivnéna.
Podminka optimality ii) md tvar

v'B7ta" — ¢, <O0. (7.4)

1. Pokud plati (7.4), pak puvodn{ feseni zustdva optimdlni také pro rozsifenou tlohu, zustava stejna
optimdalni hodnota a novy vyrobek nevyrabime, protoze se to nevyplati.

2. Jestlize (7.4) neplati, pak rozsifime simplexovou tabulku

-
c Cn+1

vy L B~ B~'A B~ lqnt!
,YTBflb ,.YTBflA ,VTBflanJrl — Cpt1

a pokracujeme v simplexové metodé.

Vidime, ze v prvém kroku zafadime novou proménnou do béaze. Nemusi vSak dojit k zastaveni
algoritmu. Nova proménnd vsak v béazi zlstane az do zastaveni algoritmu.
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Pribude nové omezeni.

T, 5" o
a = Zj:l ajry < 0.
Piidame skluzovou proménnou

T
Q' T+ xpr1 =0, Tpe1 >0, cpp1 = 0.

Rozsitena iloha ma omezeni s indexy z mnoziny J = {1,2,...,m+ 1} a proménné s indexy z mnoziny
J={1,2,...,n+1}. n+ 1 proménnych a jeji parametry jsou

(4 9)(2) ()

Do béze pfidame novou proménnou L=LU {n + 1}. Potom L je béaze pro rozsitenou tulohu, protoze
matice

~ B 0 . (.
B=A; ;= ( ol 1 ) je regularni.

Pro vypocet kritérif i) a ii) potiebujeme inverzn{ matici, kterd je

~ B! 0
-1
B = ( —a; Bt 1 >

Chceme testovat pripustnost, tedy jestli plati

~ o~ Bl 0 /b B~'b
B~ 'b = = > 0.
< —a[ B~ 1 > <6) (—azB—lbw) -
Horni ¢4st podminky, tj. B~'b > 0, je splnéna, protoze jde o optimdlni feseni ptivodni tlohy. ZUstava
tedy pouze podminka

al B~ < 6. (7.5)

tedy, ze optimalni feseni splnuje podminku pfidaného omezeni.
Podminka optimality je zde

= 17 B! 0 A 0 .
T -1 T _ (T T
(’7 70)B A-c _(7 50) (—OézB_l 1)( T 1) c
B'A 0
_ T (AT
- (,Y ,O) ( —azBilA-FOZT 1 > (C 70)
— ('BA-cT,0) <0,

nebot L je optimélni béze puvodni tlohy.
Zjistili jsme, ze L je dudlné piipustna baze pro rozsifenou tlohu.

1. Kdyz je splnéna podminka (7.5), pak L je optimélni baze zménéné lohy, (7QTBBilfb+ﬂ) jsou nenulové
L

slozky pifsluiného optimélniho bazického feseni a optimélni hodnota je v B~1b.

2. Kdyz podminka (7.5) neni splnéna, pak L je pouze dualné piipustnd baze pro zménénou ulohu.
Rozsitime tedy simplexovou tabulku
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el 0

L v B~ B~'A 0
n+l | 0 | —a/B7'b+p3 | —a/B7'A+a’ | 1
v"'B~1b y'B7TA—-c' 0

a optimalni feSeni zménéné tlohy nalezneme pomoci duédlniho simplexového algoritmu.

Pokud piibude omezeni o "2 > /3, pak je vynasobime —1. Ziskdme tak nerovnost —a'z < —f3, na
kterou jiz muzeme pouzit uvedeny postup.

T

Pokud pfibude omezeni a'2 = f3, pak je prepiSeme jako a'a < 3, a'x > . Na obé nerovnosti

pouzijeme uvedeny postup.



Kapitola 8

Apendix

8.1 Mnoziny v R"

Zakladnimi mnozinami v R™ jsou oteviend a uzaviend okoli (koule)
Us(x) ={y e R" : [ly —zf| <0}, Vs(x) ={y € R" : [ly —x|| <6}

definovana pro kazdé x € R™ a kazdé § > 0.
Piipomenme topologické pojmy, které pouzivame v kone¢né dimenziondlnim Euklidové prostoru.

Definice 8.1 Pro mnozinu A C R™ definujeme nasledugici tii pojmy.

1. Vnitrek mnoZiny A je mejuétsi otevirend mnozina, kterd je obsazena v mmnoziné A. PouZivdime
oznacent int (A).

2. Uzavér mnoZiny A je nejmenst uzaviend mnozina, kterd obsahuje mnoZinu A. PouZivdime oznaceni
clo(A).

3. Hranice mnoziny A je mnoZina vsech bodi z uzdvéru mnoziny A, kterd nejsou body vnitiku mnoZiny
A. Pouzivime oznaceni 0 (A).

Mezi témito pojmy plati nasledujici vztahy.
Lemma 8.2 Pro mnozinu A C R™ plati:
0(A) =clo(A)\int (A)

0(A) =clo(A)Nclo(R™\ A)
clo(A) D int (A4)

clo(A) =R"\ int (R™\ A)

int (4) =R™\ clo (R™\ A)

Pojmy lze ekvivalentné definovat. Prvni charakterizace je pomoci otevienych okoli

Lemma 8.3 Pro mnozZinu A C R"™ a x € R™ plati:
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o rcint(A) <= 36 >0 takové, Ze Us (x) C A.
e zcclo(d) < V§>0jels(x)NA#£0D.
e 2 €Q(A) < Vi>0jels(x)NA#D atakéUs ()N (R™\ A) # 0.

Pomoci konvergentnich posloupnosti ziskame druhou charakterizaci.

Lemma 8.4 Pro mnozZinu A C R"™ a x € R™ plati:
e x €int(A) < V posloupnost x,, € R*, x, — x I ng takové, Ze V n > ng je x, € A.
e z c€clo(A) < 3 posloupnost x,, € A takovd, Ze x,, — x.

e £ €J(A) < I posloupnosti x, € A, y, € R"\ A takové, Ze x,, — x, y, — x.

8.2 Funkce na R"

Véta 8.5: Necht U C R™, V C R jsou oteviené mnoziny. Kdyz f : U — R je spojité diferencovatelnd na
Uag:V = U je diferencovatelnd na V, pak sloZend funkce F(t) = f(g(t)) je diferencovatelnd na V a
pro kazdé t € V plati F'(t) = (Vig(t)) VoF(g(t)).

8.3 Vektorové prostory

Ptipomenme si dulezité pojmy z linedrni algebry.

Definice 8.6 Mnozina opatiend operacemi P = (P,+,0,—,R, ) se nazjvd
(linedrni) vektorovy prostor (nad R), jestlize splnuje:

1. P=(P,+,0) je Abelova grupa, tj. plati

i) Komutativita r+y=y-+ax.
1) Asociativita z+(y+2)=W+z) +=.
iii) Nulovy prvek r4+0=0+z=ux.
i) Pro kaZdé x € P existuje inverzni prvek —x € P takovy, Ze x + (—x) = (-z) + = 0.
Zapis se zjednodusuge tak, Ze piseme —x = +(—x).

2. Pro kazdé x € P ar € R je dan prvek r - x. Pro ndsobeni redlnym cislem plati:

i) Rozndsobovdni I (r+s)-x=r-x+s-x.
ii) Rozndsobovdni II — r-(x4+y)=r-z+71-Y3.

i11) Ndsobent jednotkou l-z=ux.
Definice 8.7 Kdyz P je vektorovy prostor, pak rekneme, Ze Q C P je

i) podprostor v P, jestlize je vektorovy prostor vzhledem k operacim prostoru P.

it) linedl v P, jestlize je podprostorem P posunutym do néjakého bodu P. TéZ se pouzivd termin
afinni podprostor prostoru P.
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it1) nadrovina v P, jestlize je linedlem v P kodimenze 1, tj. prostor viech vektori k ni kolmgch md
dimenzi 1.

Ptipomenime si definice pouzivanych obali mnoziny.

Definice 8.8 Nechtf P je vektorovy prostor, pak pro S C P definujeme:

linedrni obal ... L(S) = {Z A(s)s : AMs)eR,sel,LICS koneénd} ,
sel
afinni obal ... Aff (S) = {Z A(s)s : A(s) eR,s e, Z)\(s) =1,1cCS koneénd} ,
sel sel
nezdporny linedrng obal ... pos (S) = {Z A(s)s : AM(s) >0,sel,ICS konec'nd} ,
sel
konvexnd linedrni obal ... conv (S) = {Z A(s)s : A(s) > 0,s €1, Z)\(s) =1,IcCS koneénd} .
sel sel

Piipomenme, ze £ (S) je nejmensi podprostor obsahujici S, Aff (S) je nejmens{ linedl (afinn{ podpro-
stor) obsahujici S, pos(S) je nejmens{ kuzel (s vrcholem v po¢dtku) obsahujici S, conv (S) je nejmensi
konvexni mnozina obsahujici S.
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