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Ve skriptech je použito následuj́ıćı označeńı:
R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . reálná č́ısla
R∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . rozš́ı̌rená reálná č́ısla
N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . přirozená č́ısla
Z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . celá č́ısla
clo (A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . uzávěr množiny A
int (A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . vnitřek množiny A
rint (A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . relativńı vnitřek množiny A
∂ (A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . hranice množiny A
ei:n, i = 1, 2, . . . , n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . jednotkové vektory v Rn
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Kapitola 0

Úvod

V přednášce se budeme zabývat metodikou hledáńı řešeńı optimalizačńı úlohy

min {f(x) : x ∈ X} , (1)

kde f : X → R a X ⊂ Rn.

Neńı to na úkor obecnosti. Pokud je studovaný problém formulován jako úloha na maximalizaci, pak
je jednoduché ji převést na úlohu s minimalizaćı. Stač́ı si pouze uvědomit, že

max {f(x) : x ∈ X} = −min {−f(x) : x ∈ X} , (2)
argmax {f(x) : x ∈ X} = argmin {−f(x) : x ∈ X} . (3)

Pro úplnost uved’me definice lokálńıho a globálńıho minima a maxima.

Definice 0.1 Budeme ř́ıkat, že funkce f : X → R má v bodě x ∈ X

i) lokálńı minimum na X ⊂ Rn, jestlǐze existuje δ > 0 tak, že
pro každé y ∈ X, ‖y − x‖ < δ plat́ı f(x) ≤ f(y).

ii) ostré lokálńı minimum na X ⊂ Rn, jestlǐze existuje δ > 0 tak, že
pro každé y ∈ X, 0 < ‖y − x‖ < δ plat́ı f(x) < f(y).

iii) globálńı minimum na X ⊂ Rn, jestlǐze pro každé y ∈ X plat́ı f(x) ≤ f(y).

iv) ostré globálńı minimum na X ⊂ Rn, jestlǐze pro každé y ∈ X, y 6= x plat́ı f(x) < f(y).

Definice 0.2 Budeme ř́ıkat, že funkce f : X → R má v bodě x ∈ X

i) lokálńı maximum na X ⊂ Rn, jestlǐze existuje δ > 0 tak, že
pro každé y ∈ X, ‖y − x‖ < δ plat́ı f(x) ≥ f(y).

ii) ostré lokálńı maximum na X ⊂ Rn, jestlǐze existuje δ > 0 tak, že
pro každé y ∈ X, 0 < ‖y − x‖ < δ plat́ı f(x) > f(y).

iii) globálńı maximum na X ⊂ Rn, jestlǐze pro každé y ∈ X plat́ı f(x) ≥ f(y).

iv) ostré globálńı maximum na X ⊂ Rn, jestlǐze pro každé y ∈ X, y 6= x plat́ı f(x) > f(y).

7



8 MP October 16, 2011:1200

Cvičeńı 0.3: Optimálńı využit́ı dopravńıch prostředk̊u.
Z daného mı́sta je zbož́ı přepravováno po třech trasách, přičemž v pr̊uběhu roku má být po trase 1
přepraveno 780 t, po trase 2 425 t, po trase 3 1000 t zbož́ı. K přepravě lze využ́ıt tři nákladńı auto o
nosnostech 1, 5 t, 3, 5 t a 5 t. Nákladńı auta o nosnostech 1, 5 t a 3, 5 t mohou během roku absolvovat
nejvýše 250 j́ızd. Nákladńı auto o nosnosti 5 t smı́ během roku absolvovat nejvýše 200 j́ızd. V tabulce jsou
uvedeny náklady na jednu j́ızdu daným nákladńım automobilem po dané trase.

1,5 t 3,5 t 5 t
Trasa 1 35 65 85
Trasa 2 60 90 110
Trasa 3 25 33 40

Úlohou je naplánovat přepravu tak, aby byla splněna omezeńı na přepravu a aby celkové náklady byly
minimálńı.

Formulujte jako úlohu lineárńıho programováńı, tj. tak, aby minimalizovaná funkce i všechny funkce
definuj́ıćı omezeńı byly lineárńı.

4

Cvičeńı 0.4: Optimálńı obsazeńı směn.
Uvažujme výrobńı linku s nepřetržitým směnným provozem. Pracovńı den je rozdělen na 4 směny po
6 hodinách. Minimálńı počet pracovńık̊u potřebný pro práci v jednotlivých směnách je pořadě 4, 8, 8,
6 pracovńık̊u. Každý pracovńık pracuje 2 směny za sebou a nesmı́ být znovu zařazen v následuj́ıćım
pracovńım dnu.

S jakým minimálńım počtem pracovńık̊u lze směny požadovaným zp̊usobem obsadit?
Formulujte jako úlohu lineárńıho programováńı, tj. tak, aby minimalizovaná funkce i všechny funkce

definuj́ıćı omezeńı byly lineárńı.

4

Cvičeńı 0.5: Racionálńı využit́ı skladu.
Ve skladu o celkové kapacitě C je na začátku sledovaného obdob́ı uskladněno množstv́ı A nějaké neo-
mezeně dělitelné komodity, např. uhĺı, ṕısku, rudy, atd. Naš́ım úkolem je naplánovat optimálně využit́ı
skladu po n po sobě jdoućıch obdob́ı tak, aby zisk z provozu skladu byl maximálńı. Přičemž, xi je množstv́ı
komodity prodané během i-tého obdob́ı za jednotkovou cenu bi. Řı́d́ıćımi proměnnými jsou yi označuj́ıćı
rozhodnut́ı kolik komodity se dokouṕı na konci i-tého obdob́ı za jednotkovou cenu ci.

4

Cvičeńı 0.6: L1-regrese.
Uvažujme úlohu proložit př́ımku danými body v rovině tak, aby součet absolutńıch hodnot odchylek na
y-nové ose byl minimálńı. Tj. úlohu

min

{
n∑

i=1

|yi − a− bxi| : a, b ∈ R
}

.

Formulujte jako úlohu lineárńıho programováńı, tj. tak, aby všechny funkce vystupuj́ıćı v úloze byly
lineárńı.
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4

Cvičeńı 0.7: Optimálńı osevńı plán.
Zemědělský závod má pozemky P1, P2, . . . , Pm o rozlohách r1, r2, . . . , rm hektar̊u a pěstuje kultury K1,
K2, . . . , Km. Očekávaný výnos z jednoho hektaru kultury Kj na pozemku Pi je Kč ci,j .

Úkolem je sestavit pro tento zemědělský podnik osevńı plán tak, aby očekávaný výnos byl maximálńı.
Formulujte jako úlohu lineárńıho programováńı, tj. tak, aby minimalizovaná funkce i všechny funkce

definuj́ıćı omezeńı byly lineárńı.

4
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Kapitola 1

Teorie lineárńıho programováńı

V této kapitole budeme použ́ıvat vektory, matice a jejich podvektory a podmatice. Dohodněme si proto
předem vhodné zp̊usoby označeńı.

Uvažujme obecné konečné indexové množiny I, J .

• Vektorem rozumı́me sloupcový vektor a = (ai, i ∈ I) ∈ RI a pro S ⊂ I budeme označovat jeho
podvektor aS := (ai, i ∈ S) ∈ RS .

• Matićı rozumı́me A = (Ai,j , i ∈ I, j ∈ J) ∈ RI×J , kde prvńı index označuje řádek a druhý sloupec,
a pro S ⊂ I, T ⊂ J jej́ı podmatici AS×T := (Ai,j , i ∈ S, j ∈ T ) ∈ RS×T .

• Pokud I = {1, 2, . . . , m}, J = {1, 2, . . . , n}, pak budeme RJ a RI×J zkracovat na Rn a Rm×n.

• Pro x ∈ RI zavedeme množinu nulových souřadnic N (x) = {i ∈ I : xi = 0},
množinu kladných souřadnic P (x) = {i ∈ I : xi > 0} a
množinu záporných souřadnic Z (x) = {i ∈ I : xi < 0}.

1.1 Formulace a zápis úlohy

V této kapitole se budeme zabývat úlohami lineárńıho programováńı (LP)

min
{
c>x : AI1×Jx ≥ bI1 , AI2×Jx ≤ bI2 , AI3×Jx = bI3 , xJ1 ≥ 0, xJ2 ≤ 0, xJ3 ∈ RJ3

}
, (1.1)

max
{
c>x : AI1×Jx ≥ bI1 , AI2×Jx ≤ bI2 , AI3×Jx = bI3 , xJ1 ≥ 0, xJ2 ≤ 0, xJ3 ∈ RJ3

}
, (1.2)

kde c ∈ RJ , b ∈ RI , A ∈ RI×J , card (I) = m, I1, I2, I3 ⊂ I jsou disjunktńı a I1∪I2∪I3 = I, card (J) = n,
J1, J2, J3 ⊂ J jsou disjunktńı a J1 ∪ J2 ∪ J3 = J .

Úlohu můžeme rozepsat do jednotlivých složek

minimalizovat (nebo maximalizovat)
∑

j∈J

cjxj

za podmı́nek
∑

j∈J

Ai,jxj ≥ bi, pro každé i ∈ I1,

∑

j∈J

Ai,jxj ≤ bi, pro každé i ∈ I2,

11
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∑

j∈J

Ai,jxj = bi, pro každé i ∈ I3,

xj ≥ 0, pro každé j ∈ J1,

xj ≤ 0, pro každé j ∈ J2,

x ∈ RJ .

Budeme ř́ıkat, že úloha lineárńı programováńı je ve

• standardńım tvaru, jestliže I1 = ∅, I2 = ∅, J2 = ∅, J3 = ∅;
• tvaru nerovnost́ı, jestliže bud’ I2 = ∅, I3 = ∅, J2 = ∅, J3 = ∅ nebo I1 = ∅, I3 = ∅, J2 = ∅, J3 = ∅;
• smı́̌seném tvaru v ostatńıch př́ıpadech.

V úloze lineárńıho programováńı lze jednoduchými transformacemi převádět rovnosti na nerovnosti,
nerovnosti na rovnosti, nezápornost proměnných na nekladnost, atd. Těmito transformacemi jsou

• Vynásobeńım koeficient̊u v účelové funkci −1, lze změnit minimalizaci na maximalizaci a opačně.

• Vynásobeńım nerovnosti koeficientem −1, lze ” otáčet“ nerovnosti.

• Vynásobeńım proměnné −1, lze nekladnost proměnných měnit na nezápornost a opačně.

• Nerovnost
∑

j∈J Ai,jxj ≥ bi změńıme na rovnost zavedeńım skluzové proměnné
∑

j∈J

Ai,jxj − v = bi, v ≥ 0.

V účelové funkci této nové proměnné přǐrad́ıme nulový koeficient.

• Nerovnost
∑

j∈J Ai,jxj ≤ bi změńıme na rovnost zavedeńım skluzové proměnné
∑

j∈J

Ai,jxj + v = bi, v ≥ 0.

V účelové funkci této nové proměnné přǐrad́ıme nulový koeficient.

• Rovnost
∑

j∈J Ai,jxj = bi lze ekvivalentně vyjádřit jako dvě nerovnosti
∑

j∈J

Ai,jxj ≥ bi,
∑

j∈J

Ai,jxj ≤ bi,

které muśı být splněny současně.

• Každou proměnnou xj pro j ∈ J3 můžeme zaměnit rozd́ılem dvou nezáporných proměnných

xj = w+ − w−, w+ ≥ 0, w− ≥ 0.

• Všechny uvedené transformace lze použ́ıt také obráceně. Je však třeba dát pozor, aby šlo opravdu
o inverzńı operaci !

Pomoćı těchto transformaćı lze převádět jednotlivé typy úlohy lineárńıho programováńı jeden na druhý.

Definice 1.1 Množinu

M :=
{
x : AI1×Jx ≥ bI1 , AI2×Jx ≤ bI2 , AI3×Jx = bI3 , xJ1 ≥ 0, xJ2 ≤ 0, x ∈ RJ

}
(1.3)

budeme nazývat množinou př́ıpustných řešeńı úlohy (1.1).
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1.2 Grafické řešeńı úlohy lineárńıho programováńı

Př́ıklad 1.2: Uvažujme úlohu

minimalizovat x1 − x2,

za podmı́nek 2x1 + x2 ≥ 2,

−3x1 + 2x2 ≤ 6,

x1 + x2 ≤ 4,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

Množina př́ıpustných řešeńı je množina

M = {(x1, x2) : 2x1 + x2 ≥ 2, −3x1 + 2x2 ≤ 6, x1 + x2 ≥ 4, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0} .

−1 0 1 2 3 4 5 6
−1

0

1

2

3

4

5

6

−1 0 1 2 3 4 5 6
−1

0

1

2

3

4

5

6

−1 0 1 2 3 4 5 6
−1

0

1

2

3

4

5

6

−1 0 1 2 3 4 5 6
−1

0

1

2

3

4

5

6

−1 0 1 2 3 4 5 6
−1

0

1

2

3

4

5

6

M

−1 0 1 2 3 4 5 6
−1

0

1

2

3

4

5

6

−1 0 1 2 3 4 5 6
−1

0

1

2

3

4

5

6

−1 0 1 2 3 4 5 6
−1

0

1

2

3

4

5

6

−1 0 1 2 3 4 5 6
−1

0

1

2

3

4

5

6

−1 0 1 2 3 4 5 6
−1

0

1

2

3

4

5

6

M

Obrázek 1.1: Množina M z př́ıkladu 1.2

Jedná se o konvexńı pětiúhelńık s vrcholy
(
1
0

)
,
(
4
0

)
,
( 2

5
18
5

)
,
(
0
3

)
,
(
0
2

)
; viz obrázek č.1.1.

Vyneseme-li si rovnoběžky x1 − x2 = k pro k = 0,−1,−2, zjist́ıme, že funkce f(x1, x2) = x1 − x2

nabývá svého minima na množině M v bodě
( 2

5
18
5

)
.

Optimálńı řešeńı dané úlohy je tedy x̂1 = 2
5 , x̂2 = 18

5 a optimálńı hodnota účelové funkce je

x̂1 − x̂2 =
2
5
− 18

5
= −16

5
.

4
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Př́ıklad 1.3: Uvažujme úlohu

minimalizovat x1 − x2,

za podmı́nek 2x1 + x2 ≥ 2,

−3x1 + 2x2 ≤ 6,

x1 + x2 ≤ −1,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

Množina př́ıpustných řešeńı je množina

M = {(x1, x2) : 2x1 + x2 ≥ 2, −3x1 + 2x2 ≤ 6, x1 + x2 ≤ −1, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0} = ∅.

Úloha tedy nemá žádné př́ıpustné řešeńı a t́ım pádem nemá ani žádné optimálńı řešeńı.

4

Př́ıklad 1.4: Uvažujme úlohu

minimalizovat x1 − x2,

za podmı́nek 2x1 + x2 ≥ 2,

−3x1 + 2x2 ≤ 6,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

Množina př́ıpustných řešeńı

M = {(x1, x2) : 2x1 + x2 ≥ 2, −3x1 + 2x2 ≤ 6, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0}

je neomezená. Všechny rovnoběžky x1−x2 = k pro k = 1,−1,−2,−3, . . . . maj́ı s M neprázdný pr̊unik.
To znamená, že funkčńı hodnoty účelové funkce na M neomezeně klesaj́ı. Proto úloha nemá optimálńı
řešeńı.

4

Př́ıklad 1.5: Uvažujme úlohu

minimalizovat 2x1 − x2,

za podmı́nek 2x1 + x2 ≥ 2,

−3x1 + 2x2 ≤ 6,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

Vı́me, že množina př́ıpustných řešeńı

M = {(x1, x2) : 2x1 + x2 ≥ 2, −3x1 + 2x2 ≤ 6, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0}

je neomezená. Z obrázku pak zjist́ıme, že úloha má optimálńı řešeńı x̂1 = 0, x̂2 = 3 a optimálńı
hodnota účelové funkce −3.

4
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Př́ıklad 1.6: Uvažujme úlohu

minimalizovat 3x1 − 2x2,

za podmı́nek 2x1 + x2 ≥ 2,

−3x1 + 2x2 ≤ 6,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

Z grafického znázorněńı úlohy zjist́ıme, že optimálńı hodnota účelové funkce −6 a nabývá se j́ı ve všech
bodech tvaru x̂1 = 2

5λ, x̂2 = 3 + 3
5λ pro λ ≥ 0.

4

Př́ıklad 1.7: Uvažujme úlohu

minimalizovat 3x1 − 2x2,

za podmı́nek 2x1 + x2 ≥ 2,

−3x1 + 2x2 ≤ 6,

x1 + x2 ≤ 4,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

Z grafického znázorněńı úlohy zjist́ıme, že optimálńı hodnota účelové funkce −6 a nabývá se j́ı ve všech
bodech tvaru x̂1 = 2

5λ, x̂2 = 3 + 3
5λ pro 0 ≤ λ ≤ 1.

4

Cvičeńı 1.8: Optimálńı výrobńı plán.
Podnik vyráb́ı dva výrobky, označme je A, B, které muśı proj́ıt zpracováńım na čtyřech stroj́ıch, oč́ıslujme
je I, II, III, IV . Doba potřebná k opracováńı výrobk̊u a kapacita stroj̊u jsou uvedeny ve vhodných
časových jednotkách v následuj́ıćı tabulce:

I II III IV
A 2 4 3 1
B 1

4 2 1 4
Kapacita 45 100 300 50

Prodejńı cena hotového výrobku A je Kč 60 a hotového výrobku B Kč 40.
V jaké poměru je třeba vyrábět dané výrobky, aby celková produkce měla maximálńı prodejńı cenu?

Řešte graficky.

4

Cvičeńı 1.9: Řešte graficky úlohu

maximalizovat 45x1 + 30x2 ,

za podmı́nek 2x1 + 10x2 ≥ 60 ,

6x1 + 6x2 ≤ 60 ,

10x1 + 5x2 ≤ 85 ,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

4
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1.3 Farkasova věta

Množina všech př́ıpustných řešeńı úlohy (1.1) může být prázdná, jak ukazuje následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 1.10: Uvažujme úlohu

min {2x1 + x2 − 3x4 : x1 + x2 + x3 = 1, 2x1 + 3x2 − x4 = 6, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0} .

Množinou př́ıpustných řešeńı pro tuto úlohu je

M =
{
x ∈ R4 : x1 + x2 + x3 = 1, 2x1 + 3x2 − x4 = 6, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0

}
.

Proměnné x3 a x4 můžeme vyjádřit z ostatńıch

M =
{

x ∈ R4 : x1 + x2 ≤ 1, 2x1 + 3x2 ≥ 6, x3 = 1− x1 − x2, x4 = 2x1 + 3x2 − 6,
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0

}
.

Stač́ı tedy uvažovat pouze pr̊umět do roviny x1 a x2.

M =
{
x ∈ R2 : x1 + x2 ≤ 1, 2x1 + 3x2 ≥ 6, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

}
.

Tato množina je však prázdná.
Tud́ıž M = ∅.

4

Nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku k tomu, aby množina př́ıpustných řešeńı byla neprázdná, představuje
následuj́ıćı věta.

Věta 1.11 (Farkasova věta): Necht’ A ∈ Rm×n je matice a b ∈ Rm je vektor. Pak má soustava Ax = b
nezáporné řešeńı tehdy a jen tehdy, když pro všechna u ∈ Rm splňuj́ıćı podmı́nku A>u ≥ 0 plat́ı b>u ≥ 0.

Důkaz: Označme I = {1, 2, . . . , m} a J = {1, 2, . . . , n}.

1. Nutnost.

Když x ≥ 0, Ax = b, u ∈ Rm, A>u ≥ 0, pak plat́ı b>u = x>A>u ≥ 0.

2. Postačitelnost.

Předpokládejme, že soustava Ax = b nemá nezáporné řešeńı a podmı́nka plat́ı.

Pak b nepatř́ı do konvexńıho polyedrického kužele generovaného sloupci matice A, tj.
b 6∈ K := pos

(
AI×{1}, AI×{2}, . . . , AI×{n}

)
, kde AI×{1}, AI×{2}, . . . , AI×{n} jsou sloupce matice A.

K je neprázdná konvexńı uzavřená množina a tak jsou splněny předpoklady věty 3.3. Podle ńı
existuje u ∈ Rm, u 6= 0 tak, že u>b < inf

{
u>y : y ∈ K

}
.

Pro každé j = 1, 2, . . . , n a λ ≥ 0 je λAI×{j} ∈ K a proto u>b < λu>AI×{j}.

Odtud pro každé j = 1, 2, . . . , n plat́ı u>b < 0 ≤ u>AI×{j}.

Což jinými slovy znamená b>u < 0 a A>u ≥ 0.

T́ım jsme se dostali do sporu s podmı́nkou a tak nezáporné řešeńı muśı existovat.

Q.E.D.
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Tvrzeńı Farkasovy věty je názorné. Bud’ má soustava Ax = b nezáporné řešeńı, nebo lze nalézt takovou
lineárńı kombinaci rovnic soustavy, že na levé straně vznikne lineárńı forma s nezápornými koeficienty a
na pravé straně záporné č́ıslo.

Př́ıklad 1.12: Uvažujme soustavu z př́ıkladu 1.10

x1 + x2 + x3 = 1,
2x1 + 3x2 − x4 = 6.

Vynásob́ıme-li prvńı rovnici třemi a odečteme-li od ńı druhou rovnici, dostaneme

x1 + 3x3 + x4 = −3.

Tud́ıž vektor
(

3
−1

)
porušuje podmı́nku z Farkasovy věty, věta 1.11.

Soustava proto nemá nezáporné řešeńı.

4

Samotná Farkasova věta však ještě neřeš́ı otázku existence optimálńıho řešeńı úlohy (1.1). Snadno
zkonstruujeme př́ıklad, kdy je množina př́ıpustných řešeńı neprázdná, ale optimálńı řešeńı úlohy neexis-
tuje.

Př́ıklad 1.13: Uvažujme úlohu

minimalizovat −x1 − x2,
za podmı́nek 2x1 − x2 − x3 = −2,

−x1 + 2x2 − x4 = −1,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0.

Úlohu můžeme přepsat do tvaru

minimalizovat −x1 − x2,
za podmı́nek 2x1 − x2 ≥ −2,

−x1 + 2x2 ≥ −1,
x3 = 2 + 2x1 − x2,
x4 = 1 − x1 + 2x2,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

Proměnné x3 a x4 jsou jednoznačně vyjádřené pomoćı x1 a x2 a jejich nezápornost vycháźı automa-
ticky. Můžeme je proto v tuto chv́ıli zapomenout a řešit úlohu pouze s dvěma proměnnými.

minimalizovat −x1 − x2,
za podmı́nek 2x1 − x2 ≥ −2,

−x1 + 2x2 ≥ −1,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

Množina př́ıpustných řešeńı této úlohy je neomezená a účelová funkce na ńı neomezeně klesá. Úloha
nemá optimálńı řešeńı.

4
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Jiná účelová funkce však na stejné množině svého optima nabývá.

Př́ıklad 1.14: Uvažujme úlohu

minimalizovat 3x1 − x2,
za podmı́nek 2x1 − x2 − x3 = −2,

−x1 + 2x2 − x4 = −1,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0.

Z podmı́nek sestav́ıme novou rovnici. Prvńı rovnici vynásob́ıme 5
3 , druhou 1

3 a sečteme je. Dostáváme
rovnici

3x1 − x2 − 5
3
x3 − 1

3
x4 = −11

3
.

Z nezápornosti proměnných x3 a x4 zjǐst’ujeme, že na množině př́ıpustných řešeńı je 3x1−x2 ≥ − 11
3 .

Obdobným postupem jako v př́ıkladě 1.13 přejdeme k úloze

minimalizovat 3x1 − x2,
za podmı́nek 2x1 − x2 ≥ −2,

−x1 + 2x2 ≥ −1,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

Tuto úlohu graficky vyřeš́ıme, viz .

Zjist́ıme tak, že optimum úlohy je v bodě x̂ =




0
2
0
5


 a optimálńı hodnota účelové funkce je −2.

4

Věta 1.15 (Existence optimálńıho řešeńı): Necht’ množina

M = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0} 6= ∅. (1.4)

Když existuje reálné č́ıslo γ tak, že

pro libovolné x ∈ M plat́ı c>x ≥ γ, (1.5)

pak existuje optimálńı řešeńı úlohy
min

{
c>x : x ∈ M

}
. (1.6)

Důkaz: Označme ϑ := inf
{
c>x : x ∈ M

}
.

Za platnosti (1.4) a (1.5) v́ıme, že ϑ ∈ R, speciálně ϑ ≥ γ.
Pomoćı Farkasovy věty ukážeme neprázdnost množiny

Q =
{
x ∈ Rn : Ax = b, c>x = ϑ, x ≥ 0

}
. (1.7)

Množinu Q můžeme zapsat jako Q = {x ∈ Rn : Dx = d, x ≥ 0}, kde D =
(

A
c>

)
a d =

(
b
ϑ

)
.

Ověř́ıme podmı́nku z Farkasovy věty, věta 1.11.
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Vezměme proto u =
(

v
t

)
∈ Rm+1, kde v ∈ Rm a t ∈ R takové, že

D>u = A>v + tc ≥ 0. (1.8)

Každé x ∈ M je nezáporné a Ax = b. Proto pro ně plat́ı

0 ≤ x>A>v + tx>c = b>v + tx>c. (1.9)

Vezměme posloupnost př́ıpustných řešeńı xk, k ∈ N tak, aby hodnoty účelové funkce x>k c konvergovaly k
ϑ. Pak limitńım přechodem dostaneme

0 ≤ b>v + tϑ = d>u. (1.10)

Matice D a vektor d splňuj́ı podmı́nku z věty 1.11.
Tud́ıž množina Q 6= ∅, což znamená, že uvažovaná úloha má optimálńı řešeńı.

Q.E.D.

Ve větě 1.15 je podstatná linearita účelové funkce, jak ukazuje následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 1.16: Úlohy

min
{
e−x : x ≥ 0, x ∈ R}

,

min
{

1
x

: x ≥ 1, x ∈ R
}

maj́ı konvexńı účelovou funkci, která je zdola omezená. Ani jedna z nich však nemá optimálńı řešeńı.

4

Farkasova věta je součást́ı teorie lineárńıch nerovnost́ı zpracované na počátku 20. stolet́ı mad’arským
matematikem J. Farkasem. Dodnes je právem poč́ıtána k základńım větám lineárńı algebry. Jej́ı po-
moćı jsme dokázali větu 1.15, která přesně vymezuje podmı́nky, kdy úloha lineárńıho programováńı ve
standardńım tvaru má optimálńı řešeńı. Neńı však snadné ověřit podmı́nky (1.4), (1.5). Dosud také
nemáme žádnou představu, jak optimálńı řešeńı úlohy nalézt. Muśıme proto hlouběji prostudovat struk-
turu množiny př́ıpustných řešeńı.

1.4 Struktura množiny př́ıpustných řešeńı

V této kapitole budeme vyšetřovat strukturu množiny př́ıpustných řešeńı úlohy lineárńıho programováńı
ve standardńım tvaru. To znamená strukturu množiny

M = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0} , (1.11)

kde A ∈ Rm×n, b ∈ Rm.

Věta 1.17: Množina (1.11) je konvexńı polyedrická množina. Speciálně je konvexńı a uzavřená.

Důkaz: Evidentně

M =
m⋂

i=1



x ∈ Rn :

n∑

j=1

Ai,jxj ≥ bi



 ∩

m⋂

i=1



x ∈ Rn :

n∑

j=1

Ai,jxj ≤ bi



 ∩

n⋂

j=1

{x ∈ Rn : xj ≥ 0} .

Množina je pr̊unikem uzavřených poloprostor̊u a je tedy konvexńı polyedrickou množinou.
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Q.E.D.

Věta 1.18: Množina optimálńıch řešeńı úlohy lineárńıho programováńı ve standardńım tvaru

min
{
c>x : Ax = b, x ≥ 0, x ∈ Rn

}
(1.12)

je konvexńı polyedrická množina.

Důkaz: Množinu optimálńıch řešeńı můžeme zapsat jako množinu

M∗ =
{
x ∈ Rn : c>x = γ∗, Ax = b, x ≥ 0

}
, kde γ∗ = inf

{
c>x : Ax = b, x ≥ 0

}
.

Množina je tedy tvaru (1.11) a tak podle věty 1.17 je konvexńı polyedrickou množinou.

Q.E.D.

Nyńı si uvedeme charakterizace krajńıch bod̊u a krajńıch směr̊u.

Věta 1.19: Pro množinu (1.11) plat́ı

ext (M) =
{
y ∈ M : h

(
Am×P(y)

)
= card (P (y))

}
. (1.13)

Důkaz: Necht’ x ∈ M.

1. Nutnost

Předpokládejme, že matice AI×P(x) nemá plnou sloupcovou hodnost.

Pak existuje t ∈ Rn, t 6= 0 takové, že tj = 0 pro j ∈ N (x) a At = 0.

Pak existuje µ > 0 takové, že x1 = x + µt ∈ M, x2 = x− µt ∈ M.

Pak však x1 6= x2 a x = 1
2x1 + 1

2x2.

Tud́ıž x neńı krajńım bodem M.

2. Postačitelnost

Předpokládejme, že matice AI×P(x) má plnou sloupcovou hodnost.

Vezměme x1, x2 ∈ M, 0 < λ < 1 takové, že x = λx1 + (1− λ)x2.

Potom P (x) ⊃ P (
x1

)
, P (x) ⊃ P (

x2
)
.

Pak však AI×P(x)xP(x) = b, AI×P(x)x
1
P(x) = b, AI×P(x)x

2
P(x) = b.

Soustava však má jednoznačně určené řešeńı a proto x = x1 = x2.

Tud́ıž x je krajńım bodem M.

Q.E.D.

Nyńı o krajńıch směrech.

Věta 1.20: Pro množinu (1.11) plat́ı, že

direct (M) = {x ∈ Rn : Ax = 0, x ≥ 0} (1.14)

je konvexńı polyedrický kužel.
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Důkaz: Nejdř́ıve si uvědomme, že (1.14) opravdu charakterizuje směry množiny M. Vezměme nějaké
x̃ ∈ M a uvědomme si následuj́ıćı ekvivalence:

s ∈ direct (M) ⇐⇒ ∀ t ∈ R+ je x̃ + ts ∈ M

⇐⇒ ∀ t ∈ R+ je A(x̃ + ts) = b, x̃ + ts ≥ 0
⇐⇒ As = 0, s ≥ 0.

Vı́me, že množina direct (M) je konvexńı kužel. Indukćı podle m, počtu rovnic v soustavě, ukážeme, že
direct (M) = pos (W ), kde W ⊂ Rn je konečná množina.

1. Necht’ m = 1.

Tud́ıž direct (M) =
{
x ∈ Rn : η>x = 0, x ≥ 0

}
, kde η ∈ Rn.

Sestavme množinu W takto:

(a) Pro j ∈ N (η) přidáme ej:n do W .

(b) Pro j ∈ P (η) a k ∈ Z (η) přidáme |ηk|ej:n + ηjek:n do W .

Evidentně W ⊂ direct (M), nebot’ pro každé w ∈ W plat́ı η>w = 0. Tud́ıž pos (W ) ⊂ direct (M).

Předpokládejme, že direct (M) \ pos (W ) 6= ∅.
Pak každý bod z této množiny muśı mı́t alespoň jednu složku kladnou.

Vezměme y ∈ direct (M) \ pos (W ) takové, že má mezi všemi body této množiny nejmenš́ı počet
kladných složek.

Vezměme libovolný index j ∈ P (y). Nyńı jsou právě tři možnosti.

(a) ηj = 0
Pak ej:n ∈ W . Označme ṽ = yjej:n a ỹ = y − ṽ.
Potom y = ỹ + ṽ, ỹ ∈ direct (M), ṽ ∈ pos (W ) a P (ỹ) = P (y) \ {j}.

(b) ηj > 0
Pak muśı existovat index k ∈ {1, 2, . . . , n} takový, že yk > 0 a ηk < 0. Jinak by nemohlo platit
η>y = 0 a y by nebylo prvkem direct (M).
Tud́ıž v = |ηk|ej:n + ηjek:n ∈ W .

i. Když yj

|ηk| < yk

ηj
, potom označ́ıme ṽ = yj

|ηk|v a ỹ = y − ṽ.
Plat́ı y = ỹ + ṽ, ỹ ∈ direct (M), ṽ ∈ pos (W ) a P (ỹ) = P (y) \ {j}.

ii. Když yj

|ηk| = yk

ηj
, potom označ́ıme ṽ = yj

|ηk|v a ỹ = y − ṽ.
Plat́ı y = ỹ + ṽ, ỹ ∈ direct (M), ṽ ∈ pos (W ) a P (ỹ) = P (y) \ {j, k}.

iii. Když yj

|ηk| > yk

ηj
, potom označ́ıme ṽ = yk

ηj
v a ỹ = y − ṽ.

Plat́ı y = ỹ + ṽ, ỹ ∈ direct (M), ṽ ∈ pos (W ) a P (ỹ) = P (y) \ {k}.
(c) ηj < 0

Pak muśı existovat index k ∈ {1, 2, . . . , n} takový, že yk > 0 a ηk > 0. Jinak by nemohlo platit
η>y = 0 a y by nebylo prvkem direct (M).
Tud́ıž v = ηkej:n + |ηj |ek:n ∈ W .

i. Když yj

ηk
< yk

|ηj | , potom označ́ıme ṽ = yj

ηk
v a ỹ = y − ṽ.

Plat́ı y = ỹ + ṽ, ỹ ∈ direct (M), ṽ ∈ pos (W ) a P (ỹ) = P (y) \ {j}.
ii. Když yj

ηk
= yk

|ηj | , potom označ́ıme ṽ = yj

ηk
v a ỹ = y − ṽ.

Plat́ı y = ỹ + ṽ, ỹ ∈ direct (M), ṽ ∈ pos (W ) a P (ỹ) = P (y) \ {j, k}.



22 MP October 16, 2011:1200

iii. Když yj

ηk
> yk

|ηj | , potom označ́ıme ṽ = yk

|ηj |v a ỹ = y − ṽ.
Plat́ı y = ỹ + ṽ, ỹ ∈ direct (M), ṽ ∈ pos (W ) a P (ỹ) = P (y) \ {k}.

Ve všech třech př́ıpadech jsme vyjádřili uvažovaný bod jako součet y = ỹ + ṽ, kde ỹ ∈ direct (M) a
ṽ ∈ pos (W ). Avšak ỹ má méně kladných složek nežli bod y. Protože y má nejmenš́ı počet kladných
složek mezi všemi body množiny direct (M) \ pos (W ) muśı nutně ỹ ∈ pos (W ).

Proto y ∈ pos (W ), což je ve sporu s naš́ım předpokladem.

Ukázali jsme, že direct (M) = pos (W ).

2. Necht’ tvrzeńı plat́ı pro 1, 2, . . . ,m.

Mějme soustavu m + 1 rovnic Ax = 0 a A =
(

B
η>

)
.

Z indukčńıho předpokladu pro prvńıch m rovnic existuje konečná množina W1 ⊂ Rm tak, že

{x ∈ Rn : Bx = 0, x ≥ 0} = pos (W1) .

Sestavme z vektor̊u množiny W1 matici W̃1. Pak

{x ∈ Rn : Bx = 0, x ≥ 0} = pos (W1) =
{

W̃1µ : µ ∈ RW1 , µ ≥ 0
}

.

Množinu, kterou studujeme můžeme přepsat následovně

{x ∈ Rn : Ax = 0, x ≥ 0} =
{
x ∈ Rn : Bx = 0, η>x = 0, x ≥ 0

}

=
{

W̃1µ : η>W̃1µ = 0, µ ∈ RW1 , µ ≥ 0
}

.

Množina
{

µ ∈ RW1 : η>W̃1µ = 0, µ ≥ 0
}

je však množina typu, který vyšetřujeme a je zadána
jedinou rovnićı.

Z indukčńıho předpokladu proto existuje konečná množina W2 ⊂ RW1 a potažmo z jej́ıch vektor̊u
sestavená matice W̃2 tak, že

{
µ ∈ RW1 : η>W̃1µ = 0, µ ≥ 0

}
= pos (W2) =

{
W̃2ν : ν ∈ RW2 , ν ≥ 0

}
.

Dosad́ıme-li toto pozorováńı do předchoźı rovnosti dostáváme

{x ∈ Rn : Ax = 0, x ≥ 0} =
{

W̃1W̃2ν : ν ∈ RW2 , ν ≥ 0
}

.

Označ́ıme-li W̃ = W̃1W̃2 a množinu sloupc̊u této matice jako W , pak

{x ∈ Rn : Ax = 0, x ≥ 0} =
{

W̃ν : ν ∈ RW2 , ν ≥ 0
}

= pos (W ) .

T́ım jsme ukázali, že i pro m + 1 rovnic je studovaná množina konvexńım polyedrickým kuželem.

Q.E.D.
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V d̊ukazu věty 1.20 jsme vlastně konstruovali krajńı směry množiny (1.11). Vše lze shrnout do
následuj́ıćı charakterizace.

Věta 1.21: Konvexńı polyedrický kužel

direct (M) = {x ∈ Rn : Ax = 0, x ≥ 0} , (1.15)

je generován množinou svých krajńıch směr̊u

extd (M) =
{
y ∈ direct (M) : h

(
Am×P(y)

)
= card (P (y))− 1, ‖y‖ = 1

}
. (1.16)

Plat́ı tedy direct (M) = pos (extd (M)).

Důkaz: Viz [6].

Q.E.D.

Př́ıklad 1.22: Chceme popsat všechna nezáporná řešeńı homogenńı rovnice o šesti neznámých

5y1 − 3y2 + 2y4 − y6 = 0, y ≥ 0, y ∈ R6.

Podle věty 1.20 v́ıme, že každé takové řešeńı je tvaru y = Wµ, µ ≥ 0. Matici W sestav́ıme postupem
vyloženým v d̊ukazu této věty

W =




0 0 3 1 0 0
0 0 5 0 2 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 3 1
0 1 0 0 0 0
0 0 0 5 0 2




.

4

Pokud má matice A plnou řádkovou hodnost, hledáme krajńı body a krajńı směry množiny př́ıpustných
řešeńı pomoćı regulárńıch podmatic matice A.

Lemma 1.23 Necht’ h (A) = m. Pak

1. Projdeme všechna S ⊂ {1, 2, . . . , n} taková, že card (S) = m, AI×S je regulárńı matice a A−1
I×Sb ≥ 0.

Toto řešeńı doplńıme nulami na vektor x tak, že xP(x) = A−1
I×Sb. Pak x ∈ ext (M). Nalezneme takto

všechny krajńı body M.

2. Projdeme všechna S ⊂ {1, 2, . . . , n} taková, že card (S) = m + 1, h (AI×S) = m a existuje ξ ≥ 0,
ξ 6= 0 takové, že AI×Sξ = 0. Toto řešeńı doplńıme nulami na vektor x tak, že xP(x) = ξ. Pak

x
‖x‖ ∈ extd (M). Nalezneme takto všechny krajńı směry M.

Důkaz: Když je x krajńım bodem množiny př́ıpustných řešeńı, pak podle věty 1.19 jsou sloupce matice
A odpov́ıdaj́ıćı jeho kladným složkám nezávislé. Nemůže jich proto být v́ıce nežli je hodnost matice A.
Dále jde k těmto sloupc̊um vždy přidat daľśı sloupce matice A tak, že vzniklá matice má plnou sloupcovou
hodnost a ta je rovna hodnosti matice A, tj m. Řešeńı př́ıslušné rovnice je pak určeno jednoznačně a muśı
j́ım být zadaný krajńı bod x. Proto každé matici sestavené ze sloupc̊u matice A, která je regulárńı,
odpov́ıdá nejvýše jeden krajńı bod. Těchto matic je nejvýše

(
n

h(A)

)
a proto ani krajńıch bod̊u nemůže

být v́ıce.

Podobnou úvahou s využit́ım věty 1.21 dokážeme charakterizaci krajńıch směr̊u.
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Q.E.D.

Ukážeme si, že množinu př́ıpustných řešeńı lze rozložit na součet konvexńıho polyedru a konvexńıho
polyedrického kužele. Nejdř́ıve definujme pomocnou množinu, můžeme j́ı ř́ıkat např́ıklad ” dno množiny“
M”,

btt (M) = {x ∈ M : neexistuje y ∈ direct (M) , y 6= 0, y ≤ x} . (1.17)

Věta 1.24: Pro množinu (1.11) plat́ı

btt (M) ⊂ conv (ext (M)) . (1.18)

Důkaz: Předpokládejme, že btt (M) \ conv (ext (M)) 6= ∅.
Vezměme x ∈ btt (M) \ conv (ext (M)) takové, že ze všech bod̊u z této množiny má nejmenš́ı počet
kladných složek.
Pak AI×P(x)xP(x) = b a matice AI×P(x) nemá plnou sloupcovou hodnost.
To znamená, že existuje t ∈ RP(x), t 6= 0 netriviálńı řešeńı soustavy AI×P(x)t = 0.
Vezměme s ∈ Rn tak, že sj = tj pro j ∈ P (x) a sj = 0 pro j ∈ N (x).
Evidentně As = 0, s 6= 0 a N (s) ⊃ N (x).

a) Když s ≥ 0, pak s ∈ direct (M) a existuje α > 0 takové, že αs ≤ x. Což je ve sporu s předpokladem,
že x ∈ btt (M).

b) Když s ≤ 0, pak −s ∈ direct (M) a existuje α > 0 takové, že −αs ≤ x. Což je ve sporu s
předpokladem, že x ∈ btt (M).

c) Necht’ existuje alespoň jedna kladná a alespoň jedna záporná složka vektoru s.

Položme x1 = x + θ̂s, x2 = x− η̂s, kde θ̂ = max {θ : x + θs ≥ 0, θ ≥ 0}
a η̂ = max {η : x− ηs ≥ 0, η ≥ 0}.
Jistě θ̂ > 0, η̂ > 0, P (

x1
) ⊂ P (x), P (

x2
) ⊂ P (x), P (

x1
) 6= P (x), P (

x2
) 6= P (x).

Tud́ıž x1, x2 6∈ btt (M) \ conv (ext (M)).

1. Vezměme v ∈ direct (M), v 6= 0 a v ≤ x1.
Pak P (v) ⊂ P (

x1
) ⊂ P (x).

Proto existuje α > 0 takové, že αv ≤ x.
Vı́me, že x ∈ btt (M) a tak nutně v = 0.
To ale znamená, že x1 ∈ btt (M).

2. Obdobně se ukáže, že x2 ∈ btt (M).

Zjǐst’ujeme tedy, že x1, x2 ∈ btt (M) ∩ conv (ext (M)).

Dále x = η̂

θ̂+η̂
x1 + θ̂

θ̂+η̂
x2.

Bod x jsme vyjádřili jako konvexńı lineárńı kombinaci bod̊u z konvexńı množiny conv (ext (M)).

Tud́ıž x ∈ conv (ext (M)), což je spor s naš́ım předpokladem.

T́ım je inkluze (1.18) ukázána.

Q.E.D.
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Věta 1.25: Pro množinu (1.11) plat́ı M = btt (M) + direct (M).

Důkaz:

1. Když je množina (1.11) prázdná, pak M = btt (M) + direct (M), protože
btt (M) = ∅ a direct (M) = pos (∅) = {0}.

2. Necht’ je množina (1.11) neprázdná.

Pak také btt (M) a direct (M) jsou neprázdné.

Vezměme p ∈ btt (M) a k ∈ direct (M), pak p + k ∈ M podle lemmatu 1.30, nebot’ M je uzavřená
konvexńı množina.

Tud́ıž M ⊃ btt (M) + direct (M).

3. Necht’ je množina (1.11) neprázdná a x ∈ M.

Pak jsou dvě možnosti.

(a) Necht’ x ∈ btt (M), pak však také x ∈ btt (M) + direct (M).

(b) Necht’ x 6∈ btt (M).
Pak existuje y ∈ direct (M), y 6= 0 takové, že y ≤ x.
Označme µ̂ = max {µ : x− µy ≥ 0, µ ≥ 0}.
Pak x̃ = x− µ̂y ∈ M a P (x̃) ⊂ P (x), P (x̃) 6= P (x).
Postup opakujeme pro x̃.
Po konečně kroćıch se postup zastav́ı tak, že x̃ ∈ btt (M).

Źıskáme tak bod x jako součet bodu z btt (M) a konečně bod̊u z direct (M). Jinak řečeno
x ∈ btt (M) + direct (M).

Tud́ıž M ⊂ btt (M) + direct (M).

Ukázali jsme, že M = btt (M) + direct (M).

Q.E.D.

Věta 1.26 (rozklad množiny př́ıpustných řešeńı): Množina (1.11) je součtem konvexńıho polyedru a
konvexńıho polyedrického kužele. Speciálně M = conv (ext (M)) + pos (extd (M)).

Důkaz: Plyne př́ımo z vět 1.25 a 1.24.

Q.E.D.

Př́ıklad 1.27: Rozložme množinu př́ıpustných řešeńı z př́ıkladu 1.13.

M =
{
x ∈ R4 : 2x1 − x2 − x3 = −2, −x1 + 2x2 − x4 = −1, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0.

}

Nejdř́ıve najdeme krajńı směry.

1. S jednou kladnou složkou neńı žádný krajńı směr, nebot’ matice A neobsahuje nulový sloupec.

2. Se dvěma kladnými složkami neńı žádný krajńı směr, nebot’ všechny podmatice typu 2× 2 matice
A jsou regulárńı.



26 MP October 16, 2011:1200

3. Pro krajńı směr se třemi kladnými složkami jsou čtyři možnosti.

(a) 2x1 − x2 − x3 = 0, −x1 + 2x2 = 0 s řešeńım (2, 1, 3, 0)>.

(b) 2x1 − x2 = 0, −x1 + 2x2 − x4 = 0 s řešeńım (1, 2, 0, 3)>.

(c) 2x1− x3 = 0, −x1− x4 = 0 s řešeńım (1, 0, 2,−1)>. Bod nevyhovuje protože má jednu složku
zápornou.

(d) −x2− x3 = 0, 2x2− x4 = 0 s řešeńım (0, 1,−1, 2)>. Bod nevyhovuje protože má jednu složku
zápornou.

Nyńı najdeme krajńı bod.
Matice A má hodnost 2. Proto libovolný sloupec matice A lze doplnit nějakým daľśım sloupcem matice

A na regulárńı matici. Řešeńı př́ıslušné rovnice je pak určeno jednoznačně. Proto muśı vyj́ıt krajńı bod
s kterým jsme začali.

Stač́ı proto uvažovat pouze podmatice matice A, které jsou typu 2× 2 a regulárńı.

1. 2x1 − x2 = −2, −x1 + 2x2 = −1 s řešeńım
(− 5

3 ,− 4
3 , 0, 0

)>.
Bod nevyhovuje protože má dvě složky záporné.

2. 2x1 − x3 = −2, −x1 = −1 s řešeńım (1, 0, 4, 0)>.

3. 2x1 = −2, −x1 − x4 = −1 s řešeńım (−1, 0, 0, 2)>.
Bod nevyhovuje protože má jednu složku zápornou.

4. −x2 − x3 = −2, 2x2 = −1 s řešeńım
(
0,− 1

2 , 5
2 , 0, 0

)>.
Bod nevyhovuje protože má jednu složku zápornou.

5. −x2 = −2, 2x2 − x4 = −1 s řešeńım (0, 2, 0, 5)>.

6. −x3 = −2, −x4 = −1 s řešeńım (0, 0, 2, 1)>.

Daná množina má rozklad M = conv (ext (M)) + pos (extd (M)), přičemž

extd (M) =





1√
14




2
1
3
0


 ,

1√
14




1
2
0
3








, ext (M) =








1
0
4
0


 ,




0
2
0
5


 ,




0
0
2
1








. .

Ještě si uvědomme, jak vypadá ” dno“ této množiny

btt (M) = conv











1
0
4
0


 ,




0
0
2
1









 ∪ conv











0
2
0
5


 ,




0
0
2
1









 .

4

Krajńı body a krajńı směry množiny př́ıpustných řešeńı máme přesně popsány. Umı́me proto odhad-
nout jejich počet.

Lemma 1.28 Je-li x krajńım bodem M, pak card (P (x)) ≤ h (A) ≤ m, a je-li s krajńım směrem M, pak
card (P (s)) ≤ h (A) + 1 ≤ m + 1.

Množina M má nejvýše
(

n
h(A)

)
krajńıch bod̊u a nejvýše

(
n

h(A)+1

)
krajńıch směr̊u.
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Důkaz: Když je x krajńım bodem množiny př́ıpustných řešeńı, pak podle věty 1.19 jsou sloupce matice
A odpov́ıdaj́ıćı jeho kladným složkám nezávislé. Nemůže jich proto být v́ıce nežli je hodnost matice A.

Dále jde k těmto sloupc̊um vždy přidat daľśı sloupce matice A tak, že vzniklá matice má plnou sloupcovou
hodnost a ta je rovna hodnosti matice A. Řešeńı př́ıslušné rovnice je pak určeno jednoznačně a muśı j́ım
být zadaný krajńı bod x. Proto každé matici sestavené ze sloupc̊u matice A, která má plnou sloupcovou
hodnost rovnu hodnosti A, odpov́ıdá nejvýše jeden krajńı bod. Těchto matic je nejvýše

(
n

h(A)

)
a proto

ani krajńıch bod̊u nemůže být v́ıce.

Podobnou úvahou s využit́ım věty 1.21 zjist́ıme, že krajńıch směr̊u nemůže být v́ıce než
(

n
h(A)+1

)
.

Q.E.D.

Daľśım d̊usledkem je následuj́ıćı tvrzeńı o existenci př́ıpustného řešeńı úlohy LP ve standardńım tvaru.

Věta 1.29: Množina př́ıpustných řešeńı M je neprázdná tehdy a jen tehdy, existuje-li krajńı bod M.

Důkaz: Podle věty 1.26 v́ıme, že M = conv (ext (M)) + pos (extd (M)).
Pak krajńı body polyedru conv (ext (M)) se shoduj́ı s krajńımi body M.
Tud́ıž M je neprázdná tehdy a jen tehdy, když polyedr conv (ext (M)) je neprázdný a to je tehdy a jen
tehdy, když polyedr conv (ext (M)) má krajńı bod a to je tehdy a jen tehdy, když M má krajńı bod.

Q.E.D.

Definice 1.30 Krajńı bod M nazveme nedegenerovaný, má-li právě h (A) nenulových složek.
Úloha lineárńıho programováńı ve standardńım tvaru se nazývá nedegenerovaná, jestlǐze každý krajńı

bod jej́ı množiny př́ıpustných řešeńı je nedegenerovaný.

Př́ıklad 1.31: Množina

M =
{
x ∈ R2 : 2x1 + x2 ≥ 2, −3x1 + 2x2 ≤ 6, x1 + x2 ≤ 3, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

}

4

Věta 1.32: Úloha lineárńıho programováńı ve standardńım tvaru

min
{
c>x : Ax = b, x ≥ 0, x ∈ Rn

}
(1.19)

má optimálńı řešeńı tehdy a jen tehdy, když

i) M = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0} 6= ∅.
ii) c>y ≥ 0 pro každé y ∈ extd (M).

Má-li úloha (1.19) optimálńı řešeńı, pak se ho nabývá v krajńım bodě M.

Důkaz: Existence př́ıpustného řešeńı je nutnou podmı́nkou pro existenci optimálńıho řešeńı. Stač́ı tedy
diskutovat podmı́nku ii) za platnosti M 6= ∅.
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1. Necht’ podmı́nka ii) neplat́ı.

Pak najdeme y ∈ extd (M) takové, že splňuje c>y < 0.

K němu existuje m ∈ M tak, že m + αy ∈ M pro každé α ≥ 0.

Dále plat́ı

c>(m + αy) = c>m + αc>y → −∞ při α → +∞.

Tud́ıž úloha (1.19) nemá optimálńı řešeńı.

2. Necht’ plat́ı ii).

(a) Necht’ x ∈ M.
Podle věty 1.26 v́ıme, že M = conv (ext (M)) + pos (extd (M)).
Pak existuj́ı λ(z) ≥ 0, z ∈ ext (M) s vlastnost́ı

∑
z∈ext(M) λ(z) = 1

a ϕ(w) ≥ 0 pro w ∈ extd (M) tak, že

x =
∑

z∈ext(M)

λ(z)z +
∑

w∈extd(M)

ϕ(w)w.

Potom

c>x = c>


 ∑

z∈ext(M)

λ(z)z +
∑

w∈extd(M)

ϕ(w)w




=
∑

z∈ext(M)

λ(z)c>z +
∑

w∈extd(M)

ϕ(w)c>w

≥
∑

z∈ext(M)

λ(z)c>z ≥ min
{
c>z : z ∈ ext (M)

}
.

(b) Když z ∈ ext (M), pak z ∈ M.
Proto plat́ı

min
{
c>x : x ∈ M

} ≤ min
{
c>z : z ∈ ext (M)

}
.

Úloha (1.19) má optimálńı řešeńı a alespoň jedno z nich je krajńım bodem M.

Q.E.D.

Výsledky shrnuje následuj́ıćı věta.

Věta 1.33 (Základńı věta lineárńıho programováńı): Pro úlohu lineárńıho programováńı ve standardńım
tvaru, t.j. (1.19), nastává pouze jedna ze tř́ı možnost́ı:

a) M = ∅,
b) M 6= ∅ a inf

x∈M
c>x = −∞ (tj. M∗ = ∅),

c) M∗ 6= ∅.
Nav́ıc pak
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• je-li M 6= ∅, existuje krajńı bod M,

• je-li M∗ 6= ∅, existuje krajńı bod M, který je optimálńım řešeńım úlohy (1.19).

Př́ıklad 1.34: Úloha

min
{

x1 + x2 : 2x1 + x2 ≥ 3
2
, x1 + x2 ≥ 1, x ∈ R2, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

}

4

Věta 1.32 nám dává návod jak hledat optimálńı řešeńı úlohy (1.19). Použijeme zavedené značeńı a
označ́ıme M množinu všech př́ıpustných řešeńı úlohy (1.19)

Př́ımá metoda řešeńı úlohy LP

KROK 0: Nalezneme všechny krajńı body množiny M a jdeme na KROK 1.

KROK 1: Pokud neexistuje žádný krajńı bod množiny M, pak jdeme na END 1, jinak pokračujeme
na KROK 2.

KROK 2: Označ́ıme si x̂ ten krajńı bod množiny M, pro které nabývá účelová funkce úlohy (1.19)
minimálńı hodnotu. Jdeme na KROK 3.

KROK 3: Nalezneme všechny krajńı směry množiny M a jdeme na KROK 4.

KROK 4: Pokud je hodnota účelové funkce na všech krajńıch směrech množiny M nezáporná, pak
jdeme na END 3, jinak vybereme krajńı směr ŝ, pro nějž je hodnota účelové funkce záporná a
jdeme na END 2.

END 1: Úloha (1.19) nemá př́ıpustné řešeńı.

END 2: Úloha (1.19) má př́ıpustné řešeńı, ale nemá optimálńı řešeńı, protože účelová funkce ve směru
ŝ klesá na množině př́ıpustných řešeńı pode všechny meze.

END 3: x̂ je optimálńı řešeńı úlohy (1.19).

♦

Př́ıklad 1.35: Př́ımou metodou vyřeš́ıme úlohu

min
{
3x1 − x2 : 2x1 − x2 − x3 = −2, −x1 + 2x2 − x4 = −1, x ∈ R4, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0

}
.

Podle př́ıkladu 1.27 v́ıme, že M = conv (ext (M)) + pos (extd (M)), přičemž

extd (M) =





1√
14




2
1
3
0


 ,

1√
14




1
2
0
3








, ext (M) =








1
0
4
0


 ,




0
2
0
5


 ,




0
0
2
1








.

Účelová funkce má na ext (M) hodnoty 3, −2, 0 a na extd (M) hodnoty 5√
14

a 1√
14

. Podle věty 1.32

má úloha optimálńı řešeńı v bodě (0, 2, 0, 5)> a optimálńı hodnota je −2.

4
Př́ımá metoda je numericky sch̊udná jen pro velice malé úlohy. Pro nalezeńı optimálńıho řešeńı úlohy

(1.19) se nejčastěji použ́ıvá simplexová metoda, která je vlastně Gauss̊uv eliminačńı algoritmus pro řešeńı
soustavy rovnic Ax = b doplněný pravidlem pro zachováńı nezápornosti řešeńı a pravidlem, které dbá na
to, aby hodnoty účelové funkce klesaly. S touto metodou se seznámı́me v kapitole 1.7.
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1.5 Princip duality v lineárńım programováńı

V této kapitole se budeme zabývat dvojićı duálńıch úloh lineárńıho programováńı

min
{
c>x : AI1×Jx ≥ bI1 , AI2×Jx ≤ bI2 , AI3×Jx = bI3 , xJ1 ≥ 0, xJ2 ≤ 0, x ∈ RJ3

}
, (1.20)

max
{

b>y : (AI×J1)
>

y ≤ cJ1 , (AI×J2)
>

y ≥ cJ2 , (AI×J3)
>

y = cJ3 , yI1 ≥ 0, yI2 ≤ 0, y ∈ RI3

}
,

(1.21)

kde c ∈ RJ , b ∈ RI , A ∈ RI×J , card (I) = m, I1, I2, I3 ⊂ I jsou disjunktńı a I1∪I2∪I3 = I, card (J) = n,
J1, J2, J3 ⊂ J jsou disjunktńı a J1 ∪ J2 ∪ J3 = J .

Povšimněme si, že k zadané úloze lineárńıho programováńı je jednoznačně přǐrazena úloha, která s ńı
tvoř́ı dvojici duálńıch úloh. Toto však neńı jediný vztah mezi těmito dvěma úlohami. Daleko d̊uležitěǰśı
je, že vyřešeńım jedné z nich, nalezneme také řešeńı druhé úlohy z tohoto páru. Na této vlastnosti je
založena simplexová metoda, která umožňuje efektivńı numerické řešeńı úloh lineárńıho programováńı.
Každá z těchto úloh také vypov́ıdá o stabilitě optimálńıho řešeńı druhé úlohy.

Vlastnosti a teorie dvojice duálńıch úloh lineárńıho programováńı je součást́ı a speciálńım př́ıpadem
teorie Lagrangeovy duality. Souviśı také s pojmem adjungovaná funkce a teoríı Fenchelovy duality. Tato
teorie však překračuje rámec této přednášky. Zv́ıdavého čtenáře odkazujeme na monografii [6], kde jsou
oba dualizačńı postupy vysvětleny. Při odvozováńı a vysvětlováńı duality v lineárńım programováńı
vystač́ıme s př́ımými výpočty.

Vı́me již, že lze jeden typ úloh lineárńıho programováńı ekvivalentně převádět na jiný typ úloh.
Neńı proto potřeba při odvozováńı vztah̊u a vlastnost́ı uvažovat obecnou dvojici duálńıch úloh (1.20)
a (1.21). Stač́ı vlastnost ukázat pro jeden typ duálńı dvojice a pak ji pomoćı povolených transformaćı
převést, přeložit pro obecnou duálńı dvojici. Vlastnosti, které budeme studovat, jsou nav́ıc povolenými
transformacemi zachovávány. Věty budeme proto formulovat obecně, ale d̊ukazy budeme provádět pouze
pro dvojici symetrických duálńıch úloh

min
{
c>x : Ax ≥ b, x ≥ 0, x ∈ RJ

}
, (1.22)

max
{
b>y : A>y ≤ c, y ≥ 0, y ∈ RI

}
. (1.23)

Definice 1.36 V této kapitole budeme označovat:

M :=
{
x ∈ RJ : AI1×Jx ≥ bI1 , AI2×Jx ≤ bI2 , AI3×Jx = bI3 , xJ1 ≥ 0, xJ2 ≤ 0

}
, (1.24)

N :=
{

y ∈ RI : (AI×J1)
>

y ≤ cJ1 , (AI×J2)
>

y ≥ cJ2 , (AI×J3)
>

y = cJ3 , yI1 ≥ 0, yI2 ≤ 0
}

,

(1.25)
γ∗ := inf

{
c>x : x ∈ M

}
, (1.26)

δ∗ := sup
{
b>y : y ∈ N

}
, (1.27)

M∗ :=
{
x ∈ M : c>x = γ∗

}
, (1.28)

N∗ :=
{
y ∈ N : b>y = δ∗

}
, (1.29)

(1.30)

Věta 1.37 (o slabé dualitě): Pro dvojici duálńıch úloh (1.20), (1.21) a jejich př́ıpustná řešeńı x ∈ M a
y ∈ N plat́ı c>x ≥ b>y.

Přičemž rovnost nastává pouze tehdy, když jsou splněny podmı́nky komplementarity

∀j ∈ J : bud’ (A>y − c)j = 0 nebo xj = 0, (1.31)
∀i ∈ I : bud’ (Ax− b)i = 0 nebo yi = 0. (1.32)
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Důkaz: Tvrzeńı věty stač́ı dokázat pro dvojici symetrických duálńıch úloh (1.22), (1.23).
Pro x ∈ M a y ∈ N plat́ı

c>x ≥ y>Ax = x>A>y ≥ b>y.

Rovnost nastává pouze pokud plat́ı podmı́nky (1.31) a (1.32).

Q.E.D.

Věta 1.38 (o dualitě): Když M 6= ∅ a N 6= ∅, pak maj́ı obě úlohy (1.20) i (1.21) optimálńı řešeńı.

Důkaz: Tvrzeńı věty stač́ı dokázat pro dvojici symetrických duálńıch úloh (1.22), (1.23).
Když maj́ı obě úlohy př́ıpustné řešeńı, pak vzhledem k větě 1.37 jsou jejich účelové funkce omezené na
př́ıslušných množinách př́ıpustných řešeńı.
Pak úloha

min
{
c>x : Ax− v = b, x ≥ 0, v ≥ 0, x ∈ Rn, v ∈ Rm

}
(1.33)

má účelovou funkci zdola omezenou na své množině př́ıpustných řešeńı, která je neprázdná. Podle věty
1.15 existuje (x̂, v̂) optimálńı řešeńı (1.33). Pak x̂ je optimálńı řešeńı (1.22).
Dále také úloha

min
{−b>y : A>y + u = c, y ≥ 0, u ≥ 0, y ∈ Rm, u ∈ Rn

}
(1.34)

má účelovou funkci zdola omezenou na své množině př́ıpustných řešeńı, která je neprázdná. Podle věty
1.15 existuje (ŷ, û) optimálńı řešeńı (1.34). Pak ŷ je optimálńı řešeńı (1.23).

Q.E.D.

Věta 1.39 (o silné dualitě): Úloha (1.20) má optimálńı řešeńı tehdy a jen tehdy, když úloha (1.21) má
optimálńı řešeńı.

Pokud jedna z těchto úloh má optimálńı řešeńı, pak plat́ı rovnost γ∗ = δ∗.

Důkaz: Tvrzeńı věty stač́ı dokázat pro dvojici symetrických duálńıch úloh (1.22), (1.23). Stač́ı se zabývat
pouze př́ıpadem, kdy existuje optimálńı řešeńı úlohy (1.22). Druhý př́ıpad by se ukázal analogicky.

Předpokládejme, že úloha (1.22) má optimálńı řešeńı.
Naš́ım ćılem je ukázat neprázdnost množiny

{
y : A>y ≤ c, b>y ≥ γ∗, y ≥ 0, y ∈ Rm

}
. (1.35)

To je ekvivalentńı s t́ım ukázat neprázdnost množiny
{
(y, u, w) : A>y + u = c, b>y − w = γ∗, y ≥ 0, u ≥ 0, w ≥ 0, y ∈ Rm, u ∈ Rn, w ∈ R}

. (1.36)

Podle Farkasovy věty, tj. věty 1.11, je to ekvivalentńı se splněńım podmı́nky

∀ µ ∈ Rn, ν ∈ R :
(

A> I 0
b> 0 −1

)>(
µ
ν

)
≥ 0 muśı být

(
c> γ∗

) (
µ
ν

)
≥ 0. (1.37)

Po rozepsáńı dostaneme podmı́nku

∀ µ ∈ Rn, ν ∈ R : Aµ + νb ≥ 0, µ ≥ 0, −ν ≥ 0 muśı být c>µ + γ∗ν ≥ 0. (1.38)

Muśıme tedy ověřit podmı́nku (1.38).
Vezměme proto µ ∈ Rn a ν ∈ R takové, že Aµ + νb ≥ 0, µ ≥ 0, −ν ≥ 0.
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1. Necht’ ν = 0.

Pak Aµ ≥ 0, µ ≥ 0. Tud́ıž µ ∈ direct (M). Úloha (1.22) má optimálńı řešeńı a tak podle věty 1.32
plat́ı c>µ ≥ 0. Což je v tomto př́ıpadě c>µ + γ∗ν ≥ 0.

2. Necht’ ν < 0.

Pak Aµ + νb ≥ 0, µ ≥ 0, nebo-li A µ
|ν| ≥ b, µ ≥ 0. To znamená, že µ

|ν| ∈ M.

Úloha (1.22) má optimálńı řešeńı a γ∗ je jej́ı optimálńı hodnota.

Proto c> µ
|ν| ≥ γ∗. Odtud c>µ− γ∗|ν| = c>µ + γ∗ν ≥ 0.

Podle věty 1.11 je množina (1.36) neprázdná. Proto také (1.35) je neprázdná.
T́ım jsme ukázali, že úloha (1.23) má optimálńı řešeńı a γ∗ = δ∗.

Q.E.D.

Věta 1.40 (o komplementaritě): Necht’ x ∈ M a y ∈ N. Pak x je optimálńı řešeńı úlohy (1.20) a y je
optimálńı řešeńı úlohy (1.21) tehdy a jen tehdy, splňuj́ı-li podmı́nky komplementarity (1.31), (1.32).

Důkaz: Pokud x ∈ M a y ∈ N, pak věta 1.37 ř́ıká, že splněńı podmı́nek komplementarity (1.31), (1.32)
je nutné a postačuj́ıćı k tomu, aby x ∈ M∗ a y ∈ N∗.
Nemuśıme tedy nic nového dokazovat.

Q.E.D.

Shrňme zjǐstěná fakta do jedné věty.

Věta 1.41: Pro danou dvojici duálńıch úloh (1.20), (1.21) nastává právě jedna ze čtyř možnost́ı:

1. M = ∅, N = ∅, γ∗ = +∞, δ∗ = −∞, tj. ani jedna z úloh (1.20), (1.21) nemá př́ıpustné řešeńı.

2. M 6= ∅, M∗ = ∅, N = ∅, γ∗ = δ∗ = −∞, tj. úloha (1.20) má př́ıpustné řešeńı, ale nemá optimálńı
řešeńı, a úloha (1.21) nemá př́ıpustné řešeńı.

3. M = ∅, N 6= ∅, N∗ = ∅, γ∗ = δ∗ = +∞, tj. úloha (1.20) nemá př́ıpustné řešeńı a úloha (1.21) má
př́ıpustné řešeńı, ale nemá optimálńı řešeńı.

4. M 6= ∅, M∗ 6= ∅, N 6= ∅, M∗ 6= ∅, γ∗ = δ∗ ∈ R, tj. obě úlohy (1.20), (1.21) maj́ı optimálńı řešeńı
a jejich optimálńı hodnoty jsou si rovny. Nav́ıc, když x̂ ∈ M∗ a ŷ ∈ N∗, pak splňuj́ı podmı́nky
komplementarity (1.31), (1.32).

Důkaz: Věta pouze shrnuje tvrzeńı vět 1.37, 1.38, 1.39, 1.40.

Q.E.D.

Př́ıklad 1.42: Uvažujme dvojici symetrických duálńıch úloh

minimalizovat x1 + x2,
x1 + x2 ≥ 1,
2x1 + x2 ≥ 3

2 ,
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

(1.39)

maximalizovat y1 + 3
2y2,

y1 + 2y2 ≤ 1,
y1 + y2 ≤ 1,
y1 ≥ 0, y2 ≥ 0.

(1.40)
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Vyřešme graficky úlohu (1.40). Optimálńım řešeńım je ŷ1 = 1, ŷ2 = 0 a optimálńı hodnota účelové funkce
je rovna 1. Úloha (1.40) je tedy degenerovaná.

Pro vyřešeńı úlohy (1.39) využijeme komplementarity.

4

K obecné úloze lineárńıho programováńı je jednoznačně přǐrazena úloha, která s ńı tvoř́ı dvojici
duálńıch úloh. Sestaveńı př́ıslušné úlohy lze dělat zcela mechanicky. Vhodnou pomůckou k tomu může
být sestaveńı ” tabulky“, jak je ukázáno v následuj́ıćım př́ıkladě.

Př́ıklad 1.43: K dané úloze lineárńıho programováńı můžeme přǐradit př́ıslušnou úlohu do duálńı dvojice
pomoćı tabulky. Uvažujme úlohu

minimalizovat 2x1 − x2 + 3x3,
3x1 + 6x2 − x3 ≥ 4,
2x1 − 3x2 + 2x3 ≤ 3,
x1 − 2x2 + 4x3 = 2,
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ∈ R.

(1.41)

Sestav́ıme tabulku

x1 x2 x3

≥ 0 ≥ 0 ∈ R
3 6 −1 ≥ 4
2 −3 2 ≤ 3
1 −2 4 = 2

max
2 −1 3 min

Do řádk̊u omezeńı přidáme duálńı proměnné a pomoćı pravidla, že při ” min“ převád́ıme ≥ ↔ ≥,
≤ ↔ ≤, = ↔ ∈ R, a při ” max“ převád́ıme ≤ ↔ ≥, ≥ ↔ ≤, ∈ R ↔ =, tabulku doplńıme

x1 x2 x3

≥ 0 ≥ 0 ∈ R
y1 ≥ 0 3 6 −1 ≥ 4
y2 ≤ 0 2 −3 2 ≤ 3
y3 ∈ R 1 −2 4 = 2

≤ ≤ = max
2 −1 3 min

Čteme-li tabulku po sloupćıch dostáváme úlohu

maximalizovat 4y1 + 3y2 + 2y3,
3y1 + 2y2 + y3 ≤ 2,
6y1 − 3y2 − 2y3 ≤ −1,
−y1 + 2y2 + 4y3 = 3,
y1 ≥ 0, y2 ≥ 0, y3 ∈ R.

(1.42)

která je duálńı úlohou k úloze (1.41).

4
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1.6 Ekonomická interpretace duality

Dvojici duálńıch úloh lze sestavit na základě ekonomické úvahy. Maj́ı přirozenou ekonomickou interpretaci.
Ukažme si to na př́ıkladech, které přej́ımáme z [3], kapitola 3.7.

1.6.1 Dopravńı problém

Uvažujme uvolněný dopravńı problém

minimalizovat
∑n

i=1

∑m
j=1 ci,jxi,j

za podmı́nek
∑m

j=1 xi,j ≤ ai ∀ i = 1, . . . , n,
∑n

i=1 xi,j ≥ bj ∀ j = 1, . . . , m,

xi,j ≥ 0 ∀ i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m,

(1.43)

kde pro množstv́ı ai disponibilńıho zbož́ı v mı́stech i a pro množstv́ı bj požadovaná v mı́stech j plat́ı

ai ≥ 0 pro každé i = 1, . . . , n,

bj ≥ 0 pro každé j = 1, . . . , m,
n∑

i=1

ai ≥
m∑

j=1

bj .

Připomeňme ještě, že při standardńı interpretaci vyjadřuj́ı č́ısla ci,j náklady na dopravu jednotkového
množstv́ı zbož́ı z mı́sta i do mı́sta j. Každé př́ıpustné řešeńı xi,j , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m reprezentuje
přepravńı plán o celkových nákladech

∑n
i=1

∑m
j=1 ci,jxi,j ; dále kapitola 4.

V úloze máme dvě skupiny omezeńı. Označ́ıme duálńı proměnné odpov́ıdaj́ıćı podmı́nkám prvńı sku-
piny ui a duálńı proměnné odpov́ıdaj́ıćı podmı́nkám druhé skupiny vj . Źıskáme tak duálńı úlohu ve
tvaru

maximalizovat
n∑

i=1

aiui +
m∑

j=1

bjvj

za podmı́nek ui + vj ≤ ci,j ∀ i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m,

ui ≤ 0 ∀ i = 1, . . . , n,

vj ≥ 0 ∀ j = 1, . . . , m.

(1.44)

Náklady ci,j představuj́ı finančńı prostředky a tak je přirozené interpretovat ui a vj také jako finančńı
prostředky.

Uvažujme dvě organizace, pojmenujme je Dopravce a Zprostředkovatel. Dopravce má za úkol přepravu
zrealizovat. Dopravce dostane od Zprostředkovatele následuj́ıćı nab́ıdku: ” Odkouṕıme od vás zbož́ı v
mı́stech i za cenu −ui a v mı́stech j vám je za cenu vj prodáme zpět. “

Je zřejmé, že takovouto nab́ıdku by měl Dopravce přijmout, nebot’ podle slabé věty o dualitě plat́ı

n∑

i=1

aiui +
m∑

j=1

bjvj ≤
n∑

i=1

m∑

j=1

ci,jxi,j .

To znamená, že Dopravce zaplat́ı Zprostředkovateli nejvýše tolik, kolik by ho stála vlastńı doprava.
Ćılem Dopravce je uskutečnit rozvoz komodity při co nejnižš́ıch nákladech. Ćılem Zprostředkovatele

je nab́ıdnout zprostředkováńı rozvozu za co nejvyšš́ı cenu. Oba jsou samozřejmě svázáni podmı́nkami
zadáńı. Úvahu konč́ıme zjǐstěńım, že Dopravce řeš́ı úlohu (1.43) a Zprostředkovatel řeš́ı úlohu (1.44).
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1.6.2 Směšovaćı problém

Uvažujme směšovaćı problém sestaveńı krmné směsi se zadaným minimálńım obsahem živin

minimalizovat
∑n

i=1 cixi

za podmı́nek
∑n

i=1 Aj,ixi ≥ bj ∀ j = 1, . . . , m,

xi ≥ 0 ∀ i = 1, . . . , n,

(1.45)

kde

• Aj,i znač́ı množstv́ı j-té živiny v jednotkovém množstv́ı i-té krmné suroviny,

• bj znač́ı minimálńı obsah j-té živiny v sestavené krmné směsi,

• ci znač́ı cenu jednotkového množstv́ı i-té krmné suroviny.

Představme si, že kromě surovin je možné na trhu kupovat př́ımo jednotlivé živiny. Jak ale optimálně sta-
novit ceny živin na trhu, aby dodavatel živin mohl úspěšně konkurovat dodavatel̊um surovin? Uváž́ıme-li,
že v jedné jednotce i-té krmné suroviny dodávané za cenu ci jsou jednotlivé živiny obsaženy v množstv́ıch
A1,i, A2,i,. . . , Am,i, je rozumné stanovit ceny y1, y2, . . . , ym tak, aby

y1A1,i + y2A2,i + . . . + ymAm,i ≤ ci.

Živiny jsou zapotřeb́ı alespoň v množstv́ıch b1, b2, . . . , bm. Při uvedených cenách dodavatel živin źıská
alespoň částku

y1b1 + y2b2 + . . . + ymbm.

Dodavatel živin tedy řeš́ı úlohu

maximalizovat
m∑

j=1

bjyj

za podmı́nek
m∑

j=1

Aj,iyj ≤ ci ∀ i = 1, . . . , n,

yj ≥ 0 ∀ j = 1, . . . , m.

(1.46)

Úloha (1.46), kterou řeš́ı prodejce živin je duálńı k úloze (1.45).

1.6.3 Stabilita úlohy LP

Označme si

γ (b, c) =
= min

{
c>x : AI1×Jx ≥ bI1 , AI2×Jx ≤ bI2 , AI3×Jx = bI3 , xJ1 ≥ 0, xJ2 ≤ 0, x ∈ RJ

}
, (1.47)

δ (b, c) =

max
{

b>y : (AI×J1)
>

y ≤ cJ1 , (AI×J2)
>

y ≥ cJ2 , (AI×J3)
>

y = cJ3 , yI1 ≥ 0, yI2 ≤ 0, y ∈ RI
}

.

(1.48)

Množiny př́ıpustných řešeńı označ́ıme po řadě M (b), N (c) a množiny optimálńıch řešeńı M∗ (b, c),
N∗ (b, c). Dále

M =
{
b ∈ RI : M (b) 6= ∅} , (1.49)

N =
{
c ∈ RJ : N (c) 6= ∅} . (1.50)
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Tvrzeńı 1.44 Pro optimálńı hodnoty dvojice duálńıch úloh (1.47), (1.48) plat́ı

1. Pro c ∈ N je γ (•, c) = δ (•, c) a jde o funkci konvexńı.

2. Pro b ∈M je γ (b, •) = δ (b, •) a jde o funkci konkávńı.

3. Když b 6∈ M, c 6∈ N , pak γ (b, c) = +∞ a δ (b, c) = −∞.

Tvrzeńı 1.45 Pro dvojici duálńıch úloh (1.47), (1.48) plat́ı následuj́ıćı odhady

1. Pro b ∈M, c ∈ N a ŷ ∈ N∗ (b, c) plat́ı:

γ (b + ∆, c) = δ (b + ∆, c) ≥ b>ŷ + ∆>ŷ ∀∆ ∈ RI .

2. Pro b ∈M, ∆ ∈ RI , takové, že b + ∆ ∈M, c ∈ N a ŷ ∈ N∗ (b, c), ẑ ∈ N∗ (b + ∆, c) plat́ı:

γ (b + λ∆, c) = δ (b + λ∆, c) ≤ b>ŷ + λ∆>ẑ ∀λ ∈ [0, 1].

3. Pro b ∈M, c ∈ N a x̂ ∈ M∗ (b, c) plat́ı:

γ (b, c + ∆) = δ (b, c + ∆) ≤ c>x̂ + ∆>x̂ ∀∆ ∈ RJ .

4. Pro b ∈M, c ∈ N , ∆ ∈ RJ , takové, že c + ∆ ∈ N a x̂ ∈ M∗ (b, c), ẑ ∈ M∗ (b, c + ∆) plat́ı:

γ (b, c + λ∆) = δ (b, c + λ∆) ≥ c>x̂ + λ∆>ẑ ∀λ ∈ [0, 1].

1.6.4 Dualita a Farkasova věta

Dualita úloh lineárńıho programováńı a Farkasova věta jsou ekvivalentńı. V tomto textu jsme postupovali
tak, že jsme nejdř́ıve dokázali Farkasovu větu a s jej́ı pomoćı pak dualitu. Chceme-li z platnosti duality
ukázat Farkasovu větu je třeba si uvědomit následuj́ıćı řetězec ekvivalenćı.

Př́ıklad 1.46: Uvědomme si, že následuj́ıćı úlohy jsou ekvivalentńı:

• Existuje nezáporné řešeńı úlohy Ax = b.

• Úloha min
{
0>x : Ax = b, x ≥ 0

}
má optimálńı řešeńı.

• Úloha max
{
0>x : Ax = b, x ≥ 0

}
má optimálńı řešeńı.

Zapojeńım Farkasovy věty a duality tyto úlohy doplńıme ještě o daľśı tři úlohy, které jsou s nimi ekviva-
lentńı:

• Pro všechna y ∈ Rm splňuj́ıćı A>y ≥ 0 muśı být b>y ≥ 0.

• Úloha max
{
b>y : A>y ≤ 0, y ∈ Rm

}
má optimálńı řešeńı.

• Úloha min
{
b>y : A>y ≥ 0, y ∈ Rm

}
má optimálńı řešeńı.

4
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1.7 Simplexová metoda

V této kapitole se seznámı́me s algoritmy, které umožňuj́ı vyřešit danou úlohu lineárńıho programováńı.
Obecnou úlohu lineárńıho programováńı muśıme nejdř́ıve přetransformovat do standardńıho tvaru

min
{
c>x : Ax = b, x ≥ 0, x ∈ RJ

}
, (1.51)

kde c ∈ RJ , A ∈ RI×J , b ∈ RI .

Nav́ıc požadujeme, aby matice A měla plnou řádkovou hodnost; tj. h (A) = card (I). (1.52)

Vı́me, že obecnou úlohu lineárńıho programováńı lze převést na tvar (1.51). Pak jsou dvě možnosti.

• Když h (A|b) = h (A), pak lze vynecháńım vhodných řádk̊u úlohu převést na tvar (1.51), který
splňuje (1.52).

• Když h (A|b) > h (A), pak uvažovaná úloha nemá př́ıpustné řešeńı.

K úloze (1.51) př́ısluš́ı duálńı úloha

max
{
b>y : A>y ≤ c, y ∈ RI

}
. (1.53)

Zavedeme následuj́ıćı terminologii.

Definice 1.47 Necht’ úloha (1.51) splňuje (1.52) a L ⊂ J .

i) L se nazývá báze úlohy (1.51), jestlǐze matice AI×L je regulárńı.

ii) Když L je báze, pak vektor x (L) ∈ RJ splňuj́ıćı N (x (L)) = J \ L, AI×Lx (L)L = b nazveme
bazické primárńı řešeńı (úlohy (1.51) př́ıslušné bázi L).

iii) Když L je báze a x (L) je př́ıpustným řešeńım úlohy (1.51), tj. x (L) ≥ 0, pak ř́ıkáme, že L je
primárně př́ıpustná báze.

iv) Když L je báze a x (L) je optimálńım řešeńım úlohy (1.51), pak ř́ıkáme, že L je optimálńı báze.

v) Když L je báze, pak vektor y (L) ∈ RI splňuj́ıćı A>I×Ly (L) = cL nazveme bazické duálńı řešeńı
(úlohy (1.51) př́ıslušné bázi L).

vi) Když L je báze a y (L) je př́ıpustným řešeńım úlohy (1.53), tj. A>y (L) ≤ c, pak ř́ıkáme, že L je
duálně př́ıpustná báze.

Uvědomme si, že báze L jednoznačně určuje, jak bazické primárńı řešeńı x (L), tak i bazické duálńı
řešeńı y (L). Je tomu tak proto, že obě jsou řešeńım soustavy rovnic s regulárńı matićı soustavy.

Lemma 1.48 Necht’ úloha (1.51) splňuje (1.52) a x ∈ RJ . Pak x je krajńım řešeńım úlohy (1.51) tehdy
a jen tehdy, existuje-li L primárně př́ıpustná báze úlohy (1.51) taková, že x = x (L).

Důkaz:

1. Necht’ x je krajńım řešeńım úlohy (1.51).
Pak matice AI×P(x) má plnou sloupcovou hodnost a AI×P(x)xP(x) = b.
Matice A má plnou řádkovou hodnost a tak lze nalézt L ⊃ P (x) tak, že matice AI×L je regulárńı.
Pak L je báze úlohy (1.51) a plat́ı AI×LxL = b, AI×Lx (L)L = b.
Odtud x = x (L), protože AI×L je regulárńı a oba vektory maj́ı složky s indexy mimo bázi L nulové.
Tud́ıž L je primárně př́ıpustná báze a x = x (L).
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2. Necht’ L je primárně př́ıpustná báze.
Pak x (L) je př́ıpustné řešeńı úlohy (1.51) a matice AI×P(x(L)) má plnou sloupcovou hodnost.
Jinými slovy, x (L) je krajńım bodem úlohy (1.51).

Q.E.D.

Věta 1.49: Když L je báze úlohy (1.51), která je primárně i duálně př́ıpustná, pak x (L) je optimálńım
řešeńım úlohy (1.51) a y (L) je optimálńım řešeńım úlohy (1.53).

Důkaz: Vı́me, že x (L) je př́ıpustným řešeńım úlohy (1.51) a y (L) je př́ıpustným řešeńım úlohy (1.53).
Vektory x (L), y (L) splňuj́ı podmı́nku komplementarity.
Odtud, x (L) je optimálńım řešeńım úlohy (1.51) a y (L) je optimálńım řešeńım úlohy (1.53).

Q.E.D.

Věta 1.50: Necht’ úloha (1.51) splňuje (1.52) a je nedegenerovaná. Pak je následuj́ıćı ekvivalentńı:

i) Úloha (1.51) má optimálńı řešeńı.

ii) Existuje optimálńı báze úlohy (1.51).

iii) Existuje báze úlohy (1.51), která je primárně i duálně př́ıpustná.

Důkaz:

1. Když má úloha (1.51) optimálńı řešeńı, pak podle věty 1.32 existuje krajńı bod x̂ ∈ M, který je
optimálńım řešeńım úlohy (1.51).
Úloha (1.51) je nedegenerovaná a tak je matice AI×P(x̂) regulárńı.
Pak L = P (x̂) je báze úlohy (1.51) a x (L) = x̂.
Tud́ıž L je optimálńı báze úlohy (1.51).

2. Necht’ L je optimálńı báze úlohy (1.51).
Pak x (L) je optimálńım řešeńım úlohy (1.51).
Podle věty 1.41 má také úloha (1.53) optimálńı řešeńı ŷ ∈ N a pro optimálńı řešeńı jsou splněny
podmı́nky komplementarity (1.31), (1.32).
Úloha (1.51) je nedegenerovaná a tak x (L)L > 0.
Tud́ıž z podmı́nky (1.31) dostáváme, že (AI×L)> ŷ = cL.
L je báze a tak řešeńı této soustavy je jednoznačně určeno. Je j́ım př́ıslušné bazické duálńı řešeńı.
To znamená ŷ = y (L) a báze L je primárně i duálně př́ıpustná.

3. Necht’ L je primárně i duálně př́ıpustná báze úlohy (1.51).
Pak x (L) je př́ıpustným řešeńım úlohy (1.51) a y (L) je př́ıpustným řešeńım úlohy (1.53).
Podle věty 1.32 má úloha (1.51) optimálńı řešeńı.

Q.E.D.
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1.7.1 Simplexová metoda

Předchoźı pozorováńı nám umožňuje numericky vyřešit zadanou úlohu lineárńıho programováńı (1.51).
Hlavńı myšlenky tohoto postupu pojmenujeme jako simplexová metoda:

1. Nalezeńı primárně př́ıpustného bazického řešeńı.

2. Postupně po hranách množiny př́ıpustných řešeńı přecháźıme od jednoho primárně př́ıpustného
bazického řešeńı k druhému. Postupujeme tak, aby hodnota účelové funkce klesala.

3. Postup se po konečně kroćıch zastav́ı s primárně př́ıpustným bazickým řešeńım, jehož báze je
zároveň duálně př́ıpustná. Nalezli jsme tedy optimálńı bazické řešeńı úlohy (1.51).

Nebo duálně:

1. Nalezeńı duálně př́ıpustného bazického řešeńı.

2. Postupně po hranách množiny př́ıpustných řešeńı duálńı úlohy přecháźıme od jednoho primárně
př́ıpustného bazického řešeńı k druhému. Postupujeme tak, aby hodnota účelové funkce duálńı
úlohy vzr̊ustala.

3. Postup se po konečně kroćıch zastav́ı s duálně př́ıpustným bazickým řešeńım, jehož báze je zároveň
primárně př́ıpustná. Nalezli jsme tedy optimálńı bazické řešeńı úlohy (1.51).

Nyńı konkretizujme uvedený postup:

Simplexový algoritmus

KROK 0: Najdeme L0 ⊂ J primárně př́ıpustnou bázi úlohy (1.51) a jdeme na KROK 1. Pokud žádná
primárně př́ıpustná báze úlohy (1.51) neexistuje, pak jdeme na END 1.

KROK 1: Mějme primárně př́ıpustnou bázi Lt ⊂ J .
Spočteme δ> = (cLt)

> (AI×Lt)
−1A− c> ∈ RJ .

Když δ ≤ 0, pak jdi na END 2, jinak jdi na KROK 2.

KROK 2: Najdeme index j ∈ J takový, že δj > 0, a spočteme vektor ρ = (AI×Lt)
−1AI×{j}.

Když ρ ≤ 0, pak přejdeme na END 3, jinak pokroč́ıme na KROK 3.

KROK 3: Najdeme index i ∈ Lt, ρi > 0 takový, aby

x (Lt)i

ρi
= min

{
x (Lt)u

ρu
: ρu > 0, u ∈ Lt

}
. (1.54)

Provedeme změnu báze Lt+1 = Lt ∪ {j} \ {i}. Pak je Lt+1 primárně př́ıpustná báze.
Zvýš́ıme t := t + 1 a přejdeme na KROK 1.

END 1: Úloha (1.51) nemá žádné př́ıpustné řešeńı.

END 2: Vektor x (Lt) je optimálńım řešeńım úlohy (1.51) a y (Lt) je optimálńım řešeńım úlohy (1.53).

END 3: Účelová funkce úlohy (1.51) neomezeně klesá na polopř́ımce x (Lt) + t∆, t ≥ 0, kde

∆u = −ρu pro u ∈ Lt,
= 1 pro u = j,
= 0 pro u ∈ J \ (Lt ∪ {j}).

.
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♦

Věta 1.51: Když je úloha (1.51) nedegenerovaná, pak se simplexový algoritmus po konečně kroćıch za-
stav́ı. Bud’ zjist́ı, že úloha (1.51) nemá př́ıpustné řešeńı, nebo najde optimálńı bázi úlohy (1.51), př́ıpadně
nalezne směr v kterém účelová funkce úlohy (1.51) neomezeně klesá.

Důkaz: Abychom dokázali konečnost simplexového algoritmu, muśıme proj́ıt jednotlivé jeho kroky.

1. Podle vět 1.26, 1.19 a lemmatu 1.48 v́ıme, že úloha (1.51) má př́ıpustné řešeńı tehdy a jen tehdy
existuje-li primárně př́ıpustná báze úlohy (1.51).
Proto když neexistuje primárně př́ıpustná báze, pak KROK 0 konč́ı zjǐstěńım, že úloha (1.51)
nemá žádné př́ıpustné řešeńı.

2. V KROK 1 se rozhodujeme podle rozhodovaćıho řádku δ.
Když δ ≤ 0, pak podle definice je Lt duálně př́ıpustná báze. Vı́me, že Lt je také primárně př́ıpustná
báze.
Podle věty 1.50 jsme našli optimálńı bázi úlohy (1.51) a t́ım pádem x (Lt) je optimálńım řešeńım
úlohy (1.51).

3. V KROK 2 je již vybráno j ∈ J takové, že δj > 0, a ρ = (AI×Lt)
−1AI×{j}.

Zaved’me vektor ∆ ∈ Rn předpisem

∆u = −ρu pro u ∈ Lt,
= 1 pro u = j,
= 0 pro u ∈ J \ (Lt ∪ {j}).

Pro t ≥ 0 označme ξ(t) = x (Lt) + t∆.

Když ρ ≤ 0, pak dosazeńım zjist́ıme, že pro každé t ≥ 0 je splněno

ξ(t) ≥ 0,

A ξ(t) = Ax (Lt)− tAI×Ltρ + tAI×{j}
= b− tAI×Lt(AI×Lt)

−1AI×{j} + tAI×{j} = b,

c>ξ(t) = c>x (Lt)− tc>Lt
ρ + tcj = c>x (Lt)− tc>Lt

(AI×Lt)
−1AI×{j} + tcj

= c>x (Lt)− tδj .

To znamená, že polopř́ımka {ξ(t) : t ≥ 0} lež́ı celá v množině př́ıpustných řešeńı úlohy (1.51) a
účelová funkce na ńı neomezeně klesá.

Ověřili jsme, že pro ρ ≤ 0 nastává situace popsaná v END 3.

4. V KROK 3 je již vybráno j ∈ J a i ∈ Lt takové, že δj > 0, ρi > 0 a je splněna podmı́nka (1.54).
Označ́ıme Lt+1 = Lt ∪ {j} \ {i}.
Matice AI×Lt+1 je regulárńı nebot’ matice W = (AI×Lt)

−1AI×Lt+1 je regulárńı. K tomu si stač́ı
uvědomit, že

W ∈ RLt×Lt+1 , WLt×(Lt+1∩Lt) = ILt×(Lt+1∩Lt) a WLt×{j} = ρ.

Jedná se tedy o jednotkovou matici v ńıž je i-tý sloupec nahrazen sloupcem ρ. Matice je proto
regulárńı, jelikož Wi,j = ρi > 0. Tud́ıž Lt+1 je báze.
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Z konstrukce v́ıme, že pro každé 0 ≤ t ≤ x(Lt)i

ρi
je splněno

ξ(t) ≥ 0,

A ξ(t) = b,

c>ξ(t) = c>x (Lt)− tδj .

Nav́ıc plat́ı P
(
ξ
(

x(Lt)i

ρi

))
⊂ Lt+1. Tud́ıž x (Lt+1) = ξ

(
x(Lt)i

ρi

)
.

Hodnota účelové funkce pro toto bazické řešeńı splňuje

c>x (Lt+1) = c>x (Lt)− x (Lt)i

ρi
δj < c>x (Lt) .

Posledńı nerovnost je ostrá, protože úloha (1.51) je nedegenerovaná.

Zjistili jsme, že nová báze je opět primárně př́ıpustná a hodnota účelové funkce klesne. Můžeme se
tedy s ńı vrátit na KROK 1.

Ukázali jsme, že jednotlivé kroky algoritmu jsou v pořádku.
Ještě je třeba si uvědomit, že máme k dispozici pouze konečný počet primárně př́ıpustných báźı.
Při přechodu k nové bázi v KROK 3 se hodnota účelové funkce vždy zmenš́ı.
Po konečně pr̊uchod̊u přes KROK 3 dosáhneme minimálńı hodnotu účelové funkce na bazických primárńıch
řešeńıch. Pak již nebude možno naj́ıt daľśı vhodnou bázi. Algoritmus proto muśı po konečně kroćıch naj́ıt
optimálńı řešeńı nebo směr v kterém účelová funkce neomezeně klesá.

Q.E.D.

Simplexový algoritmus můžeme realizovat v tabulce 1.1.

c>

cLt Lt (AI×Lt)
−1b (AI×Lt)

−1A

(cLt)
> (AI×Lt)

−1b (cLt)
> (AI×Lt)

−1b− c>

Tabulka 1.1: Simplexová tabulka

Přechod od jedné báze k druhé neńı pak nic jiného nežli Gaussova eliminace s podmı́nkami, jak vyb́ırat
kĺıčový prvek podle něhož se tabulka transformuje.

Spočtěme si na ukázku jeden př́ıklad.

Př́ıklad 1.52: Podnik vyráb́ı tři výrobky, na jejich výrobu potřebuje tři úzkoprofilové suroviny. Výchoźı
údaje jsou uvedeny v tabulce.

Spotřeba suroviny na výrobek
Surovina V1 V2 V3 Množstv́ı

S1 20 10 40 80
S2 40 0 20 10
S3 0 10 40 40

Jednotkový zisk 400 100 800

(1.55)

Úkolem je stanovit výrobńı program, při kterém se nepřekroč́ı stanovená množstv́ı surovin a zabezpeč́ı
se maximálńı zisk podniku. Jedná se o úlohu LP ve tvaru
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maximalizovat 400x1 + 100x2 + 800x3

za podmı́nek 20x1 + 10x2 + 40x3 ≤ 80,

40x1 + + 20x3 ≤ 10,

+ 10x2 + 40x3 ≤ 40,

x1 ≥ 0 , x2 ≥ 0 , x3 ≥ 0 .

(1.56)

Po zkráceńı, doplněńı skluzových proměnných a změně znaménka koeficient̊u v účelové funkci dostáváme
úlohu

minimalizovat −400x1 − 100x2 − 800x3

za podmı́nek 2x1 + x2 + 4x3 + ŝ1 = 8,

4x1 + 2x3 + ŝ2 = 1,

x2 + 4x3 + ŝ3 = 4,

x1 ≥ 0 , x2 ≥ 0 , x3 ≥ 0 , ŝ1 ≥ 0, ŝ2 ≥ 0, ŝ3 ≥ 0 .

(1.57)

Tato úloha je minimalizačńı úlohou LP ve standardńım tvaru. Můžeme ji vyřešit pomoćı simplexového
algoritmu.

Do počátečńı báze zařad́ıme skluzové proměnné ŝ1, ŝ2, ŝ3. Sestavme tabulku a poč́ıtejme. Zvolený
prvek v rozhodovaćım řádku (index h v KROK 2) je označen zeleným rámečkem, kĺıčový prvek zvolený
podle KROK 3 červeným rámečkem.

−400 −100 −800 0 0 0
x1 x2 x3 ŝ1 ŝ2 ŝ3

0 ŝ1 8 2 1 4 1 0 0
0 ŝ2 1 4 0 2 0 1 0
0 ŝ3 4 0 1 4 0 0 1

0 400 100 800 0 0 0

−400 −100 −800 0 0 0
x1 x2 x3 ŝ1 ŝ2 ŝ3

0 ŝ1 6 −6 1 0 1 −2 0
−800 x3

1
2 2 0 1 0 1

2 0
0 ŝ3 2 −8 1 0 0 −2 1

−400 −1200 100 0 0 −400 0

−400 −100 −800 0 0 0
x1 x2 x3 ŝ1 ŝ2 ŝ3

0 ŝ1 4 2 0 0 1 0 −1
−800 x3

1
2 2 0 1 0 1

2 0
−100 x2 2 −8 1 0 0 −2 1

−600 −400 0 0 0 −200 −100
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Simplexovým algoritmem jsme našli optimálńı řešeńı
(
0 2 1

2 4 0 0
)> pro úlohu (1.57). To znamená,

že p̊uvodńı úloha (1.56) má optimálńı řešeńı:
(
0 2 1

2

)>, zisk podniku je 600 a na skladě podniku z̊ustane
40 jednotek suroviny S1.

Optimálńı výrobńı plán můžeme prezentovat zadavateli, takto: nevyrábět výrobek V1, vyrobit 2 jed-
notky výrobku V2 a vyrobit 1

2 jednotky výrobku V3. Ve skladě podniku z̊ustane 40 jednotek suroviny S1,
které nebyly při výrobě použity.

Duálńı úloha k úloze (1.56) má řešeńı (0, 10, 20)>.

4

1.7.2 Dvojfázový simplexový algoritmus

Problémem simplexového algoritmu je nalezeńı počátečńı báze v KROK 0. Jednou z možnost́ı, jak nalézt
počátečńı primárně př́ıpustnou bázi, je sestaveńı pomocné úlohy a jej́ı vyřešeńı pomoćı simplexového
algoritmu. Takto pracuje následuj́ıćı algoritmus.

Dvojfázový simplexový algoritmus

1.fáze: Nejdř́ıve řeš́ıme pomocnou úlohu

min

{∑

k∈K

zt : Ax + Qz = b, x ≥ 0, z ≥ 0, x ∈ RJ , z ∈ RK

}
. (1.58)

Pomocné proměnné z a matice Q jsou přidány tak, aby vznikla báze V = {vi, i ∈ I} ⊂ J ∪ K s
vlastnost́ı, že pro každé i ∈ I je

(A|Q)vi = II×{i} pokud bi > 0,

= −II×{i} pokud bi < 0,

∈ {
II×{i}, −II×{i}

}
pokud bi = 0.

Úlohu (1.58) vyřeš́ıme simplexovým algoritmem. Jako počátečńı bázi použijeme bázi V .

Vı́me, že úloha (1.58) má př́ıpustné řešeńı a hodnota jej́ı účelové funkce je nezáporná pro všechna
př́ıpustná řešeńı. Proto podle věty 1.15 má úloha (1.58) optimálńı řešeńı.

Simplexový algoritmus proto nalezne optimálńı bázi úlohy (1.58). Nyńı jsou dvě možnosti. Bud’ je
optimálńı hodnota kladná nebo nulová.

Když je optimálńı hodnota kladná, tak to znamená, že úloha (1.51) nemá př́ıpustné řešeńı a algo-
ritmus konč́ı t́ımto zjǐstěńım.

Když je optimálńı hodnota nulová, tak to znamená, že úloha (1.51) má př́ıpustné řešeńı a algoritmus
pokračuje druhou fáźı.

2.fáze: Pokud je úloha (1.58) nedegenerovaná, pak simplexový algoritmus v prvńı fázi nalezne op-
timálńı bázi W , která neobsahuje žádnou pomocnou proměnnou z. Pokud by totiž některá pomocná
proměnná z̊ustala v optimálńı bázi, pak by měla kladnou hodnotu a optimálńı hodnota úlohy (1.58)
by byla kladná.

Pokud je úloha (1.58) degenerovaná, pak simplexový algoritmus v prvńı fázi nalezne optimálńı
bázi, která může obsahovat některou z pomocných proměnných z. Hodnota těchto proměnných je
však nutně nulová. Pak, d́ıky předpokladu o plné sloupcové hodnosti matice A, lze pro každou
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takovou proměnnou z vždy naj́ıt proměnnou z J , která má v řádku př́ıslušej́ıćım z nenulové č́ıslo.
Tuto proměnnou zařad́ıme do báze mı́sto z. Vznikne tak W optimálńı báze úlohy (1.58), která již
žádnou pomocnou proměnnou neobsahuje.

Nyńı simplexovým algoritmem vyřeš́ıme úlohu (1.51). Jako počátečńı bázi použijeme bázi W .
Uvědomme si, že prakticky zač́ınáme s tabulkou, kterou jsme źıskali v prvńı fázi algoritmu. Pouze
jsme vyškrtli sloupce př́ıslušej́ıćı pomocným proměnným a koeficienty v účelové funkci pomocné
úlohy jsme nahradili koeficienty v účelové funkci úlohy (1.51).

♦

Pro ilustraci si spočtěme př́ıklad.

Př́ıklad 1.53: Řešme dvoufázovým simplexovým algoritmem úlohu

minimalizovat −x1 − 3x3 + x4

za podmı́nek x1 + 2x2 + 3x3 = 15
2x1 + x2 + 5x3 = 20
x1 + 2x2 + x3 + x4 = 10

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0.

(1.59)

V prvńı fázi řeš́ıme pomocnou úlohu

minimalizovat z1 + z2

za podmı́nek x1 + 2x2 + 3x3 + z1 = 15
2x1 + x2 + 5x3 + z2 = 20
x1 + 2x2 + x3 + x4 = 10

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, z1 ≥ 0, z2 ≥ 0.

(1.60)

Do báze zařad́ıme proměnné z1, z2, x4. Sestavme tabulku a poč́ıtejme. Zvolený prvek v rozhodovaćım
řádku je označen zeleným obdélńıkem. Zvolený kĺıčový prvek červeným obdélńıkem.

0 0 0 0 1 1
x1 x2 x3 x4 z1 z2

1 z1 15 1 2 3 0 1 0
1 z2 20 2 1 5 0 0 1
0 x4 10 1 2 1 1 0 0

35 3 3 8 0 0 0

0 0 0 0 1 1
x1 x2 x3 x4 z1 z2

1 z1 3 − 1
5

7
5 0 0 1 − 3

5

0 x3 4 2
5

1
5 1 0 0 1

5
0 x4 6 3

5
9
5 0 1 0 − 1

5

3 − 1
5

7
5 0 0 0 − 8

5
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0 0 0 0 1 1
x1 x2 x3 x4 z1 z2

0 x2
15
7 − 1

7 1 0 0 5
7 − 3

7
0 x3

25
7

3
7 0 1 0 − 1

7
2
7

0 x4
15
7

6
7 0 0 1 − 9

7
4
7

0 0 0 0 0 −1 −1

Zjistili jsme, že optimálńı hodnota pomocné úlohy je nulová. Prvńı fáze dvoufázového simplexového
algoritmu skončila nalezeńım př́ıpustného řešeńı p̊uvodńı úlohy. V nalezené optimálńı bázi pomocné
úlohy se nevyskytuj́ı žádné pomocné proměnné z. Máme tedy př́ıpustnou bázi p̊uvodńı úlohy a můžeme
pokračovat druhou fáźı algoritmu.

−1 0 −3 1
x1 x2 x3 x4

0 x2
15
7 − 1

7 1 0 0
−3 x3

25
7

3
7 0 1 0

1 x4
15
7

6
7 0 0 1

− 60
7

4
7 0 0 0

−1 0 −3 1
x1 x2 x3 x4

0 x2
5
2 0 1 0 1

6
−3 x3

5
2 0 0 1 − 1

2
−1 x1

5
2 1 0 0 7

6

−10 0 0 0 − 2
3

Optimálńım řešeńım zadané úlohy je vektor
(

5
2

5
2

5
2 0

)>, optimálńı hodnota je 10 a duálńı úloha má

řešeńı
(
0,− 2

3 , 1
3

)>.

4

1.7.3 Duálńı simplexový algoritmus

Nyńı se seznámı́me s algoritmem, který řeš́ı úlohu (1.51) hledáńım optimálńıho řešeńı duálńı úlohy.

Duálńı simplexový algoritmus

KROK 0: Najdeme L0 ⊂ J duálně př́ıpustnou bázi úlohy (1.51) a jdeme na KROK 1. Pokud žádná
duálně př́ıpustná báze úlohy (1.51) neexistuje, pak jdeme na END 1.

KROK 1: Mějme duálně př́ıpustnou bázi Lt ⊂ J .
Spočteme x (Lt).
Když x (Lt) ≥ 0, pak jdi na END 2, jinak jdi na KROK 2.

KROK 2: Najdeme index i ∈ Lt takový, že x (Lt)i < 0, a spočteme vektor τ> =
(
(AI×Lt)

−1A
)
{i}×J

.

Když τ ≥ 0, pak přejdeme na END 3, jinak spočteme δ> = (cLt)
> (AI×Lt)

−1A − c> ∈ RJ a
pokroč́ıme na KROK 3.
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KROK 3: Najdeme index j ∈ J \ Lt, τj < 0 takový, že

δj

τj
= min

{
δu

τu
: τu < 0, u ∈ J \ Lt

}
.

Provedeme změnu báze Lt+1 = Lt ∪ {j} \ {i}. Pak je Lt+1 duálně př́ıpustná báze.
Zvýš́ıme t := t + 1 a přejdeme na KROK 1.

END 1: Úloha (1.51) nemá optimálńı řešeńı. Nev́ıme však, zda je to proto, že nemá žádné př́ıpustné
řešeńı, nebo proto, že jej́ı infimum je −∞.

END 2: Vektor x (Lt) je optimálńım řešeńım úlohy (1.51) a y (Lt) je optimálńım řešeńım úlohy (1.53).

END 3: Úloha (1.51) nemá žádné př́ıpustné řešeńı a úloha (1.53) má neomezený extrém.

♦
Definice 1.54 Úloha (1.51) je duálně nedegenerovaná, pokud pro každou duálně př́ıpustnou bázi L plat́ı

A>y (L)j − cj = 0 pro j ∈ L (1.61)
< 0 pro j ∈ J \ L.

Věta 1.55: Když je úloha (1.51) duálně nedegenerovaná, pak se duálńı simplexový algoritmus po konečně
kroćıch zastav́ı. Bud’ nalezne optimálńı bázi úlohy (1.51) nebo zjist́ı, že úloha (1.51) nemá optimálńı
řešeńı, popř́ıpadě nemá žádné př́ıpustné řešeńı.

Důkaz: Abychom dokázali konečnost duálńıho simplexového algoritmu, muśıme proj́ıt jednotlivé jeho
kroky.

1. Když neexistuje žádná duálně př́ıpustná báze pro úlohu (1.51), pak podle věty 1.50 nemá úloha
(1.51) žádné optimálńı řešeńı.
Proto když neexistuje duálně př́ıpustná báze, pak KROK 0 konč́ı zjǐstěńım, že úloha (1.51) nemá
žádné optimálńı řešeńı.

2. V KROK 1 se rozhodujeme podle bazického primárńıho řešeńı x (Lt).
Když x (Lt) ≥ 0, pak podle definice je Lt primárně př́ıpustná báze. Vı́me, že Lt je také duálně
př́ıpustná báze.
Podle věty 1.50 jsme našli optimálńı bázi úlohy (1.51) a t́ım pádem x (Lt) je optimálńım řešeńım
úlohy (1.51).

3. V KROK 2 se rozhodujeme podle rozhodovaćıho řádku τ .
Když τ ≥ 0, pak jdeme na END 3.

Označme ỹ(t) = y (Lt)− t
(
(AI×Lt)

−1
)>
I×{i}.

Dosazeńım zjist́ıme, že

A>ỹ(t) = A>y (Lt)− tA>
(
A−1

I×Lt

)>
I×{i}

= A>y (Lt)− tτ ≤ A>y (Lt) ≤ c,

b>ỹ(t) = b>y (Lt)− tb>
(
A−1

I×Lt

)>
I×{i} = b>y (Lt)− tx (Lt)i .

To znamená, že polopř́ımka ỹ(t), t ≥ 0 lež́ı v množině př́ıpustných řešeńı úlohy (1.53) a účelová
funkce na ńı neomezeně roste.
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4. V KROK 3 přecháźıme k nové bázi.
Ukážeme, že nová báze je opět duálně př́ıpustná a hodnota účelové funkce stoupne.
Nejdř́ıve spočteme

A>ỹ

(
δj

τj

)
= A>y (Lt)− δj

τj
A>

(
A−1

I×Lt

)>
I×{i} = A>y (Lt)− δj

τj
τ = δ + c− δj

τj
τ.

Rozepsáno po složkách
[
A>ỹ

(
δj

τj

)]

u

= δu + cu − δj

τj
τu ≤ cu pro u ∈ J \ (Lt ∪ {j}), τu ≥ 0,

= δu + cu − δj

τj
τu ≤ cu pro u ∈ J \ (Lt ∪ {j}), τu < 0,

= δj + cj − δj

τj
τj = cj pro u = j,

= δu + cu − δj

τj
τu = cu pro u ∈ Lt \ {i},

= δi + ci − δj

τj
τi ≤ ci pro u = i.

T́ım jsme ověřili, že Lt+1 je duálně př́ıpustná báze a y (Lt+1) = ỹ
(

δj

τj

)
. Nyńı vypočteme př́ıslušnou

hodnotu účelové funkce

b>y (Lt+1) = b>y (Lt)− δj

τj
b>

(
A−1

I×Lt

)>
I×{i} = b>y (Lt)− δj

τj
x (Lt)i > b>y (Lt) .

Posledńı nerovnost je ostrá, protože úloha (1.51) je duálně nedegenerovaná.
Nová báze je opět duálně př́ıpustná a tak s ńı můžeme pokračovat na KROK 1.

Ukázali jsme, že jednotlivé kroky algoritmu jsou v pořádku.
Ještě je třeba si uvědomit, že máme k dispozici pouze konečný počet duálně př́ıpustných báźı.
Při přechodu k nové bázi v KROK 3 se hodnota účelové funkce vždy zvýš́ı.
Po konečně pr̊uchod̊u přes KROK 3 dosáhneme maximálńı hodnotu účelové funkce na bazických duálńıch
řešeńıch. Pak již nebude možno naj́ıt daľśı vhodnou bázi. Algoritmus proto muśı po konečně kroćıch naj́ıt
optimálńı řešeńı nebo směr v kterém účelová funkce úlohy (1.53) neomezeně roste.

Q.E.D.

Použit́ı duálńıho simplexového algoritmu si ukážeme na př́ıkladě.

Př́ıklad 1.56: Pomoćı duálńıho simplexového algoritmu řešme úlohu

minimalizovat 15x1 + 10x2,
za podmı́nek 2x1 + 3x2 − x3 = 36,

3x1 + 10x2 − x4 = 60,
5x1 + 2x2 − x5 = 40,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, x5 ≥ 0.

Jako počátečńı bázi zvoĺıme L0 = {x3, x4, x5}. Sestaveńım simplexové tabulky pro tuto bázi zjist́ıme,
že je duálně př́ıpustná. Můžeme proto poč́ıtat duálńım simplexovým algoritmem.
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15 10 0 0 0

x1 x2 x3 x4 x5

0 x3 −36 −2 −3 1 0 0

0 x4 −60 −3 −10 0 1 0

0 x5 −40 −5 −2 0 0 1

0 −15 −10 0 0 0

15 10 0 0 0

x1 x2 x3 x4 x5

0 x3 −18 − 11
10 0 1 − 3

10 0

10 x2 6 3
10 1 0 − 1

10 0

0 x5 −28 − 22
5 0 0 − 1

5 1

60 −12 0 0 −1 0

Optimálńım řešeńı této úlohy je bod
(

48
11 , 100

11 , 0, 44, 0
)

a optimálńı hodnota účelové funkce je 1720
11 .

4

1.7.4 Úprava algoritmů pro degenerované úlohy

V př́ıpadě degenerace můžeme použ́ıt jeden ze dvou následuj́ıćıch př́ıstup̊u, které zajist́ı, že simplexový
algoritmus zkonverguje.

Znáhodněný simplexový algoritmus

Úlohu řeš́ıme simplexovým algoritmem. Při nejednoznačnosti výběru proměnné, která bude z báze vyřazena,
zvoĺıme mezi kandidáty náhodně.

Znáhodněńı nám zaruč́ı, že s pravděpodobnost́ı jedna znáhodněný simplexový algoritmus po konečně
kroćıch zkonverguje.

♦
Perturbovaný simplexový algoritmus

Druhým použ́ıvaným postupem je perturbace p̊uvodńı úlohy. Postupuje se tak, že pro každé ε > 0
uvažujme perturbovanou úlohu

min
{

c>x : Ax = b + A
(
ε, ε2, . . . , εn

)>
, x ≥ 0, x ∈ RJ

}
, (1.62)

Když existuje L ⊂ J primárně př́ıpustná báze úlohy (1.51), pak existuje takové přeuspořádáńı
proměnných a ε0 > 0, že pro všechna 0 < ε < ε0 je úloha (1.62) nedegenerovaná a primárně př́ıpustné
báze úlohy (1.51) jsou primárně př́ıpustné báze úlohy (1.62).
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15 10 0 0 0

x1 x2 x3 x4 x5

0 x3 −11 0 0 1 − 1
4 − 1

4

10 x2
45
11 0 1 0 − 5

44
3
44

15 x1
70
11 1 0 0 1

22 − 5
22

1500
11 0 0 0 − 5

11 − 30
11

15 10 0 0 0

x1 x2 x3 x4 x5

0 x4 44 0 0 −4 1 1

10 x2
100
11 0 1 − 5

11 0 2
11

15 x1
48
11 1 0 2

11 0 − 3
11

1720
11 0 0 − 20

11 0 − 25
11

Přeč́ıslováńı je jednoduché. Stač́ı pouze umı́stit proměnné odpov́ıdaj́ıćı bázi L jako prvńı. Na pořad́ı
zbylých proměnných již nezálež́ı.

Úlohu řeš́ıme simplexovým algoritmem. Při nejednoznačnosti výběru proměnné, která má být z báze
vyřazena, se rozhodujeme pomoćı perturbovaných úloh (1.62) pro malá kladná ε.

V tabulce algoritmus funguje tak, že když při vyřazováńı z báze máme v́ıce kandidát̊u, tak zjist́ıme
pod́ıly prvńıho sloupce matice A−1

I×Lt
A a kĺıčového sloupce ρ. Najdeme minimum mezi všemi těmito

pod́ıly. Jako kandidáty na vyřazeńı z báze uvažujeme pak pouze ty předchoźı kandidáty, pro které se to-
hoto minima nabývá. Když je kandidát̊u stále v́ıce, pak redukujeme jejich počet pomoćı daľśıho sloupce.
Tak pokračujeme dále dokud nezbude pouze jeden kandidát. Protože předpokládáme (1.52), tak k jed-
noznačnému určeńı proměnné, která opust́ı bázi, muśı t́ımto postupem doj́ıt.

Poznamenejme, že vždy existuje takové přeuspořádáńı proměnných, že perturbovaný simplexový al-
goritmus po konečně kroćıch zkonverguje.

♦
Těmito dvěma postupy lze také odstranit problém s duálńı degeneraćı úlohy při použit́ı duálńıho

simplexového algoritmu.

Znáhodněný duálńı simplexový algoritmus

Úlohu řeš́ıme duálńım simplexovým algoritmem. Při nejednoznačnosti výběru proměnné, která bude do
báze zařazena, zvoĺıme mezi kandidáty náhodně.

Znáhodněńı nám zaruč́ı, že s pravděpodobnost́ı jedna znáhodněný duálńı simplexový algoritmus po
konečně kroćıch zkonverguje.

♦



50 MP October 16, 2011:1200

Perturbovaný duálńı simplexový algoritmus

Pro každé ε > 0 uvažujme perturbovanou úlohu

min
{(

c> + (ε, ε2, . . . , εm)A>
)
x : Ax = b, x ≥ 0, x ∈ RJ

}
. (1.63)

Úlohu řeš́ıme duálńım simplexovým algoritmem. Při nejednoznačnosti výběru proměnné, která bude
do báze vyřazena, se rozhodujeme pomoćı perturbovaných úloh (1.63) pro malá kladná ε.

V tabulce algoritmus funguje tak, že když při zařazováńı do báze máme v́ıce kandidát̊u, tak zjist́ıme
pod́ıly prvńıho řádku matice (AI×Lt

)−1A a kĺıčového řádku τ . Najdeme minimum mezi všemi těmito
pod́ıly. Jako kandidáty na zařazeńı do báze uvažujeme pak pouze ty předchoźı kandidáty, pro které
se tohoto minima nabývá. Když je kandidát̊u stále v́ıce, pak redukujeme jejich počet pomoćı daľśıho
řádku. Tak pokračujeme dále dokud nezbude pouze jeden kandidát. Protože předpokládáme (1.52), tak
k jednoznačnému určeńı proměnné, která vstouṕı do báze, muśı t́ımto postupem doj́ıt.

♦



Kapitola 2

Teorie nelineárńıho programováńı

V této kapitole se budeme zabývat obecnou úlohou nelineárńıho programováńı NLP ve tvaru:

min {f(x) : gj(x) ≤ 0 , j = 1, . . . , m , hk(x) = 0, k = 1, . . . , p , x ∈ Rn} , (2.1)

kde funkce f , gj , j = 1, . . . , m, hk, k = 1, . . . , p jsou definované na celém Rn a maj́ı hodnoty v rozš́ı̌rené
reálné př́ımce R∗. Budeme označovat I = {1, . . . , m}, J = {1, . . . , p}.

Seznámı́me se s technikou, která umožňuje takovouto úlohu řešit. Bude však nutné se omezit pouze
na vhodnou množinu, na které maj́ı všechny uvažované funkce pouze reálné hodnoty, př́ıpadně konečné
parciálńı derivace.

Množinu př́ıpustných řešeńı úlohy (2.1) budeme i zde označovat standardńım symbolem

M = {x ∈ Rn : gj(x) ≤ 0 , j = 1, . . . , m , hk(x) = 0, k = 1, . . . , p} . (2.2)

Hlavńı myšlenkou řešeńı úloh nelineárńıho programováńı je jejich ” uvolněńı“. Omezeńı rozděĺıme
na ” nehezká“, označme jejich indexy I1 ⊂ {1, 2, . . . , m}, J1 ⊂ {1, 2, . . . , p}, a ” hezká“, označme jejich
indexy I2 ⊂ {1, 2, . . . , m}, J2 ⊂ {1, 2, . . . , p}. Rozděleńı muśı být samozřejmě disjunktńı a vyčerpávaj́ıćı,
tj. I1 ∩ I2 = ∅, I1 ∪ I2 = {1, 2, . . . , m}, J1 ∩ J2 = ∅, J1 ∪ J2 = {1, 2, . . . , p}. ” Nehezká“ omezeńı začleńıme
jako penále za jejich nesplněńı do účelové funkce. Takto upravenou účelovou funkci minimalizujeme pouze
přes ” hezká“ omezeńı.

Přesněji to znamená, že pro úlohu (2.1) vybereme vhodnou množinu M̃ ⊃ M a označ́ıme

M̂ = {x ∈ Rn : gj(x) ≤ 0 , j ∈ I2 , hk(x) = 0, k ∈ J2} . (2.3)

Množina M̃ představuje vhodný definičńı obor pro funkce, které se v úloze vyskytuj́ı. Pokud budeme
využ́ıvat derivaćı, budeme vyžadovat, aby M̃ byla otevřená a všechny funkce byly na ńı diferencovatelné.

Dále definujeme Lagrangeovu funkci

L (x; u, v) = f(x) +
∑

j∈I1

ujgj(x) +
∑

k∈J1

vkhk(x). (2.4)

na množině (M̃ ∩ M̂)× RI1
+ × RJ1 .

Naš́ım ćılem je nastavit penalizaci u ∈ RI1
+ a v ∈ RJ1 tak, abychom vyřešeńım úlohy

min
{

L (x; u, v) : x ∈ M̃ ∩ M̂
}

(2.5)

vyřešili úlohu (2.1).
V části výkladu budeme uvažovat takto obecné děleńı omezeńı na dvě části a ve zbytku pak pouze

zařazeńı všech omezeńı do účelové funkce. Pro úlohy s podmı́nkou nezápornosti, pak zařad́ıme nezápornost
mezi ” hezká“ omezeńı.

51
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2.1 Vázaný extrém

Nejdř́ıve si připomeneme úlohu o vázaném extrému, se kterou se setkáváme na přednášce z matematické
analýzy.

Úlohou je nalézt lokálńı extrémy funkce f : Rn → R na množině

M = {x ∈ Rn : hk(x) = 0 , k = 1, . . . , m} , (2.6)

kde jsou všechny funkce f , hk, k = 1, . . . , m diferencovatelné.
Úloha se řeš́ı pomoćı Lagrangeovy funkce

L (x; λ) = f(x) +
p∑

k=1

λkhk(x). (2.7)

Geometricky lze množinu M interpretovat jako nadplochu v Rn. Speciálně, když jsou hk, k = 1, . . . , m
lineárńı funkce, jako nadrovinu.

Definice 2.1 Řekneme, že bod x0 ∈ M = {x : hk(x) = 0, k = 1, . . . , m} je regulárńı bod M , jestlǐze
funkce hk, k = 1, . . . , m jsou definovány na nějakém okoĺı bodu x0, všechny jsou diferencovatelné v bodě
x0 a je splněno:

i) hk(x0) = 0, k = 1, . . . , m.

ii) Vektory ∇xhk(x0) , k = 1, . . . , m jsou lineárně nezávislé, tj.

matice
(

∂hk(x0)
∂xi

)n,m

i=1,k=1

má hodnost m. (2.8)

Vlastnost regularity je vlastnost́ı zápisu množiny M, nikoli M samotné (srovnej s dualitou).

Př́ıklad 2.2: Definujme h(x1, x2) = x1 a necht’ M = {x ∈ R2 : h(x) = 0}.
Tedy M = {(0, x2) : x2 ∈ R}, což je osa x2.

Pak pro libovolné x = (x1, x2) ∈ R2 je ∇xh(x) =
(

1
0

)
6= 0.

Potom každý bod takto zapsané množiny M je regulárńı.

Zaṕı̌seme-li však M = {x ∈ R2 : g(x) = 0}, kde g(x) = x2
1, pak ∇xg(x) =

(
2x1

0

)
. Pak ovšem

∇xg(x) =
(

0
0

)
pro každé x ∈ M a tedy žádný bod množiny M neńı regulárńı.

4

Věta 2.3 (Nutná podmı́nka pro vázaný extrém): Necht’ v bodě x∗ je lokálńı extrém funkce f vzhledem k
množině M = {x ∈ Rn : hk(x) = 0, k = 1, . . . ,m}, f, hk, k = 1, . . . ,m jsou definovány na nějakém okoĺı
bodu x∗ a všechny jsou diferencovatelné v bodě x∗.

Když x∗ je regulárńı bod M , pak existuje vektor λ∗ ∈ Rm takový, že

∇xL(x∗, λ∗) = ∇xf(x∗) +
m∑

k=1

λ∗k∇xhk(x∗) = 0.
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2.2 Globálńı podmı́nky optimality

V této kapitole budeme uvažovat obecné rozděleńı omezeńı na ” hezká“ a ” nehezká“. Pouze budeme
vyžadovat, aby bylo alespoň jedno nehezké omezeńı vybráno. Jinak by totiž k žádné změně p̊uvodńı
úlohy nedošlo.

Zaved’me globálńı podmı́nky optimality.

Definice 2.4 Necht’ x∗ ∈ Rn, u∗ ∈ RI1 , v∗ ∈ RJ1 a M̃ ⊃ M. Řekneme, že trojice (x∗, u∗, v∗) splňuje
globálńı podmı́nky optimality (GPO) pro úlohu (2.1) v oboru (M̃∩M̂)×RI1

+×RJ1 , jestlǐze trojice (x∗, u∗, v∗)

je sedlovým bodem Lagrangeovy funkce (2.4) v oboru (M̃ ∩ M̂)× RI1
+ × RJ1 , to znamená, že

x∗ ∈ M̃ ∩ M̂ , u∗ ∈ RI1 , u∗ ≥ 0, v∗ ∈ RJ1

a pro všechna x ∈ M̃ ∩ M̂, u ∈ RI1 , u ≥ 0, v ∈ RJ1 plat́ı

L (x; u∗, v∗) ≥ L (x∗; u∗, v∗) ≥ L (x∗; u, v) . (2.9)

Věta 2.5 (GPO ⇒ NLP): Necht’ x∗ ∈ Rn a M̃ ⊃ M je taková, že všechny funkce vystupuj́ıćı v úloze
(2.1) maj́ı na M̃ pouze reálné hodnoty. Když existuj́ı u∗ ∈ RI1 , v∗ ∈ RJ1 tak, že trojice (x∗, u∗, v∗) splňuje
(GPO)pro úlohu (2.1) v oboru (M̃ ∩ M̂)× RI1

+ × RJ1 , pak je x∗ globálńı minimum úlohy (2.1).
Nav́ıc je splněna podmı́nka komplementarity pro NLP:

∑
j∈I1

u∗jgj(x∗) = 0.

Důkaz: Podle předpokladu je x∗ ∈ M̃ ∩ M̂. Dosazeńım do (2.9) dostaneme

f(x) +
∑

j∈I1

u∗jgj(x) +
∑

k∈J1

v∗khk(x) ≥ f(x∗) +
∑

j∈I1

u∗jgj(x∗) +
∑

k∈J1

v∗khk(x∗) ≥ (2.10)

≥ f(x∗) +
∑

j∈I1

ujgj(x∗) +
∑

k∈J1

vkhk(x∗).

Nerovnosti (2.10) podle předpokladu plat́ı pro nějaké u∗ ∈ RI1 , u∗ ≥ 0, v∗ ∈ RJ1 a pro všechna x ∈ M̃∩M̂,
u ∈ RI1 , u ≥ 0, v ∈ RJ1 .
Použijeme nejprve pravou větev (2.10), tj. nerovnost

∑

j∈I1

u∗jgj(x∗) +
∑

k∈J1

v∗khk(x∗) ≥
∑

j∈I1

ujgj(x∗) +
∑

k∈J1

vkhk(x∗) ∀u ∈ RI1 , u ≥ 0, v ∈ RJ1 . (2.11)

Uvědomı́me si, že hk(x∗) jsou pevné koeficienty a u∗, v∗ jsou z hlediska uvažované nerovnosti také pevné
vektory. Odtud př́ımo vyplývá, že (2.11) může platit jen když

gj(x∗) ≤ 0 pro každé j ∈ I1,

hk(x∗) = 0 pro každé k ∈ J1,∑

j∈I1

u∗jgj(x∗) = 0.

To znamená, že x∗ je př́ıpustné řešeńı úlohy (2.1), je splněna komplementarita a že se levá větev nerovnost́ı
(2.10) redukuje na

f(x) +
∑

j∈I1

u∗jgj(x) +
∑

k∈J1

v∗khk(x) ≥ f(x∗) ∀ x ∈ M̃ ∩ M̂. (2.12)

Omezme se jen na př́ıpustná x, tj. gj(x) ≤ 0 pro každé j = 1, 2, . . . , m, hk(x) = 0 pro každé k = 1, 2, . . . , p.
Pak z nerovnosti (2.12) plyne f(x) ≥ f(x∗) pro každé x ∈ M, tedy optimalita x∗ pro úlohu (2.1).
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Q.E.D.

Opačná implikace obecně neplat́ı. Je třeba splnit jistou podmı́nku regularity. Pro úlohu konvexńıho
programováńı stač́ı uvažovat Slaterovu podmı́nky regularity.

Definice 2.6 Necht’ M̃ ⊃ M je otevřená množina. Necht’ funkce f, gj , j = 1, . . . , m, hk, k = 1, . . . , p

jsou definovány na M̃ a funkce hk, k = 1, . . . , p jsou nav́ıc diferencovatelné na M̃. Řekneme, že pro úlohu
(2.1) je splněna Slaterova podmı́nka regularity, jestlǐze existuje x̃ ∈ M takový, že gj(x̃) < 0 pro všechna
j = 1, . . . , m a vektory ∇xhk(x̃) , k = 1, . . . , p jsou lineárně nezávislé, tj.

matice
(

∂hk(x̃)
∂xi

)n,p

i=1,k=1

má hodnost p.

Věta 2.7 (NLP ⇒ GPO): Necht’ M̃ ⊃ M je otevřená konvexńı množina, funkce f, gj , j = 1, . . . , m maj́ı
reálné hodnoty a jsou konvexńı na M̃ a funkce hk, k = 1, . . . , p jsou lineárńı (tedy definované na celém
Rn). Dále předpokládejme, že úloha (2.1) splňuje Slaterovu podmı́nku, viz definice 2.6.

Když x∗ je globálńı minimum úlohy (2.1), potom existuj́ı u∗ ∈ Rm, u∗ ≥ 0, v∗ ∈ Rp tak, že (x∗, u∗, v∗)
splňuje (GPO)pro úlohu (2.1) v oboru (M̃∩M̂)×RI1

+ ×RJ1 . Tato trojice pak automaticky splňuje podmı́nku
komplementarity pro NLP, tj.

∑
j∈I1

u∗jgj(x∗) = 0.

Důkaz: Nebudeme konstruovat u∗, v∗, ale dokážeme jejich existenci, a to přes větu o oddělitelnosti
množin. Zaved’me dvě množiny:

A =








η
ξ
ζ


 :

η ∈ R , ξ ∈ RJ1 , ζ ∈ RI1 , pro která existuje x ∈ M̃ ∩ M̂ tak, že

η ≥ f(x) , ξj ≥ gj(x) , j ∈ I1 , ζk = hk(x) , k ∈ J1



 ,

B =








η
ξ
ζ


 : η ∈ R , ξ ∈ RJ1 , ζ ∈ RI1 , η < f(x∗) , ξ < 0 , ζ = 0



 .

1. Dokážeme, že A je konvexńı.

Necht’




η1

ξ1

ζ1


 ,




η2

ξ2

ζ2


 ∈ A, λ ∈ (0, 1) a označme




η
ξ
ζ


 = λ




η1

ξ1

ζ1


 + (1− λ)




η2

ξ2

ζ2


.

Pak existuj́ı x1, x2 ∈ M̃ ∩ M̂ pro které plat́ı

η1 ≥ f(x1) , ξ1
j ≥ gj(x1) , j ∈ I1 , ζ1

k = hk(x1) , k ∈ J1,

η2 ≥ f(x2) , ξ2
j ≥ gj(x2) , j ∈ I1 , ζ2

k = hk(x2) , k ∈ J1.

Množina M̃ je konvexńı podle předpokladu a množina M̂ je konvexńı, nebot’ funkce gj , j ∈ J2 jsou
konvexńı a funkce hk, k ∈ I2 jsou lineárńı. Proto x = λx1 + (1− λ)x2 ∈ M̃ ∩ M̂.

Z konvexnosti funkćı f , gj , j ∈ I1 a z linearity funkćı hk, k ∈ J1 plat́ı

η = λη1 + (1− λ)η2 ≥ λf(x1) + (1− λ)f(x2) ≥ f(x),
ξj = λξ1

j + (1− λ)ξ2
j ≥ λgj(x1) + (1− λ)gj(x2) ≥ gj(x) ∀j ∈ I1,

ζk = λζ1
k + (1− λ)ζ2

k = λhk(x1) + (1− λ)hk(x2) = hk(x) ∀k ∈ J1.

Tud́ıž




η
ξ
ζ


 ∈ A a tedy A je konvexńı množina.
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2. Ukážeme, že A ∩ B = ∅.

Předpokládejme




η
ξ
ζ


 ∈ B ∩ A.

Pak by existovalo x ∈ M̃ ∩ M̂ tak, že f(x∗) > η ≥ f(x), gj(x) ≤ ξj < 0 pro j ∈ I1 a hk(x) = 0 pro
k ∈ J1.

To znamená, že by existovalo x ∈ M s vlastnost́ı f(x∗) > f(x), což je ale spor s optimalitou x∗.

Podle věty o neostré oddělitelnosti konvexńıch množin, věta 3.15, existuj́ı α, ∆ ∈ R, β ∈ RI1 , γ ∈ RJ1 ,


α
β
γ


 6= 0 tak, že nadrovina H =








η
ξ
ζ


 : α η + β>ξ + γ>ζ = ∆



 neostře odděluje množiny A a

B, tj. plat́ı

α η + β>ξ + γ>ζ ≥ ∆ ≥ α a + β>b ∀



η
ξ
ζ


 ∈ A,




a
b
0


 ∈ B. (2.13)

Složky a a b mohou být libovolně záporné, proto α ≥ 0, β ≥ 0. Jinak by totiž pravá strana nerovnost́ı
mohla být libovolně velká kladná, což by znamenalo, že nerovnosti nelze splnit.

Pro x ∈ M̃ ∩ M̂ je




f(x)
gI1(x)
hJ1(x)


 ∈ A. Proto pro každé




a
b
0


 ∈ B plat́ı

αf(x) +
∑

j∈I1

βjgj(x) +
∑

k∈J1

γkhk(x) ≥ α a + β>b.

Odtud dostaneme nerovnost

αf(x) +
∑

j∈I1

βjgj(x) +
∑

k∈J1

γkhk(x) ≥ αf(x∗) ∀ x ∈ M̃ ∩ M̂. (2.14)

1. Ukážeme, že α > 0.

Kdyby tomu tak nebylo, pak by α = 0 nebot’ již v́ıme, že α ≥ 0. Pak by platilo

β ≥ 0 ,

(
β
γ

)
6= 0 a

∑

j∈I1

βjgj(x) +
∑

k∈J1

γkhk(x) ≥ 0 ∀ x ∈ M̃ ∩ M̂.

Ze Slaterovy podmı́nky však existuje x̃ ∈ M takové, že pro každé j ∈ I je gj(x̃) < 0 a pro každé
k ∈ J je hk(x̃) = 0. Proto nutně β = 0.

To však znamená, že

γ 6= 0 a
∑

k∈J1

γkhk(x) ≥ 0 ∀ x ∈ M̃ ∩ M̂.

Funkce gj , j ∈ I jsou konvexńı na otevřené množině M̃, jsou proto spojité na M̃.

Vı́me, že pro každé j ∈ I je gj(x̃) < 0. Proto existuje δ > 0 takové, že Uδ (x̃) ⊂ M̃ a plat́ı

∀x ∈ Uδ (x̃) ∀j ∈ I je gj(x) < 0∑

k∈J1

γkhk(x) ≥ 0 ∀ x ∈ Uδ (x̃) splňuj́ıćı hk(x) = 0 pro všechna k ∈ J2.
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Funkce hk, k = 1, 2, . . . , p jsou lineárńı a proto nutně
∑

k∈J1

γkhk(x) = 0 ∀ x ∈ Uδ (x̃) splňuj́ıćı hk(x) = 0 pro všechna k ∈ J2.

Funkce hk, k = 1, 2, . . . , p jsou nav́ıc lineárně nezávislé a tak pro každé k ∈ J1 existuje x(k) ∈ Uδ (x̃)
takový, že hk(x(k)) 6= 0 a hl(x(k)) = 0 pro všechna l = 1, 2, . . . , p, l 6= k.

Proto γ = 0, což je ale spor.

Tud́ıž α > 0.

2. Dále ukážeme komplementaritu.

Bod x∗ je př́ıpustným řešeńım úlohy (2.1), tud́ıž muśı platit
∑

j∈I1
βjgj(x∗) ≤ 0. Zároveň však z

vlastnosti (2.14) plyne
∑

j∈I1
βjgj(x∗) ≥ 0.

Tud́ıž
∑

j∈I1
βjgj(x∗) = 0.

Můžeme tedy nerovnost (2.14) vydělit α

f(x) +
∑

j∈I1

βj

α
gj(x) +

∑

k∈J1

γk

α
hk(x) ≥ f(x∗) ∀ x ∈ M̃ ∩ M̂.

Označme u∗ = β
α , v∗ = γ

α . Pak u∗ ≥ 0 a plat́ı

f(x) +
∑

j∈I1

u∗jgj(x) +
∑

k∈J1

v∗khk(x) ≥ f(x∗) ∀ x ∈ M̃ ∩ M̂. (2.15)

Vı́me, že plat́ı
∑

j∈I1
u∗jgj(x∗) = 0 a

∑
j∈I1

ujgj(x∗) ≤ 0 pro všechna u ≥ 0. Můžeme proto přidat i
druhou nerovnost

f(x∗) +
∑

j∈I1

u∗jgj(x∗) +
∑

k∈J1

v∗khk(x∗) ≥ f(x∗) +
∑

j∈I1

ujgj(x∗) +
∑

k∈J1

vkhk(x∗) (2.16)

∀ u ∈ RJ1 , u ≥ 0 , v ∈ RI1 .

Nerovnosti (2.15), (2.16) dohromady dávaj́ı (GPO).

Q.E.D.

2.3 Lokálńı minimum

V této kapitole budeme diskutovat problematiku lokálńıch minim.
Lokálńı minima budeme vyšetřovat tak, že splněńı globálńıch podmı́nek optimality zavedených v

předchoźı kapitole budeme vyžadovat pouze na nějakém malém okoĺı podezřelého bodu.

Definice 2.8 Necht’ x∗ ∈ Rn, u∗ ∈ RI1 , v∗ ∈ RJ1 a M̃ ⊃ M. Řekneme, že trojice (x∗, u∗, v∗) splňuje
lokálně globálńı podmı́nky optimality (lokGPO) pro úlohu (2.1) v oboru (M̃ ∩ M̂) × RI1

+ × RJ1 , jestlǐze

existuje δ > 0 takové, že trojice (x∗, u∗, v∗) splňuje (GPO)pro úlohu (2.1) v oboru (Uδ (x∗) ∩ M̃ ∩ M̂) ×
RI1

+ × RJ1 .
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Věta 2.9 (lokGPO ⇒ lokNLP): Necht’ x∗ ∈ Rn a M̃ ⊃ M je taková, že všechny funkce vystupuj́ıćı v
úloze (2.1) maj́ı na M̃ pouze reálné hodnoty. Když existuj́ı u∗ ∈ RI1 , v∗ ∈ RJ1 tak, že trojice (x∗, u∗, v∗)
splňuje (lokGPO)pro úlohu (2.1) v oboru (M̃ ∩ M̂)× RI1

+ × RJ1 , pak je x∗ lokálńı minimum úlohy (2.1).
Nav́ıc je splněna podmı́nka komplementarity pro NLP, tj.

∑
j∈I1

u∗jgj(x∗) = 0.

Důkaz: Podle předpokladu existuje δ > 0 takové, že trojice (x∗, u∗, v∗) splňuje (GPO)pro úlohu (2.1) v
oboru (Uδ (x∗) ∩ M̃ ∩ M̂)× RI1

+ × RJ1 .
Vezměme nějaké 0 < ε < δ a do úlohy (2.1) přidejme omezeńı

min {f(x) : gj(x) ≤ 0 , j = 1, . . . , m , ‖x− x∗‖ ≤ ε, hk(x) = 0, k = 1, . . . , p , x ∈ Rn} . (2.17)

Podmı́nku ‖x− x∗‖ ≤ ε zařad́ıme mezi ” hezká“omezeńı. Pak zjist́ıme, že trojice (x∗, u∗, v∗) splňuje
(GPO)pro úlohu (2.17) v oboru

(
M̃ ∩

(
M̂ ∩ Vε (x∗)

))
× RI1

+ × RJ1 .
Podle věty 2.5 je x∗ globálńı minimum úlohy (2.17).
To ale znamená, že x∗ je lokálńı minimum úlohy (2.1).

Q.E.D.

Opačná implikace obecně neplat́ı. Plat́ı např́ıklad pro úlohu, která je lokálně konvexńı a splňuje
Slaterovu podmı́nku regularity.

Věta 2.10 (lokNLP ⇒ lokGPO): Necht’ x∗ ∈ M, M̃ ⊃ M je otevřená konvexńı množina a funkce f , gj,
j = 1, . . . , m, hk, k = 1, . . . , p maj́ı reálné hodnoty na M̃. Necht’ existuje δ > 0 takové, že Uδ (x∗) ⊂ M̃,
funkce f, gj , j = 1, . . . ,m jsou konvexńı na Uδ (x∗) a funkce hk, k = 1, . . . , p jsou lineárńı na Uδ (x∗). Dále
předpokládejme, že úloha (2.1) splňuje Slaterovu podmı́nku s x̃ ∈ Uδ (x∗), viz definice 2.6.

Když x∗ je lokálńı minimum úlohy (2.1), potom existuj́ı u∗ ∈ Rm, v∗ ∈ Rp tak, že (x∗, u∗, v∗) splňuje
(lokGPO)pro úlohu (2.1) v oboru (M̃ ∩ M̂) × RI1

+ × RJ1 . Tato trojice pak automaticky splňuje podmı́nku
komplementarity pro NLP, tj.

∑
j∈I1

u∗jgj(x∗) = 0.

Důkaz: Podle předpokladu je x∗ lokálńı minimum úlohy (2.1).
Existuje proto 0 < ε < δ takové, že x∗ je globálńı minimum úlohy

min {f(x) : gj(x) ≤ 0 , j = 1, . . . , m , ‖x− x∗‖ ≤ ε, hk(x) = 0, k = 1, . . . , p , x ∈ Rn} . (2.18)

Podmı́nku ‖x− x∗‖ ≤ ε zařad́ıme mezi ” hezká“ omezeńı.
Pak podle věty 2.7 existuj́ı u∗ ∈ Rm, v∗ ∈ Rp taková, že trojice (x∗, u∗, v∗) splňuje (GPO)pro úlohu
(2.18) v oboru

(
M̃ ∩

(
M̂ ∩ Vε (x∗)

))
× RI1

+ × RJ1 a je splněna komplementarita.

Odtud (x∗, u∗, v∗) splňuje (lokGPO)pro úlohu (2.1) v oboru (M̃ ∩ M̂) × RI1
+ × RJ1 a je splněna komple-

mentarita.

Q.E.D.

Vztah k úloze hledáńı globálńıho minima je následuj́ıćı.

Věta 2.11 (lokNLP ⇔ NLP):

i) Když x∗ je globálńı minimum úlohy (2.1), pak je také jej́ım lokálńım minimem.

ii) Necht’ M je konvexńı množina, f je konvexńı funkce. Potom, když x∗ je lokálńı minimum úlohy
(2.1), pak je také jej́ım globálńım minimem.
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Důkaz: Prvńı tvrzeńı plyne př́ımo z definice lokálńıho a globálńıho minima. Druhá část již byla ukázána
jako věta 2.15.

Q.E.D.

Věta 2.12 (lokGPO ⇔ GPO): Necht’ x∗ ∈ M, u∗ ∈ Rm, v∗ ∈ Rp a M̃ ⊃ M.

i) Když (x∗, u∗, v∗) splňuje (GPO)pro úlohu (2.1) v oboru (M̃ ∩ M̂)× RI1
+ × RJ1 , potom splňuje pro

úlohu (2.1) také (lokGPO)v oboru (M̃ ∩ M̂)× RI1
+ × RJ1 .

ii) Necht’ M̃ ⊃ M je konvexńı množina, funkce f, gj , j = 1, . . . ,m jsou konvexńı na M̃ a funkce
hk, k = 1, . . . , p jsou lineárńı na M̃. Když (x∗, u∗, v∗) splňuje (lokGPO)pro úlohu (2.1) v oboru
(M̃ ∩ M̂)× RI1

+ × RJ1 , potom splňuje pro úlohu (2.1) také (GPO)v oboru (M̃ ∩ M̂)× RI1
+ × RJ1 .

Důkaz: Prvńı tvrzeńı plyne př́ımo z definice (GPO)a (lokGPO). Druhé tvrzeńı muśıme dokázat.

Z definice (lokGPO)existuje δ > 0 takové, že trojice (x∗, u∗, v∗) splňuje (GPO)pro úlohu (2.1) v oboru
(Uδ (x∗) ∩ M̃ ∩ M̂)× RI1

+ × RJ1 .
Vezměme x ∈ M̃ ∩ M̂.
Množina M̃ ∩ M̂ je konvexńı a tak celá úsečka spojuj́ıćı body x a x∗ lež́ı v M̃ ∩ M̂.
Dále existuje 0 < λ < 1 tak, že y = λx∗ + (1− λ)x ∈ Uδ (x∗).
Z předpoklad̊u druhého tvrzeńı je Lagrangeova funkce L konvexńı v x. Plat́ı tedy

L (x;u∗, v∗) ≥ L (y;u∗, v∗) ≥ L (x∗;u∗, v∗) .

T́ım je podmı́nka (GPO)ukázána, nebot’ druhá část nerovnost́ı je shodná s (lokGPO).

Q.E.D.

2.4 Lokálńı podmı́nky optimality pro úlohu NLP

V této kapitole budeme uvažovat úlohu (2.1) a všechna omezeńı začleńıme do Lagrangeovy funkce. Na-
lezneme vhodnou otevřenou množinu M̃ ⊃ M a budeme uvažovat Lagrangeovu funkci na M̃× Rm

+ × Rp,
nebot’ M̂ = Rn, jako

L (x; u, v) = f(x) +
m∑

j=1

ujgj(x) +
p∑

k=1

vkhk(x). (2.19)

Budeme diskutovat lokálńı podmı́nky optimality.

Definice 2.13 Necht’ M̃ ⊃ M je otevřená množina a funkce f , gj , j = 1, . . . , m, hk, k = 1, . . . , p maj́ı
reálné hodnoty a konečné parciálńı derivace na M̃. Řı́káme, že trojice (x∗, u∗, v∗) ∈ M̃×Rm×Rp splňuje
lokálńı podmı́nky optimality (LPO) pro úlohu (2.1), jestlǐze plat́ı

i) př́ıpustnost: gj(x∗) ≤ 0, j = 1, 2, . . . , m, hk(x∗) = 0, k = 1, 2, . . . , p;

ii) komplementarita: u∗ ≥ 0,
∑m

j=1 u∗jgj(x∗) = 0;

iii) optimalita: ∇xL (x∗;u∗, v∗) = 0.
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Věta 2.14 (lokGPO ⇒ LPO): Necht’ M̃ ⊃ M je otevřená množina a funkce f , gj , j = 1, . . . ,m, hk, k =
1, . . . , p maj́ı reálné hodnoty a konečné parciálńı derivace na M̃. Když trojice (x∗, u∗, v∗) ∈ M̃×Rm ×Rp

splňuje (lokGPO)pro úlohu (2.1) v oboru M̃× Rm × Rp, potom splňuje (LPO)pro úlohu (2.1).

Důkaz: Podle věty 2.9 je x∗ lokálńı minimum úlohy (2.1). Tud́ıž jsou splněny podmı́nky i) i ii).
Vı́me, že x∗ je lokálńı minimum funkce L (•; u∗, v∗) na M̃. Funkce je diferencovatelná na M̃ a M̃ je otevřená
množina. Proto muśı být splněna podmı́nka iii).

Q.E.D.

Definujme několik pomocných pojmů.

Definice 2.15 Pro bod x ∈ M definujeme množinu index̊u aktivńıch omezeńı

B (x) = {j = 1, 2, . . . ,m : gj(x) = 0} (2.20)

a množinu směr̊u Z

Z (x) =





z ∈ Rn :
z>∇xgj(x) ≤ 0 , j ∈ B (x) ,

z>∇xhk(x) = 0 , k = 1, . . . , p,

z>∇xf(x) < 0





. (2.21)

Věta 2.16 (Základńı věta o lokálńıch podmı́nkách optimality): Necht’ M̃ ⊃ M je otevřená množina a
funkce f , gj , j = 1, . . . ,m, hk, k = 1, . . . , p maj́ı reálné hodnoty a konečné parciálńı derivace na M̃.
Vezměme x∗ ∈ M. Pak Z (x∗) = ∅ tehdy a jen tehdy, když existuj́ı u∗ ∈ Rm, v∗ ∈ Rp tak, že trojice
(x∗, u∗, v∗) splňuje body ii) a iii) z definice 2.13.

Důkaz: Vı́me, že x∗ ∈ M, a tak si stač́ı uvědomit následuj́ıćı řetězec ekvivalenćı.

Existuj́ı u∗ ∈ Rm
+ , v∗ ∈ Rp tak, že (x∗, u∗, v∗) splňuje ii) a iii).

m

Existuj́ı u∗ ∈ Rm
+ , v∗ ∈ Rp tak, že (x∗, u∗, v∗) splňuje

∇xf(x∗) +
m∑

j=1

u∗j∇xgj(x∗) +
p∑

k=1

v∗k∇xhk(x∗) = 0.

m∑

j=1

u∗jgj(x∗) = 0.

m
Existuj́ı u∗ ∈ Rm, u∗ ≥ 0, v∗ ∈ Rp splňuj́ıćı rovnice

m∑

j=1

u∗j∇xgj(x∗) +
p∑

k=1

v∗k∇xhk(x∗) = −∇xf(x∗),

m∑

j=1

u∗jgj(x∗) = 0.
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m
Existuj́ı u∗ ∈ Rm, u∗ ≥ 0, v∗ ∈ Rp, u∗j = 0 pro j 6∈ B (x∗) splňuj́ıćı rovnice

∑

j∈B(x∗)

u∗j∇xgj(x∗) +
p∑

k=1

v∗k∇xhk(x∗) = −∇xf(x∗).

m podle věty 1.11 (Farkasova věta)

Pro každé z ∈ Rn splňuj́ıćı

z>∇xgj(x∗) ≤ 0 , ∀ j ∈ B (x∗) ,

z>∇xhk(x∗) = 0 , ∀ k = 1, . . . , p,

plat́ı − z>∇xf(x∗) ≤ 0.

m
Z (x∗) = ∅.

Q.E.D.

Význam množiny Z (x) je v tom, že obsahuje všechny směry, které z bodu x směřuj́ı ”do množiny
M“ a účelová funkce přitom klesá. To znamená, že v bodě x by mohlo být minimum pouze v př́ıpadě,
když Z (x∗) = ∅. Toto však je, bohužel, pouze heuristická představa. Existuj́ı množiny pro něž naše
představa selhává. Směry z Z (x) totiž nemuśı v̊ubec směřovat do množiny M. Jako př́ıklad si můžeme
uvést kružnici a jej́ı libovolný bod. Muśıme proto uvažovat množiny, pro něž je naše představa v pořádku.
Jednu z vhodných možnost́ı nab́ıźı následuj́ıćı věta.

Věta 2.17: Necht’ M̃ ⊃ M je otevřená množina a funkce f , gj , j = 1, . . . , m, hk, k = 1, . . . , p maj́ı
reálné hodnoty a spojité parciálńı derivace na M̃.

Když je bod x∗ lokálńım minimem úlohy (2.1) a pro každé z ∈ Z (x∗) existuje spojitě diferencovatelná
vektorová funkce Ψ : R→ Rn, λ > 0 a θ0 > 0 s vlastnostmi:

Ψ(0) = x∗ , Ψ′(0) = λz , Ψ(θ) ∈ M , 0 < θ < θ0, pro θ0 > 0, (2.22)

potom Z (x∗) = ∅.

Důkaz: Necht’ je x∗ bod lokálńıho minima úlohy (2.1), z ∈ Z (x∗) a Ψ je vektorová funkce, která má
vlastnosti (2.22). Definujeme funkci

F (θ) = f(Ψ(θ)).

Pak F je spojitá funkce na [0, θ0) a má v bodě 0 lokálńı minimum, protože Ψ je spojitá funkce, Ψ(θ) ∈ M
pro všechna 0 ≤ θ < θ0 a x∗ je lokálńı minimum funkce f na M.
Proto pro malá θ > 0 plat́ı F (0) ≤ F (θ).
Tedy funkce F neklesá v bodě 0 a pro jej́ı derivaci plat́ı

0 ≤ F ′(0) = (Ψ′(0))>∇xf(Ψ(0)) = λz>∇xf(x∗).

To je však ve sporu s t́ım, že z ∈ Z (x∗).

Tud́ıž množina Z (x∗) = ∅.



Petr Lachout October 16, 2011:1200 61

Q.E.D.

Podmı́nkám, které pro x∗ lokálńı minimum úlohy (2.1) implikuj́ı, že je množina Z (x∗) prázdná, ř́ıkáme
podmı́nky regularity. V anglicky psané literatuře se použ́ıvá termı́n ” Constraint Qualification“.

Nejobecněǰśı podmı́nkou regularity, s kterou se seznámı́me, je Kuhnova-Tuckerova podmı́nka regula-
rity, která byla publikována již roku 1956.

Definice 2.18 Necht’ funkce f , gj , j = 1, . . . ,m, hk, k = 1, . . . , p jsou definované a spojitě diferencova-
telné na otevřené množině M̃ ⊃ M.

Řekneme, že v bodě x̃ ∈ M je splněna Kuhnova-Tuckerova podmı́nka regularity (K-T), když pro každé
z 6= 0, z ∈ Rn, které splňuje

z>∇xgj(x̃) ≤ 0 , j ∈ B (x̃) , z>∇xhk(x̃) = 0, k = 1, 2, . . . , p, (2.23)

existuje spojitě diferencovatelná vektorová funkce Ψ : R→ Rn, λ > 0 a θ0 > 0 s vlastnostmi:

Ψ(0) = x̃ , Ψ′(0) = λz, Ψ(θ) ∈ M , 0 < θ < θ0, pro θ0 > 0. (2.24)

Poznámka 2.19: Všimněme si, že (K-T) podmı́nka nezáviśı na funkci f , tedy je stejná pro maximalizačńı
i minimalizačńı úlohy.

♠

Věta 2.20 (lokNLP ⇒ LPO): Necht’ M̃ ⊃ M je otevřená množina a funkce f , gj , j = 1, . . . , m, hk, k =
1, . . . , p maj́ı reálné hodnoty a spojité parciálńı derivace na M̃. Necht’ v bodě x∗ ∈ M je lokálńı minimum
úlohy (2.1) a je v něm splněna Kuhnova-Tuckerova podmı́nka regularity (K-T).

Pak existuj́ı u∗ ∈ Rm, v∗ ∈ Rp takové, že trojice (x∗, u∗, v∗) ∈ M̃×Rm×Rp splňuje podmı́nky (LPO).

Důkaz: Podmı́nka (K-T) evidentně implikuje podmı́nku (2.22).
Proto podle věty 2.17 je množina Z (x∗) = ∅.
Což je podle věty 2.16 ekvivalentńı s (LPO).

Q.E.D.

Kuhnova-Tuckerova podmı́nka regularity je splněna v řadě běžných situaćı.

Věta 2.21: Necht’ gj, j = 1, . . . , m, hk, k = 1, . . . , p jsou lineárńı funkce. Pak Kuhnova-Tuckerova
podmı́nka regularity (K-T) je splněna v každém bodě množiny M.

Důkaz: Označme si gj(x) = α>j x + βj , hk(x) = a>k x + bk.
Vezměme x̃ ∈ M.
Necht’ směr z ∈ Rn, z 6= 0 splňuje

z>∇xgj(x̃) = z>αj ≤ 0 , ∀ j ∈ B (x̃) , z>∇xhk(x̃) = z>ak = 0 , ∀ k = 1, 2, . . . , p.

Definujeme Ψ(θ) = x̃ + θz, θ ∈ R a ukážeme, že takto definovaná vektorová funkce splňuje (2.24).

Evidentně Ψ(0) = x̃ a Ψ′(0) = z. Muśıme ještě ověřit, že Ψ(θ) ∈ M pro malá θ.
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1. Pro každé j ∈ B (x̃) a každé θ ≥ 0 plat́ı

gj(Ψ(θ)) = α>j Ψ(θ) + βj = α>j x̃ + βj + θα>j z = gj(x̃) + θα>j z ≤ 0,

nebot’ gj(x̃) = 0 a α>j z ≤ 0.

2. Pro každé j /∈ B (x̃) a každé θ ≥ 0 plat́ı

gj(Ψ(θ)) = α>j Ψ(θ) + βj = α>j x̃ + βj + θα>j z = gj(x̃) + θα>j z.

Vı́me, že gj(x̃) < 0. Definujme

θj = +∞ pokud α>j z ≤ 0,

= − gj(ex)

α>j z
pokud α>j z > 0.

3. Pro každé k = 1, 2, . . . , p a každé θ ≥ 0 plat́ı

hk(Ψ(θ)) = a>k Ψ(θ) + bk = a>k x̃ + bk + θa>k z = hk(x̃) + θa>k z = 0,

nebot’ hk(x̃) = 0 a a>k z = 0.

Odtud Ψ(θ) ∈ M pro každé θ ∈ [0, θ0], kde θ0 = min{θj , j /∈ B (x̃)}.

T́ım jsme ukázali, že podmı́nka (K-T) je splněna v každém bodě množiny M.

Q.E.D.

Připomeňme, že v tomto př́ıpadě je množina př́ıpustných řešeńı úlohy (2.1) konvexńı polyedrická
množina.

Věta 2.22: Necht’ gj, j = 1, . . . ,m jsou diferencovatelné konvexńı funkce a hk, k = 1, . . . , p jsou lineárńı
funkce. Když je splněna Slaterova podmı́nka, viz definice 2.6, pak Kuhnova-Tuckerova podmı́nka regularity
(K-T) je splněna v každém bodě množiny M.

Důkaz:

Q.E.D.

Definice 2.23 Řekneme, že v bodě x̃ ∈ M je splněna podmı́nka lineárńı nezávislosti (LI), jestlǐze vektory

(∇xgj(x̃) , j ∈ B (x̃) ,∇xhk(x̃) , k = 1, 2, . . . , p)

jsou lineárně nezávislé.

Věta 2.24: Když je v bodě x̃ ∈ M splněna podmı́nka lineárńı nezávislosti (LI) a funkce gj jsou spojité v
x̃ pro každé j 6∈ B (x̃), pak je v tomto bodě splněna Kuhnova-Tuckerova podmı́nka regularity (K-T).

Důkaz: Důkaz, viz [1]. Důkaz se oṕırá o větu ” o implicitńı funkci“.

Q.E.D.
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Poznámka 2.25: Podmı́nka lineárńı nezávislosti odpov́ıdá, v př́ıpadě úlohy o vázaném extrému, podmı́nce
na plnou hodnost matice (2.8).

♠

Uved’me si př́ıklad úlohy s bodem optima x̂, v němž neńı splněno (LI) ani (K-T) a přesto množina
Z (x̂) = ∅.

Př́ıklad 2.26: Uvažujme úlohu min
{
x2 : (1− x1)3 − x2 ≥ 0 , x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

}
.

Úloha má v každém bodě (t, 0), 0 ≤ t ≤ 1 globálńı minimum.
Soustřed’me se na bod x∗ = (1, 0).

Označme si funkce

f(x) = x2, g1(x) = −(1− x1)3 + x2, g2(x) = −x1, g3(x) = −x2.

Lagrangeova funkce je pro tuto úlohu tvaru

L (x; u) = f(x) + u1g1(x) + u2g2(x) + u3g3(x) = x2 − u1[(1− x1)3 − x2]− u2x1 − u1x2.

Ještě vypočtěme gradienty v bodě x∗

∇xf(x∗) =
(

0
1

)
, ∇xg1(x∗) =

(
0
1

)
, ∇xg2(x∗) =

(−1
0

)
, ∇xg3(x∗) =

(
0
−1

)
.

• V bodě x∗ neńı splněná podmı́nka lineárńı nezávislosti (LI), nebot’ množina aktivńıch omezeńı je
B (x∗) = {1, 3} a gradienty ∇xg1(x∗), ∇xg3(x∗) jsou lineárně závislé nebot’ ∇xg1(x∗) = −∇xg3(x∗).

• Také (K-T) podmı́nka neńı splněna. Např́ıklad směr z =
(
1
0

)
splňuje

z>∇xg1(x∗) = (1 0)
(

0
1

)
= 0, z>∇xg3(x∗) = (1 0)

(
0
−1

)
= 0.

Předpokládejme diferencovatelnou funkci Ψ a λ > 0 takové, že Ψ(0) = x∗, Ψ′(0) = λz =
(
λ
0

)
.

Pak však prvńı složka vektorové funkce muśı splňovat Ψ(θ)1 > 1 pro malá kladná θ.
To však znamená, že Ψ(θ) /∈ M pro malá kladná θ.
Pro směr z =

(
1
0

)
je tedy podmı́nka (K-T) porušena.

• Ale v bode x∗ je ∇xf(x∗) =
(
0
1

)
a

Z (x∗) =
{

z =
(

z1

z2

)
: z>∇xf(x∗) < 0 , z>∇xg1(x∗) ≤ 0 , z>∇xg3(x∗) ≤ 0

}

=
{

z =
(

z1

z2

)
: z>

(
0
1

)
= z2 < 0 , z>

(
0
1

)
= z2 ≤ 0 , z>

(
0
−1

)
= −z2 ≤ 0

}

= ∅.

Podle věty 2.16 v́ıme, že existuje u∗ ∈ R3 takové, že dvojice (x∗, u∗) splňuje (LPO).
Dosazeńım se lehce přesvědč́ıme, že např́ıklad vektor u∗ = (0, 0, 1)> má tuto vlastnost.

4

Samotné podmı́nky (LPO)nestač́ı k tomu, aby daný bod byl lokálńım minimem úlohy (2.1). Je třeba
přidat ještě daľśı podmı́nku.
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Definice 2.27 Necht’ f , gj , j = 1, . . . , m, hk, k = 1, . . . , p maj́ı reálné hodnoty a druhé parciálńı derivace
na nějaké otevřené množině M̃ ⊃ M.

Potom řekneme, že pro úlohu (2.1) a trojici (x∗, u∗, v∗) ∈ M× Rm × Rp je splněna
postačuj́ıćı podmı́nka 2.řádu (SOSC) (Second Order Sufficient Condition), když

u∗ ≥ 0

a pro libovolný směr z 6= 0, z ∈ Rn splňuj́ıćı

z>∇xgj(x∗) = 0 pro j ∈ B (x∗) , u∗j > 0,

z>∇xgj(x∗) ≤ 0 pro j ∈ B (x∗) , u∗j = 0,

z>∇xhk(x∗) = 0 pro k = 1, 2, . . . , p

plat́ı
z>∇2

x,xL (x∗; u∗, v∗) z > 0.

Věta 2.28 (LPO ⇒ lokNLP): Necht’ M̃ ⊃ M je otevřená množina a funkce f , gj, j = 1, . . . , m, hk,
k = 1, . . . , p maj́ı reálné hodnoty a spojité druhé parciálńı derivace na M̃.

Když trojice (x∗, u∗, v∗) ∈ M̃×Rm×Rp splňuje podmı́nky (LPO)a (SOSC) pro úlohu (2.1), pak x∗ je
bod ostrého lokálńıho minima úlohy (2.1).

Důkaz: Tvrzeńı ukážeme sporem.

Předpokládejme, že x∗ neńı bod ostrého lokálńıho minima úlohy (2.1).
Pak existuje posloupnost xβ ∈ M, xβ 6= x∗, která konverguje k x∗ a f(xβ) ≤ f(x∗).
Vybereme podposloupnost xβγ , γ ∈ N takovou, že

xβγ − x∗∥∥xβγ − x∗
∥∥ −→

j→+∞
η.

Funkce maj́ı spojité prvńı parciálńı derivace a tak z Rolleovy věty (” věta o středńı hodnotě“) existuj́ı
body θf,γ , θg,j,γ , j ∈ B (x∗), θh,k,γ , k = 1, 2, . . . , p lež́ıćı uvnitř intervalu, který spojuje body xβγ a x∗,
tak, že plat́ı

0 ≥ f(xβγ )− f(x∗) =
(
xβγ − x∗

)>∇xf(θf,γ) ,

0 ≥ gj(xβγ ) = gj(xβγ )− gj(x∗) =
(
xβγ − x∗

)>∇xgj(θg,j,γ) ,

0 = hk(xβγ ) = hk(xβγ )− hk(x∗) =
(
xβγ − x∗

)>∇xhk(θh,k,γ) .

Podmı́nky vyděĺıme normou
∥∥xβγ − x∗

∥∥. Po limitńım přechodu γ → +∞ dostáváme

0 ≥ η>∇xf(x∗) ,

0 ≥ η>∇xgj(x∗) ∀ j ∈ B (x∗) ,

0 = η>∇xhk(x∗) ∀ k = 1, 2, . . . , p .

V bodě x∗ jsou splněny podmı́nky (LPO), což znamená

0 = ∇xL (x∗; u∗, v∗) = ∇xf(x∗) +
m∑

j=1

u∗j∇xgj(x∗) +
p∑

k=1

v∗k∇xhk(x∗) .
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Odtud dostáváme

0 ≥ η>∇xf(x∗) = −
∑

u∗j >0

u∗j η>∇xgj(x∗) .

To však znamená, že

η>∇xf(x∗) = 0, η>∇xgj(x∗) = 0 ∀ j ∈ B (x∗) , u∗j > 0 .

Opět z Rolleovy věty existuje µγ , lež́ıćı uvnitř intervalu, který spojuje body xβγ a x∗, tak, že plat́ı

0 ≥ f(xβγ )− f(x∗) =

L
(
xβγ ; u∗, v∗

)− L (x∗;u∗, v∗) +
m∑

j=1

u∗j
(
gj(x∗)− gj(xβγ )

)
+

p∑

k=1

v∗k
(
kk(x∗)− hk(xβγ

)
)

=

L
(
xβγ ; u∗, v∗

)− L (x∗;u∗, v∗)−
∑

u∗j >0

u∗jgj(xβγ
) ≥

L
(
xβγ

; u∗, v∗
)− L (x∗;u∗, v∗) =

(
xβγ − x∗

)>∇xL (x∗; u∗, v∗) +
1
2

(
xβγ − x∗

)>∇2
x,xL (µγ ; u∗, v∗)

(
xβγ − x∗

)
=

1
2

(
xβγ − x∗

)>∇2
x,xL (µγ ;u∗, v∗)

(
xβγ − x∗

)
.

Nerovnost vyděĺıme 1
2

∥∥xβγ − x∗
∥∥2. Po limitńım přechodu γ → +∞ dostáváme

0 ≥ η>∇2
x,xL (x∗; u∗, v∗) η .

Takovýto směr však podle podmı́nky (SOSC) neexistuje. Dostali jsme se tedy do sporu.

Tud́ıž x∗ je bod ostrého lokálńıho minima úlohy (2.1).

Q.E.D.

Věta 2.29 (LPO ⇒ lokGPO): Necht’ x∗ ∈ M, M̃ ⊃ M je otevřená konvexńı množina a funkce f , gj, j =
1, . . . , m, hk, k = 1, . . . , p maj́ı reálné hodnoty na M̃. Necht’ existuje δ > 0 takové, že Uδ (x∗) ⊂ M̃, funkce
f, gj , j = 1, . . . , m jsou konvexńı a maj́ı spojité parciálńı derivace na Uδ (x∗) a funkce hk, k = 1, . . . , p
jsou lineárńı na Uδ (x∗).

Když existuj́ı u∗ ∈ Rm, v∗ ∈ Rp tak, že (x∗, u∗, v∗) splňuje (LPO)pro úlohu (2.1). Potom (x∗, u∗, v∗)
splňuje (lokGPO)pro úlohu (2.1) v oboru M̃ × Rm × Rp. Tato trojice pak automaticky splňuje podmı́nku
komplementarity pro NLP, tj.

∑
j∈I1

u∗jgj(x∗) = 0.

Důkaz: Z předpoklad̊u věty plyne, že Lagrangeova funkce je konvexńı v x na Uδ (x∗). Je splněno (LPO)a
tak pro x ∈ Uδ (x∗) plat́ı

L (x; u∗, v∗) ≥ L (x∗; u∗, v∗) + (x− x∗)>∇xL (x∗; u∗, v∗) = L (x∗; u∗, v∗) .

Dále pro u ∈ RI1 , u ≥ 0 a v ∈ RJ1 plat́ı

L (x∗;u, v) = L (x∗;u∗, v∗) +
m∑

j=1

(
uj − u∗j

)
gj(x∗) +

p∑

k=1

(vk − v∗k)hk(x∗)

= L (x∗;u∗, v∗) +
m∑

j=1

ujgj(x∗) ≤ L (x∗;u∗, v∗) .
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T́ım jsme ověřili, že (x∗, u∗, v∗) splňuje (lokGPO)pro úlohu (2.1) v oboru M̃ × Rm × Rp. a je splněna
komplementarita.

Q.E.D.

Definice 2.30 Když pro všechna j ∈ B (x∗) jsou u∗j > 0, pak mluv́ıme o silné komplementaritě.

Všimněme si speciálńıch př́ıpad̊u.

Př́ıklad 2.31: Necht’ f ∈ C2, M = {x ∈ Rn : Ax ≤ b}. Označme g(x) = Ax− b.
Lagrangeova funkce je

L (x; u) = f(x) + u>(Ax− b).

Podle věty 2.21 v́ıme, že v každém bodě množiny M je splněna podmı́nka (K-T).

(LPO)jsou tvaru:

i) Ax∗ − b ≤ 0;

ii) u∗ ≥ 0, (u∗)> (Ax∗ − b) = 0;

iii) ∇xf(x∗) + A>u∗ = 0;

Předpokládejme, že M 6= 0 a ∇2
x,xf(x) pozitivně definitńı pro všechna x ∈ Rn, tedy f je ryze konvexńı.

Potom (SOSC) plat́ı, protože pro libovolné y ∈ Rn, y 6= 0 je

y>∇2
x,xL(x∗, u∗)y = y>∇2

x,xf(x∗)y > 0.

Zjistili jsme, že pro tuto speciálńı úlohu je x∗ ∈ Rn bod lokálńıho minima f na M právě tehdy, když
existuje u∗ ≥ 0 takové, že dvojice (x∗, u∗) splňuje (LPO).

4

Př́ıklad 2.32: Uvažujme úlohu (LP) min
{
c>x : Ax = b , x ≥ 0

}
. Tedy

f(x) = c>x, hk(x) =
n∑

i=1

Ak,ixi − bk, k = 1, 2, . . . , n, gj(x) = −xi, j = 1, 2, . . . , n,

Lagrangeova funkce je
L (x; u, v) = c>x + v>(Ax− b)− u>x.

Podle věty 2.21 v́ıme, že v každém bodě množiny M je splněna podmı́nka (K-T).

Vypǐsme podmı́nky(LPO):

i) Ax∗ = b, x∗ ≥ 0;

ii) u∗ ≥ 0, (u∗)> x∗ = 0;

iii) c + A>v∗ − u∗ = 0.
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Z iii) plyne u∗ = c + A>v∗ ≥ 0, protože u∗ ≥ 0 a dále z ii) plat́ı

0 = (x∗)> u∗ = c>x∗ + (x∗)>A>v∗ = c>x∗ + b>v∗.

Polož́ıme-li y∗ = −v∗, (LPO)přejdou na tvar

i) Ax∗ = b, x∗ ≥ 0;

ii) b>y∗ = c>x∗;

iii) A>y∗ ≤ c.

Když x∗ je optimálńı řešeńı úlohy (LP), pak podle věty 2.20 splňuje (LPO). Což ale v tomto př́ıpadě
znamená, že existuje y∗ optimálńı řešeńı př́ıslušné duálńı úlohy.

Odvodili jsme tedy dualitu v LP. Zdánlivě jsme ji odvodili jednoduše, pouze s využit́ım vět 2.16 a
2.20. To je však opravdu jen zdánlivé, nebot’ při d̊ukazu věty 2.20 jsme využili Farkasovu větu, která je
s dualitou v LP ekvivalentńı.

4

Př́ıklad 2.33: Pokračujme ještě v př́ıkladě 2.32.
Množina index̊u aktivńıch omezeńı je B (x∗) = {j : x∗i = 0}.

Předpokládejme, že plat́ı silná komplementarita.
Pak (SOSC) ř́ıká, že neexistuje žádné z 6= 0 s vlastnost́ı Az = 0 a zj = 0 pro j ∈ B (x∗).
Uvedený požadavek znamená, že soustava AI×B(x∗)yB(x∗) = 0 má jediné řešeńı yB(x∗) = 0.
Tud́ıž AI×B(x∗) má lineárně nezávislé sloupce. To jsou ale sloupce v A odpov́ıdaj́ıćı kladným složkám
x∗i > 0 řešeńı x∗, tedy x∗i je bazické řešeńı.

4

Poznámka 2.34: Podmı́nky (LPO)pro úlohu (2.1) můžeme zapsat přehledně pomoćı gradient̊u Lagran-
geovy funkce (2.4):

i) ∇uL(x∗, v∗, u∗) ≤ 0, ∇vL(x∗, v∗, u∗) = 0;

ii) u∗ ≥ 0, (u∗)>∇uL(x∗, v∗, u∗) = 0;

iii) ∇xL(x∗, v∗, u∗) = 0.

♠
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2.5 Symetrická úloha NLP

V této kapitole se budeme zabývat druhým př́ıpadem, kdy umı́me jednoduše zformulovat (LPO). Budeme
uvažovat symetrickou úlohou nelineárńıho programováńı:

min {f(x) : gj(x) ≤ 0, j = 1, 2, . . . ,m, xi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n} (2.25)

Tuto úlohu budeme označovat SNLP.
Množinu všech př́ıpustných řešeńı opět označ́ıme

M = {x ∈ Rn : gj(x) ≤ 0, j = 1, 2, . . . ,m, xi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n} (2.26)

Uvědomme si, že pro symetrickou úlohu NLP se množina index̊u aktivńıch omezeńı rozpadne na dvě
části

B (x) = Bg (x) ∪Bx (x) , kde Bg (x) = {j : gj(x) = 0} , Bx (x) = {i : xi = 0}.
Také množina směr̊u Z má speciálńı tvar

Z (x∗) =
{
z ∈ Rn : z>∇xgj(x∗) ≤ 0, j ∈ Bg (x∗) , zi ≥ 0, i ∈ Bx (x∗) , z>∇xf(x∗) < 0

}
.

Pro symetrickou úlohu NLP (2.25) sestav́ıme ”zkrácený tvar“ Lagrangeovy funkce. Všechna omezeńı
určená funkcemi gj , j = 1, 2, . . . , m zařad́ıme do Lagrangeovy funkce a všechna omezeńı daná nezápornost́ı
proměnných ponecháme v podmı́nkách. Lagrangeova funkce má tedy tvar

LS (x; y) = f(x) +
m∑

j=1

yjgj(x) (2.27)

a uvažujeme ji pro x ∈ M̃, y ∈ Rm, x ≥ 0, y ≥ 0.
Pak pro symetrickou úlohu NLP (2.25) globálńı a lokálńı podmı́nky optimality maj́ı následuj́ıćı tvar.

Definice 2.35 Necht’ funkce f , gj, j = 1, 2, . . . ,m jsou definované na množině M̃ ⊃ M a x∗ ∈ Rn, y∗ ∈
Rm. Řekneme, že pro dvojici (x∗, y∗) jsou splněny globálńı podmı́nky optimality pro úlohu SNLP (SGPO)

pro symetrickou úlohu NLP (2.25) v oboru (M̃∩Rn
+)×Rm

+ , jestlǐze dvojice (x∗, y∗) je sedlový bod Lagran-
geovy funkce (2.27) v oboru (M̃ ∩ Rn

+)× Rm
+ , to znamená, že

x∗ ∈ M̃ , x∗ ≥ 0 , y∗ ≥ 0

a pro všechna x ∈ M̃, y ∈ Rm, x ≥ 0, y ≥ 0 plat́ı

LS (x; y∗) ≥ LS (x∗; y∗) ≥ LS (x∗; y) (2.28)

Definice 2.36 Necht’ funkce f , gj, j = 1, 2, . . . , m jsou definované a diferencovatelné na otevřené množině
M̃ ⊃ M a x∗ ∈ M̃, y∗ ∈ Rm. Řekneme, že pro dvojici (x∗, y∗) jsou splněny
lokálńı podmı́nky optimality pro symetrickou úlohu (SLPO) pro symetrickou úlohu NLP (2.25), jestlǐze
plat́ı

x∗ ≥ 0, ∇xLS(x∗, y∗) ≥ 0, (x∗)>∇xLS(x∗, y∗) = 0, (2.29)

y∗ ≥ 0, ∇yLS(x∗, y∗) ≤ 0, (y∗)>∇yLS(x∗, y∗) = 0. (2.30)

Věta 2.37 (SGPO ⇒ SNLP): Necht’ M̃ ⊃ M, funkce f , gj, j = 1, 2, . . . , m maj́ı reálné hodnoty na
množině M̃ a x∗ ∈ M̃. Když existuje y∗ ∈ Rm takové, že dvojice (x∗, y∗) splňuje (SGPO) pro úlohu
(2.25), pak je x∗ optimálńı řešeńı úlohy (2.25).
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Důkaz: Věta je speciálńım př́ıpadem věty 2.5.

Q.E.D.

Věta 2.38 (SGPO ⇒ SLPO): Necht’ M̃ ⊃ M je otevřená množina, funkce f , gj, j = 1, 2, . . . ,m maj́ı
reálné hodnoty a konečné parciálńı derivace na M̃ a x∗ ∈ Rn, y∗ ∈ Rm. Když dvojice (x∗, y∗) splňuje
podmı́nku (SGPO) v oboru (M̃ ∩ Rn

+)× Rp
+, pak splňuje také podmı́nku (SLPO).

Důkaz: Předpokládejme, že jsou podmı́nky (SGPO) splněny.

1. Podmı́nka (SGPO) ř́ıká, že x∗ ∈ M̃, x∗ ≥ 0 a funkce LS (•; y∗) nabývala svého minima na množině
M̃ ∩ Rn

+ v bodě x∗.

Pro derivaci Lagrangeovy funkce podle xi, i = 1, 2, . . . , n plat́ı

∂LS

∂xi
(x∗; y∗) = lim

t→0+

LS (x∗ + t ei; y∗)− LS (x∗; y∗)
t

≥ 0 .

Pokud x∗i > 0, pak plat́ı ještě

∂LS

∂xi
(x∗; y∗) = lim

t→0−
LS (x∗ + t ei; y∗)− LS (x∗; y∗)

t
≤ 0 .

T́ım je splněńı podmı́nky (2.29) dokázáno.

2. Podmı́nka (SGPO) ř́ıká, že y∗ ≥ 0 a funkce LS (x∗; •) nabývala svého maxima na množině Rp
+ v

bodě y∗.

Pro derivaci Lagrangeovy funkce podle yk, j = 1, 2, . . . , p plat́ı

∂LS

∂yk
(x∗; y∗) = lim

t→0+

LS (x∗; y∗ + t ek)− LS (x∗; y∗)
t

≤ 0 .

Pokud y∗k > 0, pak plat́ı ještě

∂LS

∂yk
(x∗; y∗) = lim

t→0−
LS (x∗; y∗ + t ek)− LS (x∗; y∗)

t
≥ 0 .

T́ım je splněńı podmı́nky (2.30) dokázáno.

T́ım jsou podmı́nky (SLPO) dokázány.

Q.E.D.

Věta 2.39 (SGPO ⇔ SLPO): Necht’ M̃ ⊃ M je otevřená konvexńı množina a funkce f , gj, j =
1, 2, . . . ,m maj́ı reálné hodnoty, jsou konvexńı a maj́ı spojité parciálńı derivace na M̃ a x∗ ∈ Rn, y∗ ∈ Rm.

Pak dvojice (x∗, y∗) splňuje podmı́nku (SGPO) v oboru (M̃∩Rn
+)×Rp

+ tehdy a jen tehdy, když splňuje
podmı́nku (SLPO).

Důkaz: Z předchoźı věty 2.38 v́ıme, že (SGPO) implikuje (SLPO). Stač́ı tedy ukázat opačnou implikaci.
Předpokládejme tedy, že dvojice (x∗, y∗) splňuje podmı́nku (SLPO).
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1. Funkce LS (•; y∗) je konvexńı na M̃. Proto s využit́ım (2.29), pro ńı plat́ı

LS (x; y∗) ≥ LS (x∗; y∗) + (x− x∗)>∇xLS(x∗, y∗)

= LS (x∗; y∗) + x>∇xLS(x∗, y∗) ≥ LS (x∗; y∗) ∀ x ∈ M̃ , x ≥ 0.

2. Funkce LS (x∗; •) je lineárńı na celém Rm a tak podle (2.30) plat́ı

LS (x∗; y) = LS (x∗; y∗) + (y − y∗)>∇yLS(x∗, y∗)
= LS (x∗; y∗) + y>∇yLS(x∗, y∗) ≤ LS (x∗; y∗) ∀ y ≥ 0.

T́ım je ukázáno, že dvojice (x∗, y∗) splňuje podmı́nku (SGPO).

Q.E.D.

Poznámka 2.40:
Otázka: Stač́ı předpokládat f, gj konvexńı ∀j a x∗ bod lokálńıho minima SNLP, aby existovalo y∗ takové,
že dvojice (x∗, y∗) splňuje podmı́nky (SGPO)?
Odpověd’: Nikoliv, ještě je zapotřeb́ı splnit vhodnou podmı́nku regularity.

Vı́me, že např́ıklad při splněńı Slaterovy podmı́nky, viz věta 2.7, již tato implikace plat́ı.

♠

Uved’me si ještě jeden ilustrativńı př́ıklad.

Př́ıklad 2.41: Uvažujme úlohu min
{−x : x2 ≤ 0, x ≥ 0

}
. Existuje pouze jediné př́ıpustné a tedy i

optimálńı řešeńı, x∗ = 0. Lagrangeova funkce má tvar LS (x; y) = −x + yx2.
Předpokládejme, že bod (0, y∗) splňuje (SGPO). Je tedy sedlovým bodem této Lagrangeovy funkce v

nezáporné oblasti, tj.
−x + y∗x2 ≥ 0; y∗ ≥ 0, ∀x ≥ 0.

Pak ovšem
y∗ ≥ 1

x
, ∀x > 0.

Takové y∗ však zřejmě neexistuje.

4

Věta 2.42 (SNLP ⇒ SGPO): Necht’ M̃ ⊃ M je otevřená konvexńı množina, funkce f, gj , j = 1, . . . , m

maj́ı reálné hodnoty a jsou konvexńı M̃ a úloha (2.25) splňuje Slaterovu podmı́nku.
Když x∗ je optimálńı řešeńı úlohy (2.25), potom existuje y∗ ∈ Rp tak, že dvojice (x∗, y∗) splňuje

podmı́nku (SGPO).

Důkaz: Tvrzeńı je speciálńım př́ıpadem věty 2.7.

Q.E.D.
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Věta 2.43 (SNLP ⇔ SLPO): Necht’ M̃ ⊃ M je otevřená konvexńı množina, funkce f, gj , j = 1, . . . , m

maj́ı reálné hodnoty, jsou konvexńı a maj́ı konečné parciálńı derivace na M̃ a úloha (2.25) splňuje Slate-
rovu podmı́nku.

Pak x∗ je minimem úlohy (2.25) tehdy a jen tehdy, když existuje y∗ ≥ 0 takové, že dvojice (x∗, y∗)
splňuje (SLPO).

Důkaz: Věta je spojeńım vět 2.39 a 2.42.

Q.E.D.

Při globálńıch podmı́nkách optimality se rozlǐsuje maximum a minimum (viz následuj́ıćı př́ıklad).

Př́ıklad 2.44: Řeš́ıme úlohu min
{−x2

1 − x2
2 : x1 + x2 ≤ 1, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

}
.

Sestavme Lagrangeovu funkci

LS (x; y) = −x2
1 − x2

2 + y1(x1 + x2 − 1).

Jestli si zakresĺıme množinu př́ıpustných řešeńı a ” vrstevnici“ účelové funkce {x ∈ R2 : −x2
1 − x2

2 = r},
tak je z obrázku vidět, že minimum je v bodech [1, 0] a [0, 1].

Podmı́nky (SLPO) pro bod (x∗, y∗) jsou

∇xLS(x∗1, x
∗
2, y

∗) =
(−2x∗1 + y∗

−2x∗2 + y∗

)
≥ 0, x∗1 ≥ 0, x∗2 ≥ 0,

(−2(x∗1)
2 + x∗1y

∗

−2(x∗2)2 + x∗2y∗

)
= 0, (2.31)

∇yLS(x∗1, x
∗
2, y

∗) = x∗1 + x∗2 − 1 ≤ 0, y∗ ≥ 0, x∗1y
∗ + x∗2y

∗ − y∗ = 0. (2.32)

Podmı́nky jsou evidentně splněné v bodě [0, 0, 0]. V počátku má ale účelová funkce maximum, nikoli
minimum.

4

2.6 Význam Lagrangeových multiplikátor̊u

Pod́ıvejme se ještě na interpretaci a praktický význam Lagrangeových multiplikátor̊u. Ukážeme si, že
umožňuj́ı odhadnout změnu optimálńı hodnoty účelové funkce při změně podmı́nek úlohy.

Věta 2.45 (Interpretace Lagrangeových multiplikátor̊u): Necht’ f, gj : Rn → R jsou konvexńı funkce pro
každé j = 1, 2, . . . , m a b(1), b(2) ∈ Rm. Uvažujeme dvě úlohy SNLP

min
{

f(x) : gj(x) ≤ b
(1)
j , j = 1, . . . ,m, , x ≥ 0 , x ∈ Rn

}
, (2.33)

min
{

f(x) : gj(x) ≤ b
(2)
j , j = 1, . . . , m, , x ≥ 0 , x ∈ Rn

}
. (2.34)

Předpokládejme, že Slaterova podmı́nka plat́ı pro obě úlohy a že obě úlohy maj́ı optimálńı řešeńı.
Označ́ıme-li x(1), x(2) optimálńı řešeńı úloh (2.33) resp. (2.34) a y(1), y(2) odpov́ıdaj́ıćı Lagrangeovy

multiplikátory, pak plat́ı odhady

p∑

j=1

(b(1)
j − b

(2)
j )y(1)

j ≤ f(x(2))− f(x(1)) ≤
p∑

j=1

(b(1)
j − b

(2)
j )y(2)

j (2.35)
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Důkaz: Důkaz spoč́ıvá ve správném dosazeńı do podmı́nek (SGPO). Sestavme Lagrangeovu funkci pro
úlohu (2.33)

L(1)(x, y) = f(x) +
p∑

j=1

yj(gj(x)− b
(1)
j ).

Protože v x(1) je optimálńı řešeńı (2.33), jsou pro dvojici (x(1), y(1)) splněné (SGPO). Použijeme jej́ı levou
větev

f(x) +
p∑

j=1

y
(1)
j (gj(x)− b

(1)
j ) ≥ f(x(1)) +

p∑

j=1

y
(1)
j (gj(x(1))− b

(1)
j ) , ∀x ≥ 0.

Vı́me, že
∑p

j=1 y
(1)
j (gj(x(1))− b

(1)
j ) = 0 a proto

f(x) +
p∑

j=1

y
(1)
j (gj(x)− b

(1)
j ) ≥ f(x(1)) , ∀x ≥ 0, (2.36)

Vztah (2.36) plat́ı pro všechna x ≥ 0, speciálně pro x(2). Jeho dosazeńım dostáváme nerovnost

f(x(2)) +
p∑

j=1

y
(1)
j (gj(x(2))− b

(1)
j ) ≥ f(x(1)).

Po úpravě a jelikož gj(x(2)) ≤ b
(2)
j dostáváme

f(x(2))− f(x(1)) ≥
p∑

j=1

y
(1)
j (b(1)

j − gj(x(2))) ≥
p∑

j=1

y
(1)
j (b(1)

j − b
(2)
j ).

což je levá strana nerovnosti (2.35).
Záměnou pořad́ı úloh dostaneme i pravou stranu nerovnosti (2.35).

Q.E.D.

Odhady ve větě 2.45 maj́ı ekonomickou interpretaci, využit́ı. Umožňuj́ı odhadnout vývoj optimálńı
hodnoty účelové funkce při změně omezeńı, např. zvýšeńı, sńıžeńı požadavku odběratele; zpř́ısněńı,
uvolněńı předpis̊u; rozš́ı̌reńı, redukci výroby; rozš́ı̌reńı, sńıžeńı kapacit sklad̊u; atd.

2.7 Zobecněńı lokálńıch podmı́nek optimality

K formulaci podmı́nek (LPO)je nutná diferencovatelnost uvažovaných funkćı. K tomu, aby byly ekviva-
lentńı s nalezeńım minima úlohy, stač́ı např́ıklad konvexnost funkćı. Podmı́nka konvexnosti funkćı se dá
zobecnit, např́ıklad podmı́nkami pseudo- nebo kvazi-konvexnost́ı. Dá se ale nahradit podmı́nka diferen-
covatelnosti?

Řeš́ıme úlohu s konvexńımi funkcemi f, gj , kde minimalizujeme f(x) za podmı́nek gj(x) = 0, j =
1, . . . , p. Explicitně nemáme zadanou nezápornost, proto Lagrangeova funkce bude tvaru

L̃(x, y) = f(x) +
p∑

j=1

yjgj(x).
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Pro tuto úlohu jsou podmı́nky (LPO)tvaru

∇xL̃(x∗, y∗) = 0 , (2.37)

∇yL̃(x∗, y∗) =




g1(x∗)
g2(x∗)

. . .
gm(x∗)


 ≤ 0, y∗ ≥ 0,

p∑

j=1

y∗j gj(x∗) = 0 . (2.38)

Úlohu vlastně řeš́ıme hledáńım volného extrému Lagrangeovy funkce v proměnné x.
Kdyby byly funkce konvexńı, ale nebyly by diferencovatelné, pak nutná podmı́nka optimality bude

0 ∈ ∂xL̃(x∗; y∗). Kde ∂xL̃(x∗; y∗) je subdiferenciál funkce L̃(•, y∗) v bodě x∗, viz definice 2.30.
Zobecněńı podmı́nky (2.37) má tvar 0 ∈ ∂f(x∗) +

∑p
j=1 y∗j ∂gj(x∗). To znamená, že

∃ α ∈ ∂f(x∗) , βj ∈ ∂gj(x∗) ∀j takové, že α +
p∑

j=1

βjy
∗
j = 0. (2.39)

Kalkulus pro subdiferenciál můžeme naj́ıt např́ıklad v [6].
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Kapitola 3

Kvadratické programováńı

Úlohou kvadratického programováńı nazýváme úlohu NLP

min
{

p>x +
1
2
x>Cx : gj(x) ≤ 0 , j = 1, . . . , m , hk(x) = 0, k = 1, . . . , p , x ∈ Rn

}
, (3.1)

kde C je pozitivně semidefinitńı matice a gj , j = 1, . . . , m, hk, k = 1, . . . , p jsou lineárńı funkce.
Pro jednoduchost budeme uvazovat symetrickou úlohu kvadratického programováńı

min
{

p>x +
1
2
x>Cx : Ax ≤ b, x ∈ Rn, x ≥ 0

}
. (3.2)

Množinu př́ıpustných řešeńı úlohy označ́ıme standardně

M = {x ∈ Rn : Ax ≤ b, x ≥ 0} . (3.3)

Máme tedy

f(x) = p>x +
1
2
x>Cx, g(x) = Ax− b.

Funkce f je konvexńı a diferencovatelná na celém Rn a množina př́ıpustných řešeńı je určena lineárńımi
podmı́nkami. Proto podle věty 2.21 úloha (3.2) splňuje Kuhnovu-Tuckerovu podmı́nku (K-T). Dále plat́ı

∇xf(x) = p + Cx, ∇2
x,xf(x) = C.

Při diferencováńı je třeba si uvědomit, že matice C je symetrická.
Praktická úloha však může být zadána tak, že matice C symetrická neńı. Tento nedostatek odstrańıme

jednoduše symetrizaćı matice C. Mı́sto matice C použijeme matici C̃ = 1
2 (C + C>), která již symetrická

je. Hodnota účelové funkce se t́ım nezměńı nebot’ x>C̃x = x>Cx (Rovnost vycháźı z faktu, že
x>Cx = x>C>x.).

Věta 3.1: Necht’ C je pozitivně semidefinitńı. Pak x∗ je optimálńı řešeńı úlohy kvadratického progra-
mováńı (3.1) tehdy a jen tehdy, když existuje y∗ ∈ Rm tak, že (x∗, y∗) splňuje

p + Cx∗ + A>y∗ ≥ 0, x∗ ≥ 0, (x∗)>
(
p + Cx∗ + A>y∗

)
= 0, (3.4)

Ax∗ − b ≤ 0, y∗ ≥ 0, (y∗)> (Ax∗ − b) = 0. (3.5)

75
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Důkaz: Zkrácená Lagrangeova funkce pro úlohu (3.1) je tvaru

LS(x, y) = p>x +
1
2
x>Cx + y>(Ax− b).

Gradient Lagrangeovy funkce podle x má tvar

∇xLS(x, y) = p + Cx + A>y.

Vid́ıme tedy, že podmı́nky (3.4), (3.5) nejsou nic jiného nežli podmı́nka (SLPO) pro úlohu (3.1).
Ekvivalence plyne z věty 2.43, nebot’ podle věty 2.21 je splněna Kuhnova-Tuckerova podmı́nka (K-T) a
f je konvexńı funkce.

Q.E.D.

3.1 Wolfeho algoritmus

Jedńım z algoritmů, který řeš́ı úlohu kvadratického programováńı, je Wolfeho algoritmus. Algoritmus je
založen na řešeńı podmı́nek (3.4), (3.5) z věty 3.1 pomoćı modifikované simplexové metody. Do vztah̊u
(3.4) a (3.5) zavedeme skluzové proměnné w, v tak, abychom źıskali rovnosti

Ax + w = b, w ≥ 0, (3.6)
Cx + A>y − v = −p, v ≥ 0. (3.7)

Pak podmı́nky komplementarity z podmı́nek (3.4), (3.5) přejdou na tvar

y>w = 0, x>v = 0. (3.8)

Wolfeho algoritmus

KROK 0: Nejprve najdeme př́ıpustnou bázi B ⊂ {x1, x2, . . . , xn, w1, w2, . . . , wm} pro nezáporné řešeńı
soustavy Ax + w = b. Když taková primárně př́ıpustná báze neexistuje, pak jdeme na END 1.

KROK 1: Sestav́ıme pomocnou úlohu

min

{
n∑

k=1

zk : Ax + w = b, Cx + A>y − v + Dz = −p,
x ≥ 0, y ≥ 0, w ≥ 0, v ≥ 0, z ≥ 0,

}
, (3.9)

kde D je diagonálńı matice, kterou definujeme následovně:

• jestli je
∑

j ck,jx (B)j > −pk pak dk,k = −1,

• jestli je
∑

j ck,jx (B)j < −pk pak dk,k = +1,

• a pokud je
∑

j ck,jx (B)j = −pk pak klademe dk,k = 1.

Polož́ıme L0 = B ∪ {z1, z2, . . . , zn}.
Pak L0 je př́ıpustná báze pro úlohu (3.9).

KROK 2: Řeš́ıme úlohu (3.9) pomoćı simplexového algoritmu s dodatečnou podmı́nkou na zařazeńı
proměnné do báze:

• Jestli je xk zařazeno v bázi, nesmı́me do báze zařadit složku vk.
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• Jestli je vk zařazeno v bázi, nesmı́me do báze zařadit složku xk.

• Je-li wj zařazeno v bázi, nesmı́me do báze zařadit yj .

• Je-li yj zařazeno v bázi, nesmı́me do báze zařadit wj .

Těmito podmı́nkami hĺıdáme komplementaritu, která neńı součást́ı úlohy (3.9).

Jako počátečńı bázi pro nastartováńı simplexového algoritmu použijeme L0.

Takto upravený simplexový algoritmus se vždy zastav́ı. Označme si konečnou nalezenou bázi Lkon.
Když

∑m
j=1 y (Lkon)j = 0, pak jdeme na END 2,

když
∑m

j=1 y (Lkon)j > 0, pak jdeme na END 3

END 1: Úloha (3.1) nemá př́ıpustné řešeńı.

END 2: Komponenta bazického řešeńı x (Lkon) je optimálńım řešeńım úlohy (3.1).

END 3: Algoritmus nenašel optimálńı řešeńı úlohy (3.1).

♦
Wolfeho algoritmus se sice vždy po konečně kroćıch zastav́ı, ale nemuśı vždy nalézti optimálńı řešeńı

úlohy (3.1). Je však známo, že Wolfeho algoritmus za dodatečné podmı́nky optimálńı řešeńı vždy nalezne.

Věta 3.2: Když C je pozitivně semidefinitńı a h (C|p) = h (C), pak Wolfeho algoritmus bud’ zjist́ı, že
neexistuje př́ıpustné řešeńı nebo nalezne optimálńı řešeńı úlohy (3.1).

Důkaz: Důkaz je možno nalézt v článku [Wolffe].

Q.E.D.

3.2 Kvadratické programováńı a souvislost s úlohou o projekci

Věta 3.3: Necht’ C je pozitivně definitńı matice. Pak je úloha kvadratického programováńı (3.1) ekviva-
lentńı, co do polohy optimálńıho řešeńı, s úlohou o projekci bodu volného minima funkce
f(x) = p>x + 1

2x>Cx na množinu M, při volbě normy

‖z‖2C = z>Cz.

Označ́ıme-li tedy bod volného minima funkce f symbolem x̃, pak jde o úlohu

min
x∈M

(x− x̃)>C(x− x̃). (3.10)

Důkaz: Bod volného minima funkce

p>x +
1
2
x>Cx =

1
2

(
x + C−1p

)>
C

(
x + C−1p

)− p>C−1p

je x̃ = −C−1p.
Po dosazeńı dostáváme vztah

(x− x̃)>C(x− x̃) = x>Cx− x>Cx̃− x̃>Cx + x̃>Cx̃

= x>Cx + 2x>CC−1p + p>C−1CC−1p

= x>Cx + 2p>x + p>C−1p .
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Minimalizace tohoto výrazu (po odstraněńı přebytečné konstanty a vyděleńı účelové funkce dvěma) vede
na úlohu (3.1), tj.

min
x∈M

1
2
x>Cx + p>x.

Q.E.D.

3.3 Význam kvadratického programováńı

3.3.1 Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

S úlohou kvadratického programováńı se setkáváme při výpočtu odhadu regresńıch koeficient̊u v modelu
lineárńı regrese pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u (OLS). Máme-li dodatečnou informaci o regresńıch
koeficientech vyjádřenou lineárńımi podmı́nkami Aβ = a, Bβ ≤ b, pak dostáváme úlohu

min





n∑

i=1


yi −

p∑

j=1

βjxi,j




2

: Aβ = a, Bβ ≤ b, β ∈ Rn





.

3.3.2 Markowitz̊uv model

Kvadratické programováńı má využit́ı též ve finančnictv́ı. Např́ıklad Markowitz̊uv model.
Uvažujme úlohu nalezeńı optimálńıho rozvržeńı investice do jednotlivých povolených aktivit. Označme

• T časové obdob́ı, na které investujeme.

• n počet uvažovaných investičńıch aktivit.

• x ∈ Rn vektor našich investic do jednotlivých aktivit na obdob́ı T .

• M ⊂ Rn je množina př́ıpustných investic. Obsahuje podmı́nky dané zákony, záměrem investora,
velikost́ı kapitálu určeného pro investice.

• ρ vektor výnos̊u z investičńıch aktivit. Výnosy jsou náhodné.

Naš́ım úkolem je ” maximalizovat“ výnos ρ>x. Výnos je náhodný, a tak neńı jasné, co to znamená. V
Markowitzově modelu uvažujeme maximalizaci středńıho výnosu E

[
ρ>x

]
= (E [ρ])> x. Skutečný náhodný

výnos však může být velmi odlǐsný od středńıho výnosu. Je proto potřeba ještě poč́ıtat s rizikem investice,
které se snaž́ıme minimalizovat. Markowitz navrhuje ve svém článku měřit riziko rozptylem portfólia
var

(
ρ>x

)
= x>var (ρ)x.

K úloze s náhodnými výnosy Markowitz přǐrazuje nenáhodnou úlohu optimalizovat dvě kritéria

maximalizovat (E [ρ])> x a zároveň minimalizovat x>var (ρ)x za podmı́nky x ∈ M.

Tento úkol lze ” splnit“ nebo lépe řečeno ” vysvětlit“ úlohami

max

{
(E [ρ])> x− λx>var (ρ)x :

n∑

i=1

xi = 1, x ∈ M

}
, λ > 0,

min

{
x>var (ρ)x : (E [ρ])> x ≥ k,

n∑

i=1

xi = 1, x ∈ M

}
, k ∈ R,

max

{
(E [ρ])> x : x>var (ρ)x ≤ η,

n∑

i=1

xi = 1, x ∈ M

}
, η > 0.
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Lze ukázat ekvivalenci mezi těmito úlohami v tom smyslu, že když řeš́ıme jednu z nich pro nějakou
hodnotu parametru, pak parametry u zbylých dvou úloh lze nastavit tak, že všechny tři úlohy maj́ı
shodná optimálńı řešeńı.

3.3.3 Aproximace

Kvadratické programováńı je také využ́ıváno k aproximaci složitěǰśıch úloh.
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Kapitola 4

Dopravńı problém

Jednou z klasických úloh lineárńıho programováńı je takzvaný dopravńı problém. Uved’me si nejdř́ıve
typický př́ıklad.

Uvažujme firmu (podnik, přepravce), která má zajistit přepravu nějaké suroviny ze skladovaćıch
mı́st (sklad̊u, mı́st těžby, atd.) k zákazńık̊um. Skladovaćı mı́sta označme i = 1, 2, . . . , n a zákazńıky
j = 1, 2, . . . , m. Zákazńıci maj́ı požadavky na minimálńı množstv́ı suroviny, které k nim muśı být
přepraveno. Označme si požadavek j-tého zákazńıka jako bj . Skladovaćı mı́sto i má kapacitu ai. Náklady
na přepravu jednotkového množstv́ı suroviny ze skladovaćıho mı́sta i k j-tému zákazńıkovi jsou ci,j .
Úkolem je navrhnout, zorganizovat rozvoz, přepravu suroviny tak, aby požadavky zákazńık̊u byly uspo-
kojeny, kapacity sklad̊u nebyly překročeny a celkové náklady na přepravu byly minimálńı.

Vznikne tak úloha

minimalizovat
∑m

i=1

∑n
j=1 ci,jxi,j

za podmı́nek
∑m

j=1 xi,j ≤ ai ∀ i = 1, . . . , n
∑n

i=1 xi,j ≥ bj ∀ j = 1, . . . , m

xi,j ≥ 0 ∀ i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m.

(4.1)

Tuto úlohu nazýváme uvolněný dopravńı problém.

Lemma 4.1 Pokud ai ≥ 0 pro všechna i = 1, . . . , n, bj ≥ 0 pro všechna j = 1, . . . , m
a

∑n
i=1 ai <

∑m
j=1 bj, pak úloha (4.1) nemá př́ıpustné řešeńı.

Důkaz: Daná podmı́nka znamená, že souhrn požadavk̊u zákazńık̊u převyšuje souhrnnou kapacitu všech
sklad̊u. Požadavky tedy nelze žádným zp̊usobem plně uspokojit.

Q.E.D.

Lemma 4.2 Pokud ai ≥ 0 pro všechna i = 1, . . . , n, bj ≥ 0 pro všechna j = 1, . . . , m
a

∑n
i=1 ai ≥

∑m
j=1 bj, pak úloha (4.1) má př́ıpustné řešeńı.

Důkaz: Rozvoz suroviny provedeme tak, že nejdř́ıve ze skladu č.1 po řadě uspokoj́ıme požadavky
zákazńık̊u č.1, 2, atd. dokud neńı zásoba ve skladu č.1 vyčerpána. Neuspokojené požadavky uspokoju-
jeme po řadě ze zásob ve skladu č.2 dokud tento se také nevyčerpá. Pak použijeme zásoby ze skladu
č.3, 4, atd. dokud nebudou všechny požadavky uspokojeny.
Jelikož souhrn kapacit všech sklad̊u neńı menš́ı nežli souhrn požadavk̊u zákazńık̊u, pak navrženým
zp̊usobem dokážeme uspokojit všechny požadavky.

81
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Q.E.D.

Postup, kterým jsme nalezli př́ıpustné řešeńı úlohy (4.1), je nazýván metoda severozápadńıho rohu.

Věta 4.3: Pokud ai ≥ 0 pro všechna i = 1, . . . , n, bj ≥ 0 pro všechna j = 1, . . . ,m
a

∑n
i=1 ai ≥

∑m
j=1 bj, pak úloha (4.1) má optimálńı řešeńı.

Důkaz: Podle lemmatu 4.2 má, za platnosti předpoklad̊u věty, úloha (4.1) př́ıpustné řešeńı.
Množina př́ıpustných řešeńı je kompaktńı, nebot’ je uzavřená a 0 ≤ xi,j ≤ ai pro všechna i = 1, . . . , n, j =
1, . . . , m.
Tud́ıž úloha (4.1) má optimálńı řešeńı, protože spojitá funkce má na neprázdném kompaktu globálńı
minimum.

Q.E.D.

Pokud v úloze (4.1) budeme vyžadovat splněńı všech podmı́nek jako rovnosti, pak mluv́ıme o
vyváženém dopravńım problému. Jedná se tedy o úlohu

minimalizovat
∑m

i=1

∑n
j=1 ci,jxi,j

za podmı́nek
∑m

j=1 xi,j = ai ∀ i = 1, . . . , n
∑n

i=1 xi,j = bj ∀ j = 1, . . . , m

xi,j ≥ 0 ∀ i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m.

(4.2)

Lemma 4.4 Pokud ai ≥ 0 pro všechna i = 1, . . . , n, bj ≥ 0 pro všechna j = 1, . . . , m
a

∑n
i=1 ai 6=

∑m
j=1 bj, pak úloha (4.2) nemá př́ıpustné řešeńı.

Důkaz: Daná podmı́nka znamená, že souhrn požadavk̊u zákazńık̊u je r̊uzný od souhrnu kapacitu
všech sklad̊u. Podmı́nky tedy nelze splnit všechny najednou jako rovnosti. Bud’ požadavek některého
ze zákazńık̊u nebude plně uspokojen, nebo v některém skladě z̊ustane nevyužitá zásoba suroviny.

Q.E.D.

Lemma 4.5 Pokud ai ≥ 0 pro všechna i = 1, . . . , n, bj ≥ 0 pro všechna j = 1, . . . , m
a

∑n
i=1 ai =

∑m
j=1 bj, pak úloha (4.2) má př́ıpustné řešeńı.

Důkaz: Př́ıpustné řešeńı lze opět nalézt metodou severozápadńıho rohu.

Q.E.D.

Věta 4.6: Pokud ai ≥ 0 pro všechna i = 1, . . . , n, bj ≥ 0 pro všechna j = 1, . . . ,m
a

∑n
i=1 ai =

∑m
j=1 bj, pak úloha (4.2) má optimálńı řešeńı.

Důkaz: Podle lemmatu 4.5 má, za platnosti předpoklad̊u věty, úloha (4.2) př́ıpustné řešeńı.
Množina př́ıpustných řešeńı je kompaktńı, nebot’ je uzavřená a 0 ≤ xi,j ≤ ai pro všechna i = 1, . . . , n, j =
1, . . . , m.
Tud́ıž úloha (4.2) má optimálńı řešeńı, protože spojitá funkce má na neprázdném kompaktu globálńı
minimum.
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Q.E.D.

Vyvážený dopravńı problém je úlohou lineárńıho programováńı ve standardńım tvaru. Lze proto k
nalezeńı jej́ıho optimálńıho řešeńı použ́ıt simplexovou metodu. Jetu však jeden háček, matice soustavy
podmı́nek je typu R(n+m)×(n·m) a má hodnost n + m − 1. Neńı tedy splněna podmı́nka plné řádkové
hodnosti, která je potřebná pro použit́ı simplexového algoritmu. V úloze vyváženého dopravńıho problému
však plat́ı, že vyškrtnut́ım jedné podmı́nky (je jedno které), źıskáme úlohu s matićı soustavy plné řádkové
hodnosti. Takže po vyškrtnut́ı jednoho omezeńı je možné použ́ıt simplexový algoritmus př́ımo. To však
neńı nutné, nebot’ existuje modifikace simplexového algoritmu, která využ́ıvá speciálńı struktury úlohy
vyváženého dopravńıho problému. Nyńı se s toto modifikaćı seznámı́me.

Nejdř́ıve si uvědomme tvar duálńı úlohy k úloze (4.2)

maximalizovat
n∑

i=1

aiui +
m∑

j=1

bjvj

za podmı́nek ui + vj ≤ ci,j ∀ i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m.
(4.3)

Modifikace simplexové metody pro vyvážený dopravńı problém je nazývána
metoda řádkových a sloupcových č́ısel. Je založena, ostatně jako každá modifikace simplexové metody,
na současném prověřováńı primárńı a duálńı př́ıpustnosti zvolené báze. Pro popis algoritmu si označ́ıme
J = {(i, j) : i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m}.

Nyńı popǐsme jednotlivé kroky algoritmu.

Metoda řádkových a sloupcových č́ısel

KROK 0: Nalezneme výchoźı primárně př́ıpustnou bázi L0 ⊂ J , card (L0) = n + m − 1. Např́ıklad
pomoćı metody severozápadńıho rohu.

KROK 1: Máme k dispozici primárně př́ıpustnou bázi Lt ⊂ J , card (Lt) = n+m−1. Vyřeš́ıme soustavu
rovnic

ui + vj = ci,j ∀ (i, j) ∈ Lt.

Výsledkem jsou řádková č́ısla u∗i , i = 1, . . . , m a sloupcová č́ısla v∗j , j = 1, . . . , n.

KROK 2: Pokud

u∗i + v∗j ≤ ci,j ∀ (i, j) ∈ J,

potom jdeme na END 1.

V opačném př́ıpadě najdeme (ι, κ) ∈ J takové, že u∗ι + v∗κ > cι,κ a pokračujeme KROK 3.

KROK 3: Najdeme cestu (i0, j0), (i1, j1), . . . , (i2D, j2D) ∈ J takovou, že

• i0 = i2D = ι, j0 = j2D = κ.

• Pro d = 0, 1, . . . , D je i2∗d+1 = i2∗d+2 a j2∗d = j2∗d+1.

• (i1, j1), (i2, j2), . . . , (i2D−1, j2D−1) ∈ Lt.

Najdeme ∆ ∈ {0, 1, . . . , D − 1} tak, že

x (Lt)i2∆+1,j2∆+1
= min

{
x (Lt)i2d+1,j2d+1

: d = 0, 1, . . . , D − 1
}

.

Polož́ıme Lt+1 = (Lt ∪ {(ι, κ)}) \ {(i2∆+1, j2∆+1)}.
Pak Lt+1 je primárně př́ıpustná báze a vraćıme se na KROK 1.
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END 1: Nalezená báze Lt je optimálńı a proto x (Lt) je optimálńım řešeńım úlohy (4.2).

♦
Algoritmus si demonstrujme na př́ıkladě.

Př́ıklad 4.7: Uvažujme dopravńı problém s třemi sklady S1, S2, S3 a čtyřmi zákazńıky Z1, Z2, Z3, Z4.
Kapacity sklad̊u jsou 5, 4, 3, požadavky zákazńık̊u 4, 2, 4, 2 a náklady na přepravu jednotky zbož́ı ze
skladu k zákazńıkovi jsou uvedeny v matici




2 2 1 1
1 1 2 1
1 2 1 2


 .

Př́ıklad vyřeš́ıme metodou řádkových a sloupcových č́ısel.
Nejdř́ıve nalezneme př́ıpustné bazické řešeńı pomoćı metody severozápadńıho rohu. Sestavme ta-

bulku

Z1 Z2 Z3 Z4 kapacita

S1

S2

S3

požadavek

5

4

3

4 2 4 2

Tabulku začneme vyplňovat od levého horńıho rohu (severozápad na mapě).

Z1 Z2 Z3 Z4 kapacita

S1

S2

S3

požadavek

5/ 1

4

3

4/ 2 4 2

4

Z1 Z2 Z3 Z4 kapacita

S1

S2

S3

požadavek

5/ 1/

4

3

4/ 2/ 1 4 2

4 1

Z1 Z2 Z3 Z4 kapacita

S1

S2

S3

požadavek

5/ 1/

4/ 3

3

4/ 2/ 1/ 4 2

4 1

1
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Postupně tak dospějeme k tabulce

Z1 Z2 Z3 Z4 kapacita

S1

S2

S3

požadavek

5/ 1/

4/ 3/

3/ 2/

4/ 2/ 1/ 4/ 1/ 2/

4 1

1 3

1 2

Př́ıpustné řešeńı jsme nalezli a tak můžeme zač́ıt hledat řešeńı optimálńı. Oṕı̌seme tabulku s nalezeným
př́ıpustným řešeńım a u každé veličiny si do levého horńıho rohu poznamenáme jej́ı koeficient v účelové
funkci

2 2 1 1

1 1 2 1

1 2 1 2

Z1 Z2 Z3 Z4 kapacita

S1

S2

S3

požadavek

5

4

3

4 2 4 2

4 1

1 3

1 2

Náklady na realizaci tohoto př́ıpustného řešeńı jsou

2 ∗ 4 + 2 ∗ 1 + 1 ∗ 1 + 2 ∗ 3 + 1 ∗ 1 + 2 ∗ 2 = 8 + 2 + 1 + 6 + 1 + 4 = 22.

Nyńı vypočteme řádková a sloupcová č́ısla a prověř́ıme kritérium optimality. Tabulku rozš́ı̌ŕıme o jeden
sloupec pro řádková č́ısla a o jednu řádku pro č́ısla sloupcová. Součet řádkového a sloupcového č́ısla
budeme zapisovat do pravého horńıho rohu k odpov́ıdaj́ıćı veličině.

2 2 1 1

1 1 2 1

1 2 1 2

u

0

-1

-2

v 2 2 3 4

2 2 3? 4?

1 1 2 3?

0 0 1 2

Z1 Z2 Z3 Z4 kapacita

S1

S2

S3

požadavek

5

4

3

4 2 4 2

4 1

1 3

1 2

Kritérium je porušeno u tř́ı veličin (v tabulce je u nesplněného kritéria otazńık). Je to pro indexy
(S1,Z3), (S1,Z4) a (S2,Z4). Kterýkoli z nich můžeme vybrat a zařadit do báze. Vyberme si (S1,Z3).
Hledaná cesta v tabulce je pak (S1, Z3) → (S2, Z3) → (S2, Z2) → (S1, Z2) → (S1, Z3). Po této cestě
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přesuneme jednu jednotku zbož́ı a znuluje se nám pozice (S1,Z2). Tu vyřad́ıme z báze a mı́sto ńı zařad́ıme
(S1,Z3). Přepočteme tabulku.

2 2 1 1

1 1 2 1

1 2 1 2

u

2

3

2

v 0 -2 -1 0

2 0 1 2?

3? 1 2 3?

2? 0 1 2

Z1 Z2 Z3 Z4 kapacita

S1

S2

S3

požadavek

5

4

3

4 2 4 2

4 1

2 2

1 2

Náklady na realizaci tohoto př́ıpustného řešeńı jsou

2 ∗ 4 + 1 ∗ 1 + 1 ∗ 2 + 2 ∗ 2 + 1 ∗ 1 + 2 ∗ 2 = 8 + 1 + 2 + 4 + 1 + 4 = 20.

Vybereme (S3,Z1), pak cesta v tabulce je (S3, Z1) → (S3, Z3) → (S1, Z3) → (S1, Z1) → (S3, Z1). Po
této cestě přesuneme jednu jednotku zbož́ı a znuluje se nám pozice (S3,Z3). Tu vyřad́ıme z báze a mı́sto
ńı zařad́ıme (S3,Z1). Přepočteme tabulku.

2 2 1 1

1 1 2 1

1 2 1 2

u

0

1

-1

v 2 0 1 3

2 0 1 3?

3? 1 2 4?

1 -1 0 2

Z1 Z2 Z3 Z4 kapacita

S1

S2

S3

požadavek

5

4

3

4 2 4 2

3 2

2 2

1 2

Náklady na realizaci tohoto př́ıpustného řešeńı jsou

2 ∗ 3 + 1 ∗ 2 + 1 ∗ 2 + 2 ∗ 2 + 1 ∗ 1 + 2 ∗ 2 = 6 + 2 + 2 + 4 + 1 + 4 = 19.

Vybereme (S2,Z4), pak cesta v tabulce bude docela dlouhá (S2, Z4) → (S3, Z4) → (S3, Z1) → (S1, Z1) →
(S3, Z1) → (S2, Z3) → (S2, Z4). Po této cestě přesuneme dvě jednotky zbož́ı a znuluj́ı se nám pozice
(S2,Z3) a (S3,Z4). Narazili jsme na degeneraci. Existuje řada zp̊usob̊u, jak postupovat při degeneraci
dále. Jednou z možnost́ı je náhodná volba mezi (S2,Z3) a (S3,Z4). Řekněme, že jsme se rozhodli z báze
vyřadit (S2,Z3) a v bázi ponechat (S3,Z4). Proto ponecháme v tabulce u (S3,Z4) vypsanou hodnotu nula.
Přepočteme tabulku.
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2 2 1 1

1 1 2 1

1 2 1 2

u

1

-1

0

v 1 2 0 2

2 3? 1 3?

0 1 -1 1

1 2 0 2

Z1 Z2 Z3 Z4 kapacita

S1

S2

S3

požadavek

5

4

3

4 2 4 2

1 4

2 2

3 0

Náklady na realizaci tohoto př́ıpustného řešeńı jsou

2 ∗ 1 + 1 ∗ 4 + 1 ∗ 2 + 1 ∗ 2 + 1 ∗ 3 + 2 ∗ 0 = 2 + 4 + 2 + 2 + 3 + 0 = 13.

Vybereme (S1,Z4), pak cesta v tabulce bude (S1, Z4) → (S3, Z4) → (S3, Z1) → (S1, Z1) → (S1, Z4).
Po této cestě přesuneme nula jednotek zbož́ı a pozice (S3,Z4) z báze vyřad́ıme. Přepočteme tabulku.

2 2 1 1

1 1 2 1

1 2 1 2

u

1

1

0

v 1 0 0 0

2 1 1 1

2? 1 1 1

1 0 0 0

Z1 Z2 Z3 Z4 kapacita

S1

S2

S3

požadavek

5

4

3

4 2 4 2

1 4 0

2 2

3

Náklady na realizaci tohoto př́ıpustného řešeńı jsou

2 ∗ 1 + 1 ∗ 4 + 1 ∗ 0 + 1 ∗ 2 + 1 ∗ 2 + 1 ∗ 3 = 2 + 4 + 0 + 2 + 2 + 3 = 13.

Kritérium je porušeno pouze v jednom př́ıpadě a tak do báze zařazujeme (S2,Z1), pak cesta v tabulce
bude (S2, Z1) → (S2, Z4) → (S1, Z4) → (S1, Z1) → (S2, Z2). Po této cestě přesuneme jednu jednotku
zbož́ı a pozice (S1,Z1) se znuluje a tak ji z báze vyřad́ıme. Přepočteme tabulku.
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2 2 1 1

1 1 2 1

1 2 1 2

u

0

0

0

v 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

Z1 Z2 Z3 Z4 kapacita

S1

S2

S3

požadavek

5

4

3

4 2 4 2

4 1

1 2 1

3

Kritérium optimality je splněno. Našli jsme tedy optimálńı plán dopravy:

• ze skladu S1 přepravit 4 jednotky zákazńıkovi Z3 a 1 jednotku zákazńıkovi Z4,

• ze skladu S2 přepravit 1 jednotku zákazńıkovi Z1, 2 zákazńıkovi Z2 a 1 jednotku zákazńıkovi Z4,

• ze skladu S3 přepravit 3 jednotky zákazńıkovi Z1.

Náklady na realizaci tohoto př́ıpustného řešeńı jsou

1 ∗ 4 + 1 ∗ 1 + 1 ∗ 1 + 1 ∗ 2 + 1 ∗ 1 + 1 ∗ 3 = 4 + 1 + 1 + 2 + 1 + 3 = 12.

4

Důležité poznatky:

• Hodnost matice soustavy pro dopravńı problém je m + n− 1, nedegenerovaná bazická řešeńı maj́ı
tedy m + n− 1 nenulových složek.

• Pro celoč́ıselné hodnoty pravých stran jsou všechna bazická řešeńı celoč́ıselná.

• Pro celoč́ıselné hodnoty pravých stran simplexová metoda (neboli metoda řádkových a sloupcových
č́ısel) nalezne vždy celoč́ıselné optimálńı řešeńı.

• Vždy existuje optimálńı řešeńı.

Podobné vlastnosti jako dopravńı problém maj́ı i daľśı speciálńı úlohy lineárńıho programováńı.
Např́ıklad úlohy o toku śıt́ı nebo některé daľśı optimalizačńı úlohy na grafech. I pro ně jsou známé
podmı́nky na vstupńı data, při kterých jsou všechna bazická př́ıpustná řešeńı celoč́ıselná. To znamená, že
simplexová metoda najde vždy celoč́ıselné optimálńı řešeńı. Věta o dualitě má pro tyto úlohy speciálńı
tvar a simplexová metoda speciálńı modifikaci.

Pro obecnou úlohu lineárńıho programováńı simplexová metoda nevede automaticky na celoč́ıselné
optimálńı řešeńı a celoč́ıselnosti řešeńı lze dosáhnout za cenu numericky dosti náročných dodatečných
postup̊u. Jedńım z nich je metoda větveńı a meźı, kterou použ́ıvá GAMS.

Na závěr kapitoly si ještě uved’me, že v př́ıpadě ci,j ≥ 0 pro všechna i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m
lze optimálńı řešeńı uvolněného dopravńıho problému nalézt řešeńım vhodného vyváženého dopravńıho
problému.
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Nejdř́ıve si uvědomme, že optimálńı bazická řešeńı úlohy (4.1) muśı nutně plnit požadavky odběratel̊u
přesně. Heuristicky můžeme ř́ıci, že ” Dodáńı nadbytečného množstv́ı suroviny je zbytečné. Pouze pro-
dražuje přepravu.“. Stač́ı tedy řešit úlohu

minimalizovat
∑m

i=1

∑n
j=1 ci,jxi,j

za podmı́nek
∑m

j=1 xi,j ≤ ai ∀ i = 1, . . . , n,
∑n

i=1 xi,j = bj ∀ j = 1, . . . , m,

xi,j ≥ 0 ∀ i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m.

(4.4)

Zavedeńım fiktivńıho odběratele č.m+1 s nulovými náklady na dopravu, tj. c1,m+1 = . . . = cn,m+1 = 0,
a s požadavkem bm+1 =

∑n
i=1 ai −

∑m
j=1 bj , dostaneme úlohu vyváženého dopravńıho problému

minimalizovat
∑m

i=1

∑n
j=1 ci,jxi,j

za podmı́nek
∑m+1

j=1 xi,j = ai ∀ i = 1, . . . , n,
∑n

i=1 xi,j = bj ∀ j = 1, . . . , m + 1,

xi,j ≥ 0 ∀ i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m + 1.

(4.5)

Nalezeńım optimálńıho řešeńı úlohy (4.5), např. metodou řádkových a sloupcových č́ısel, nalezneme
optimálńı řešeńı úlohy (4.1).
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Kapitola 5

Hry dvou hráč̊u s nulovým součtem

V této kapitole se budeme zabývat teoríı her dvou hráč̊u s nulovým součtem.

Definice 5.1 Trojici {X,Y; K} nazveme hrou dvou hráč̊u s nulovým součtem, když
X jsou strategie I. hráče, Y jsou strategie II. hráče a K : X× Y → R je výplata I. hráče.

To znamená, že když I. hráč zvoĺı strategii x ∈ X a II. hráč zvoĺı strategii y ∈ Y, pak výplata I. hráče
je K (x, y) a výplata II. hráče je −K (x, y).

Hra je hrána tak, že ani jeden z hráč̊u při volbě své strategie nemá k dispozici žádnou informaci o
volbě protihráče. Oba hráči zahraj́ı své zvolené strategie a výplatńı funkce urč́ı výhru či prohru hráče.

Jako př́ıklad her dvou hráč̊u s nulovým součtem si můžeme uvést šachy, dámu, hru ” kámen-n̊užky-
paṕır“, atd. Jako hru můžeme také chápat p̊usobeńı lidské společnosti na př́ırodu, ekonomicko-politický
vztah dvou sousedńıch stát̊u, sestaveńı výrobńıho plánu podniku (zde je protihráčem okolńı ekonomické
prostřed́ı), atd.

Definice 5.2 Pro {X,Y; K} hru dvou hráč̊u s nulovým součtem definujeme

horńı oceněńı hry v∗ = inf
y∈Y

sup
x∈X

K (x, y) , (5.1)

dolńı oceněńı hry v∗ = sup
x∈X

inf
y∈Y

K (x, y) , (5.2)

horńı cenu hry v = min
y∈Y

sup
x∈X

K (x, y) , (5.3)

dolńı cenu hry v = max
x∈X

inf
y∈Y

K (x, y) . (5.4)

Pokud dolńı a horńı cena hry existuje a plat́ı v = v, pak ř́ıkáme, že hra má cenu v = v = v.
Řekneme, že

x̂ ∈ X je optimálńı strategie I. hráče, pokud ∀ y ∈ Y : K (x̂, y) ≥ v∗, (5.5)
ŷ ∈ Y je optimálńı strategie II. hráče, pokud ∀x ∈ X : K (x, ŷ) ≤ v∗. (5.6)

Uvědomme si význam a d̊uležité vztahy mezi zavedenými pojmy.
Nejprve si povšimněme, že horńı oceněńı hry je vlastně nejnižš́ı zaručená výhra I. hráče, pokud by

před volbou své strategie znal přesně strategii zvolenou II. hráčem. Obdobně dolńı oceněńı hry je vlastně
nejvyšš́ı zaručená prohra II. hráče, pokud by před volbou své strategie znal přesně strategii zvolenou
I. hráčem.

Nyńı již ke vztah̊um mezi zavedenými pojmy.

91
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Lemma 5.3 Pro každou {X, Y;K} hru dvou hráč̊u s nulovým součtem vždy existuje jej́ı dolńı i horńı
oceněńı. Nav́ıc plat́ı v∗ ≤ v∗.

Důkaz: Pro každé x̃ ∈ X, ỹ ∈ Y plat́ı odhady

inf
y∈Y

K (x̃, y) ≤ K (x̃, ỹ) ,

sup
x∈X

inf
y∈Y

K (x, y) ≤ sup
x∈X

K (x, ỹ) ,

v∗ = sup
x∈X

inf
y∈Y

K (x, y) ≤ inf
y∈Y

sup
x∈X

K (x, y) = v∗.

Q.E.D.

Lemma 5.4 Necht’ {X, Y;K} je hra dvou hráč̊u s nulovým součtem. Pak plat́ı.

i) Existuje alespoň jedna optimálńı strategie I. hráče tehdy a jen tehdy, když existuje dolńı cena hry.

ii) Existuje alespoň jedna optimálńı strategie II. hráče tehdy a jen tehdy, když existuje horńı cena
hry.

Důkaz:

1. Necht’ x̂ ∈ X je optimálńı strategie prvého hráče. Pak plat́ı

v∗ ≤ inf
y∈Y

K (x̂, y) ≤ sup
x∈X

inf
y∈Y

K (x, y) = v∗.

Tud́ıž hra má dolńı cenu a plat́ı

v∗ = inf
y∈Y

K (x̂, y) = max
x∈X

inf
y∈Y

K (x, y) = v.

2. Necht’ má hra dolńı cenu. Pak existuje x̂ ∈ X takové, že plat́ı

v∗ = max
x∈X

inf
y∈Y

K (x, y) = inf
y∈Y

K (x̂, y) .

Tud́ıž plat́ı

v∗ ≤ inf
y∈Y

K (x̂, y)

a to znamená, že x̂ je optimálńı strategie I. hráče.

Ekvivalentńı vyjádřeńı existence optimálńı strategie II. hráče se ukáže obdobně.

Q.E.D.

Věta 5.5: Necht’ {X, Y; K} je hra dvou hráč̊u s nulovým součtem. Když X, Y jsou kompaktńı metrické
prostory a K je spojitá funkce, pak existuje dolńı i horńı cena hry. Nav́ıc plat́ı

pro každé x ∈ X existuje y∗(x) ∈ Y tak, že K (x, y∗(x)) = min
y∈Y

K (x, y) ∈ R, (5.7)

pro každé y ∈ Y existuje x∗(y) ∈ X tak, že K (x∗(y), y) = max
x∈X

K (x, y) ∈ R, (5.8)

v = max
x∈X

min
y∈Y

K (x, y) ∈ R, (5.9)

v = min
y∈Y

max
x∈X

K (x, y) ∈ R. (5.10)
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Důkaz: Stač́ı ukázat tvrzeńı pouze pro dolńı cenu hry. Pro horńı cenu hry je situace obdobná.

1. Výplatńı funkce je spojitá a X×Y je kompakt. Pak výplatńı funkce nabývá na X×Y svého maxima
a minima, to znamená

max
x∈X,y∈Y

K (x, y) ∈ R, min
x∈X,y∈Y

K (x, y) ∈ R.

Tud́ıž v∗,v∗ ∈ R.

2. Vezměme x ∈ X. Z předchoźıho bodu d̊ukazu v́ıme, že infy∈Y K (x, y) ∈ R.

Pak existuje posloupnost y(n) ∈ Y, n ∈ N taková, že K
(
x, y(n)

)
< infy∈Y K (x, y) + 1

n .

Množina Y je kompaktńı, a proto existuje hromadný bod této posloupnosti; označme jej y∗.

Existuje tedy nějaká podposloupnost s vlastnost́ı y(nk) −→
k→+∞

y∗ ∈ Y.

Spojitost výplatńı funkce zajǐst’uje K
(
x, y(nk)

) −→
k→+∞

K (x, y∗).

Zároveň K
(
x, y(nk)

) −→
k→+∞

infy∈Y K (x, y) a tud́ıž K (x, y∗) = miny∈Y K (x, y).

3. Již v́ıme, že v∗ = supx∈X miny∈Y K (x, y).

Existuje proto posloupnost x(n) ∈ X, ỹ(n) ∈ Y, n ∈ N taková, že

inf
y∈Y

K
(
x(n), y

)
> v∗ − 1

n
, K

(
x(n), ỹ(n)

)
= inf

y∈Y
K

(
x(n), y

)
.

Z kompaktnosti množiny X× Y existuje (x∗, y∗) ∈ X× Y hromadný bod posloupnosti (x(n), ỹ(n)).

Existuje tedy nějaká podposloupnost s vlastnost́ı x(nk) −→
k→+∞

x∗ ∈ X, ỹ(nk) −→
k→+∞

y∗ ∈ Y.

Spojitost výplatńı funkce zajǐst’uje K
(
x(nk), ỹ(nk)

) −→
k→+∞

K (x∗, y∗) a

∀ y ∈ Y K (x∗, y∗) = lim
k→+∞

K
(
x(nk), ỹ(nk)

)
≤ lim

k→+∞
K

(
x(nk), y

)
= K (x∗, y) .

Tud́ıž K (x∗, y∗) = miny∈Y K (x∗, y).

Zároveň K
(
x(nk), ỹ(nk)

) −→
k→+∞

v∗ a tud́ıž K (x∗, y∗) = v∗.

Ověřili jsme, že dolńı cena hry existuje a že plat́ı v = K (x∗, y∗) = maxx∈X miny∈Y K (x, y) ∈ R.

Q.E.D.

Věta 5.6: Hra {X,Y; K} má cenu tehdy a jen tehdy, když jej́ı výplatńı funkce K má sedlový bod, tj. existuje
x̂ ∈ X a ŷ ∈ Y takové, že

∀ x ∈ X, ∀ y ∈ Y plat́ı K (x, ŷ) ≤ K (x̂, ŷ) ≤ K (x̂, y) . (5.11)

Pak x̂ je optimálńı strategie I. hráče, ŷ je optimálńı strategie II. hráče a cena hry je v = K (x̂, ŷ).

Důkaz:
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1. Necht’ má hra cenu. Pak v́ıme, že pro oba hráče existuj́ı optimálńı strategie x̂ ∈ X, ŷ ∈ Y a

∀ x ∈ X, ∀ y ∈ Y plat́ı K (x, ŷ) ≤ v ≤ K (x̂, y) .

Odtud K (x̂, ŷ) ≤ v ≤ K (x̂, ŷ) neboli v = K (x̂, ŷ).

Jinak řečeno, bod (x̂, ŷ) je sedlový bod výplatńı funkce K.

2. Necht’ bod (x̂, ŷ) je sedlový bod výplatńı funkce K.

Pak plat́ı

K (x̂, ŷ) = min
y∈Y

K (x̂, y) ≤ sup
x∈X

inf
y∈Y

K (x, y) = v∗,

K (x̂, ŷ) = max
x∈X

K (x, ŷ) ≥ inf
y∈Y

sup
x∈X

K (x, y) = v∗.

Vzhledem k tomu, že vždy v∗ ≤ v∗, jsme zjistili, že

K (x̂, ŷ) = max
x∈X

inf
y∈Y

K (x, y) = min
y∈Y

sup
x∈X

K (x, y) = v∗ = v∗ = v = v = v.

Hra má tedy cenu v = K (x̂, ŷ), x̂ je optimálńı strategie I. hráče a ŷ je optimálńı strategie II. hráče.

Q.E.D.

Věta 5.7 (O minimaxu): Necht’ {X, Y; K} je hra dvou hráč̊u s nulovým součtem. Když X ⊂ Rn, Y ⊂ Rm

jsou neprázdné kompaktńı konvexńı množiny a K je spojitá funkce, konkávńı v x a konvexńı v y, pak
existuje cena hry a každý z hráč̊u má alespoň jednu optimálńı strategii.

Důkaz: Viz [6].

Q.E.D.

Povšimněme si, že globálńı podmı́nky optimality pro úlohu (NLP), viz definice 2.4, navržené jako
postup pro řešeńı úlohy (NLP), jsou vlastně speciálńım př́ıpadem hry dvou hráč̊u s nulovým součtem.
My, jako řešitelé úlohy (NLP), vystupujeme jako II.hráč a vyb́ıráme vhodné Lagrangeovy multiplikátory,
I.hráč (Př́ıroda, ” náš nepř́ıtel“) vyb́ırá př́ıpustné řešeńı úlohy (NLP) a Lagrangeova funkce je výplatńı
funkćı této hry. Věty 5.7, 2.5 a 2.7 jsou si tud́ıž velmi bĺızko. Nejsou však jedna zvláštńım př́ıpadem
druhé, nebot’ maj́ı r̊uzné předpoklady. Věta 5.7 vyžaduje kompaktnost množin př́ıpustných strategíı, což
by byl omezuj́ıćı předpoklad na úlohu (NLP).

5.1 Maticové hry

Speciálńım typem her dvou hráč̊u s nulovým součtem jsou hry maticové.

Definice 5.8 Budeme ř́ıkat, že {X, Y; A} je maticová hra, jestlǐze A ∈ Rn×m je matice,

X =

{
x ∈ Rn :

n∑

i=1

xi = 1, xi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n

}
, (5.12)

Y =



y ∈ Rm :

m∑

j=1

yj = 1, yj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , m



 , (5.13)

jestlǐze {X, Y; K} je hra dvou hráč̊u s nulovým součtem, kde K (x, y) = x>Ay.
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Lemma 5.9 Množiny X, Y jsou simplexy a jsou tedy kompaktńı konvexńı množiny.

Důkaz: Množiny strategíı jsou evidentně simplexy.

Q.E.D.

Věta 5.10: Maticová hra má vždy cenu a každý z hráč̊u má vždy alespoň jednu optimálńı strategii.

Důkaz: Výplatńı funkce K (x, y) = x>Ay je lineárńı v x, lineárńı v y a množiny strategíı obou hráč̊u
jsou neprázdné konvexńı kompakty. Předpoklady věty 5.7 jsou splněny a proto existuje cena hry a každý
z hráč̊u má alespoň jednu optimálńı strategii.

Q.E.D.

Věta 5.11: Necht’ {X, Y; A} je maticová hra a v ∈ R, x∗ ∈ X, y∗ ∈ Y.
Pak hra má cenu v, x∗ je optimálńı strategie I. hráče a y∗ je optimálńı strategie II. hráče tehdy a jen

tehdy, když v = (x∗)>Ay∗, (x∗)>A ≥ (v,v, . . . ,v) a Ay∗ ≤ (v,v, . . . ,v)>.

Důkaz: Podle věty 5.6 v́ıme, že hra má cenu v, x∗ je optimálńı strategie I. hráče a y∗ je optimálńı
strategie II. hráče tehdy a jen tehdy, když v = (x∗)>Ay∗ a (x∗, y∗) je sedlový bod výplatńı funkce
K (x, y) = x>Ay. K dokončeńı d̊ukazu si proto stač́ı pouze uvědomit, že

(x∗)>A ≥ (v,v, . . . ,v) ⇐⇒ ∀ y ∈ Y : (x∗)>Ay ≥ v,

Ay∗ ≤ (v,v, . . . ,v)> ⇐⇒ ∀ x ∈ X : x>Ay∗ ≤ v.

Q.E.D.

Lemma 5.12 Necht’ {X, Y; A} je maticová hra, která má cenu v a x̂ ∈ X, ŷ ∈ Y jsou optimálńı strategie
I. a II. hráče.

i) Když x̂i > 0, pak (Aŷ)i = v.

ii) Když ŷj > 0, pak (x̂>A)j = v.

Důkaz: Plyne okamžitě z toho, že x̂>Aŷ = v, Aŷ ≤ (v,v, . . . ,v)>, x̂>A ≥ (v,v, . . . ,v)>,
∑n

i=1 x̂i = 1,
x̂ ≥ 0,

∑m
j=1 ŷj = 1, ŷ ≥ 0.

Q.E.D.

Definice 5.13 Řı́káme, že maticová hra {X,Y; A} je spravedlivá, jestlǐze má nulovou cenu, tj. v = 0.

Definice 5.14 Řı́káme, že maticová hra {X,Y; A} je symetrická, jestlǐze X = Y a A = −A>.

Věta 5.15: Symetrická maticová hra {X,Y; A} je spravedlivá a oba hráči maj́ı shodnou množinu op-
timálńıch strategíı.



96 MP October 16, 2011:1200

Důkaz: Uvědomme si, že pro x ∈ X = Y plat́ı x>Ax = −x>A>x = −x>Ax. A tud́ıž x>Ax = 0.
Jde tedy o spravedlivou hru, nebot’ cena hry je nulová.

Necht’ x̂ ∈ X = Y je optimálńı strategie I. hráče.
To je ekvivalentńı s t́ım, že (x̂)>A ≥ 0>.
To je ekvivalentńı s t́ım, že Ax̂ = −A>x̂ ≤ 0.
To je ekvivalentńı s t́ım, že x̂ je optimálńı strategie II. hráče.

Q.E.D.

Definice 5.16 Necht’ a, b ∈ Rn. Budeme ř́ıkat, že a ostře dominuje b pokud ai > bi pro každé i =
1, 2, . . . , n.

Věta 5.17: Necht’ {X, Y; A} je maticová hra.

• Když řádek matice Ak,• je ostře dominován nějakou konvexńı lineárńı kombinaćı ostatńıch řádk̊u,
pak každá optimálńı strategie I. hráče x̂ ∈ X má x̂k = 0.

• Když sloupec matice A•,k ostře dominuje nějakou konvexńı lineárńı kombinaci ostatńıch sloupc̊u,
pak každá optimálńı strategie II. hráče ŷ ∈ Y má ŷk = 0.

Speciálně:

• Když řádek matice Ak,• je ostře dominován řádkem Al,•, pak každá optimálńı strategie I. hráče
x̂ ∈ X má x̂k = 0.

• Když sloupec matice A•,k ostře dominuje sloupec A•,l, pak každá optimálńı strategie II. hráče ŷ ∈ Y
má ŷk = 0.

Důkaz: Tvrzeńı věty je ekonomicky jasné. I.hráč nebude využ́ıvat strategii, když má k dispozici kombi-
naci strategíı, při ńıž źıská v́ıce bez ohledu na to, jak bude postupovat II.hráč. Obdobně II.hráč nebude
využ́ıvat strategii, když má k dispozici kombinaci strategíı, při ńıž źıská v́ıce (I.hráč źıská méně) bez
ohledu na to, jak bude postupovat I.hráč.

Q.E.D.

Př́ıklad 5.18:



3 2 4 0
3 4 2 3
6 5 5 1
1 4 0 7


 −→




3 4 2 3
6 5 5 1
1 4 0 7


 −→

(
6 5 5 1
1 4 0 7

)
−→

(
5 1
0 7

)
.

Tud́ıž optimálńı strategie stač́ı hledat ve tvaru x̂ = (0, 0, x3, x4)
>, ŷ = (0, 0, y3, y4)

> a strategie (x3, x4)
>,

(y3, y4)
> jsou optimálńımi strategiemi pro hru s výplatńı matićı

(
5 1
0 7

)
.

Pro optimálńı strategie plat́ı

5x3 ≥ v, x3 + 7x4 ≥ v, 5y3 + y4 ≤ v, 7y4 ≤ v,

x3 + x4 = 1, y3 + y4 = 1, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, y3 ≥ 0, y4 ≥ 0,
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Což vede k tomu, že

min{5x3, x3 + 7x4} = v = max{5y3 + y4, 7y4}.

Využit́ım toho, že x4 = 1− x3, źıskáme

min{5x3, 7− 6x3} = v.

Levá strana rovnosti je funkćı x3. Můžeme si ji nakreslit a z obrázku vid́ıme, že nabývá svého maxima,
když plat́ı rovnost 5x3 = 7− 6x3. Odtud již dostáváme x3 = 7

11 , x4 = 4
11 a v = 35

11 .
Obdobným zp̊usobem nebo z komplementarity dopočteme y3 = 6

11 , y4 = 5
11 .

Optimálńı strategie jsou
(
0, 0, 7

11 , 4
11

)> pro I. hráče,
(
0, 0, 6

11 , 5
11

)> pro II. hráče a cena hry je v = 35
11 .

4

Př́ıklad 5.19: Řešte graficky maticovou hru s výplatńı matićı

A =
(

1 0 4 −1
−1 1 −2 5

)
.

Optimálńı strategie jsou
(

2
3 , 1

3

)> pro I. hráče,
(

1
3 , 2

3 , 0, 0
)> pro II. hráče a cena hry je v = 1

3 .

4

Mezi dualitou lineárńıho programováńı a maticovými hrami jsou užitečné vztahy.

Věta 5.20: Necht’ {X, Y;A} je maticová hra, v ∈ R, x∗ ∈ X, y∗ ∈ Y a uvažujme úlohy lineárńıho
programováńı:

max





v : A>x−




v
...
v


 ≥ 0,

n∑

i=1

xi = 1, x ≥ 0, v ∈ R





, (5.14)

min





w : Ay −




w
...
w


 ≤ 0,

m∑

i=1

yi = 1, y ≥ 0, w ∈ R





. (5.15)

i) Pak hra má cenu v a x∗ je optimálńı strategie I. hráče tehdy a jen tehdy, když (x∗,v) je optimálńı
řešeńı úlohy (5.14).

ii) Pak hra má cenu v a y∗ je optimálńı strategie II. hráče tehdy a jen tehdy, když (y∗,v) je optimálńı
řešeńı úlohy (5.15).

Důkaz: K úloze (5.14) je duálńı úloha

min





w : Az +




w
...
w


 ≥ 0, −

m∑

i=1

zi = 1, z ≤ 0, v ∈ R





. (5.16)
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Úlohy (5.15) a (5.16) jsou ekvivalentńı, stač́ı pouze změnit znaménko y = −z.
Nyńı s využit́ım duality úloh lineárńıho programováńı provedeme vlastńı d̊ukaz.

(x∗,v) je optimálńı řešeńı (5.14)
m ¾ [silná věta o dualitě]
(x∗,v) je optimálńı řešeńı (5.14) existuje z, w tak, že (z, w) je optimálńı řešeńı (5.16)
m
(x∗,v) je optimálńı řešeńı (5.14) existuje y tak, že (y,v) je optimálńı řešeńı (5.15)
m ¾ [věta 5.11]
hra má cenu v, x∗ je optimálńı strategie I. hráče a existuje optimálńı strategie II. hráče
m
hra má cenu v, x∗ je optimálńı strategie I. hráče

Obdobně lze dokázat tvrzeńı i pro druhého hráče.

Q.E.D.

Věta 5.21: Necht’ má maticová hra {X,Y; A} kladnou cenu. v ∈ R, x∗ ∈ X, y∗ ∈ Y a uvažujme úlohy
lineárńıho programováńı:

min

{
n∑

i=1

ξi : A>ξ ≥ 1, ξ ≥ 0

}
, (5.17)

max





m∑

j=1

ζj : Aζ ≤ 1, ζ ≥ 0



 . (5.18)

i) Pak hra má cenu v a x∗ je optimálńı strategie I. hráče tehdy a jen tehdy, když 1
vx∗ je optimálńı

řešeńı úlohy (5.17).

ii) Pak hra má cenu v a y∗ je optimálńı strategie II. hráče tehdy a jen tehdy, když 1
vy∗ je optimálńı

řešeńı úlohy (5.18).

Pro úplnost ještě uved’me opačný převod.
Když ξ je optimálńı řešeńı úlohy (5.17), pak hra má cenu 1Pn

i=1 ξi
a optimálńı strategie I.hráče je 1Pn

i=1 ξi
ξ.

Když ζ je optimálńı řešeńı úlohy (5.18), pak hra má cenu 1Pm
j=1 ζj

a optimálńı strategie II.hráče je 1Pm
j=1 ζj

ζ.

Důkaz: Tvrzeńı ukážeme pro I.hráče. Pro II.hráče je d̊ukaz obdobný.
Podle věty 5.20 v́ıme, že hra má cenu v a x∗ je optimálńı strategie I. hráče tehdy a jen tehdy, když (x∗,v)
je optimálńı řešeńı úlohy (5.14). Úlohu (5.14) ekvivalentně přeṕı̌seme.

max





v : A>x−




v
...
v


 ≥ 0,

n∑

i=1

xi = 1, x ≥ 0, v ∈ R





,
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max





v : A>x−




v
...
v


 ≥ 0,

n∑

i=1

xi = 1, x ≥ 0, v > 0





,

max

{
v : A>

(
1
v
x

)
≥ 1,

n∑

i=1

xi = 1, x ≥ 0, v > 0

}
,

max
{

1∑n
i=1 ξi

: A>ξ ≥ 1, ξ ≥ 0
}

,

min

{
n∑

i=1

ξi : A>ξ ≥ 1, ξ ≥ 0

}
.

Tud́ıž hra má cenu v a x∗ je optimálńı strategie I. hráče tehdy a jen tehdy, když 1
vx∗ je optimálńı řešeńı

úlohy (5.17).

Q.E.D.

Existuje však i opačné přǐrazeńı.

Věta 5.22: Mějme symetrickou dvojici duálńıch úloh lineárńıho programováńı

min
{
c>x : Ax ≥ b, x ≥ 0

}
, (5.19)

max
{
b>y : A>y ≤ c, y ≥ 0

}
(5.20)

a symetrickou maticovou hru s výplatńı matićı

G =




0 −A b
A> 0 −c
−b> c> 0


 . (5.21)

Úlohy (5.19), (5.20) maj́ı optimálńı řešeńı tehdy a jen tehdy, když pro maticovou hru (5.21) existuje
optimálńı strategie I. nebo II.hráče, jej́ı̌z posledńı složka je kladná.

Důkaz:

1. Necht’ x̂ a ŷ jsou optimálńı řešeńı dvojice duálńıch úloh (5.19), (5.20).

Položme ξ∗ =
(

1
∆ ŷ>, 1

∆ (x̂)> , 1
∆

)>
, kde ∆ = 1 +

∑n
i=1 x̂i +

∑m
j=1 ŷj ≥ 1.

Z teorie duality dostáváme

Gξ∗ =
1
∆




b−Ax̂
A> ŷ − c

c> x̂− b> ŷ


 ≤ 0 .

Tud́ıž ξ∗ je optimálńı strategie II.hráče ve hře (5.21) a jej́ı posledńı složka je kladná.

2. Hra je symetrická. Pak podle věty 5.15 má nulovou cenu a oba hráči maj́ı shodnou množinu op-

timálńıch strategíı. Necht’ ξ̂ =
(
ξ̂1, ξ̂2, ξ̂3

)>
je optimálńı strategie II.hráče ve hře (5.21) a jej́ı posledńı

složka je kladná. Pak optimálńı strategie splňuje

Gξ̂ =




−Aξ̂2 + bξ̂3

A>ξ̂1 − cξ̂3

−b>ξ̂1 + c>ξ̂2


 ≤ 0 .
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Potom x = 1
ξ̂3

ξ̂2 je př́ıpustné řešeńı úlohy (5.19) a y = 1
ξ̂3

ξ̂1 je př́ıpustné řešeńı úlohy (5.20).

Nav́ıc c>x ≤ b>y.

Podle věty o slabé dualitě v́ıme, že c>x ≥ b>y.
Proto c>x = b>y. Odtud x je optimálńı řešeńı (5.19) a y je optimálńı řešeńı (5.20).

Q.E.D.

5.2 Hry v čistých strategíıch

Definice 5.23 K maticové hře {X, Y; A} budeme uvažovat maticovou hru v čistých strategíıch
{

X̃, Ỹ;A
}
,

kde

X̃ = {e1:n, e2:n, . . . , en:n} , (5.22)
Ỹ = {e1:m, e2:m, . . . , em:m} . (5.23)

Připomeňme, že ek:n označuje jednotkový vektor.
Strategie x ∈ X̃, y ∈ Ỹ nazýváme čisté strategie.
Řı́káme, že maticová hra {X,Y; A} má cenu v čistých strategíıch, pokud oba hráči maj́ı čisté optimálńı

strategie.

Věta 5.24: Hra {X,Y; A} má cenu v v čistých strategíıch tehdy a jen tehdy, když hra
{

X̃, Ỹ; A
}

má

cenu v, množina všech optimálńıch strategíı I.hráče ve hře
{

X̃, Ỹ; A
}

je rovna množině všech čistých op-

timálńıch strategíı I.hráče ve hře {X, Y; A} a množina všech optimálńıch strategíı II.hráče ve hře
{

X̃, Ỹ; A
}

je rovna množině všech čistých optimálńıch strategíı II.hráče ve hře {X,Y; A}.
Důkaz: Vezměme čisté strategie ek:n ∈ X̃ a el:m ∈ Ỹ, pak je ekvivalentńı

ek:n je optimálńı strategie I. hráče a el:m je optimálńı strategie II. hráče ve hře {X, Y; A}
m ¾ [věta 5.11]
∀ j = 1, 2, . . . , m : (e>k:nA)j = Ak,j ≥ v,

∀ i = 1, 2, . . . , n : (A el:m)i = Ai,l ≤ v

m
ek:n je optimálńı strategie I. hráče a el:m je optimálńı strategie II. hráče ve hře

{
X̃, Ỹ; A

}

Q.E.D.

Věta 5.25: Maticová hra v čistých strategíıch
{

X̃, Ỹ;A
}

má vždy dolńı a horńı cenu a plat́ı

v = min {max {Ai,j : i = 1, 2, . . . , n} : j = 1, 2, . . . ,m} ,

v = max {min {Ai,j : j = 1, 2, . . . , m} : i = 1, 2, . . . , n} .

Dále optimálńı strategie I. hráče ek:n a optimálńı strategie II. hráče el:m splňuj́ı

∀j = 1, 2, . . . , m Ak,j ≥ v,

∀i = 1, 2, . . . , n Ai,l ≤ v.
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Důkaz: Oba hráči maj́ı pouze konečný počet strategíı. Proto se všechna potřebná suprema i infima
nabývaj́ı a horńı i dolńı cena hry existuj́ı. Vyjádřeńı horńı a dolńı ceny hry a popis optimálńıch strategíı
plyne př́ımo z definice 5.2 a z tvaru výplatńı funkce.

Q.E.D.

Věta 5.26: Maticová hra v čistých strategíıch
{

X̃, Ỹ; A
}

má cenu tehdy a jen tehdy, když matice A má
sedlový bod; tj. existuj́ı indexy k, l takové, že

Ak,l = min {Ak,j : j = 1, 2, . . . , m} = max {Ai,l : i = 1, 2, . . . , n} . (5.24)

Potom cena hry je rovna Ak,l, ek:n je optimálńı strategie I. hráče a el:m je optimálńı strategie II. hráče.

Důkaz:

v je cena hry, ek:n je optimálńı strategie I. hráče a el:m je optimálńı strategie II. hráče
m ¾ [věta 5.25]
∀ j = 1, 2, . . . , m : Ak,j ≥ v,

∀ i = 1, 2, . . . , n : Ai,l ≤ v

m
v = Ak,l = min {Ak,j : j = 1, 2, . . . ,m} = max {Ai,l : i = 1, 2, . . . , n}

Q.E.D.
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Kapitola 6

Výpočetńı algoritmy pro řešeńı
optimalizačńıch úloh

Minimalizačńı a maximalizačńı úlohy řeš́ıme pomoćı výpočetńıch algoritmů. Zat́ım známe:

1. Simplexová metoda.

2. Wolfeho algoritmus.

3. Gradientńı metoda na př́ımce bez omezeńı.

4. Newtonova metoda na př́ımce bez omezeńı.

Algoritmy děĺıme podle několika hledisek.

I) Podle toho, zda využ́ıvaj́ı náhodného rozhodováńı: deterministické a stochastické.

II) Podle toho, zda konstruuj́ı posloupnost přibližných řešeńı, která jsou př́ıpustnými řešeńımi dané
úlohy, či nikoli: vnitřńıho bodu (x∗ ∈ M) a vněǰśıho bodu (x∗ /∈ M).

III) Podle toho, jaký řád derivace algoritmus využ́ıvá: př́ımé (funkčńı hodnoty), gradientńı (gradienty)
a newtonovské (matice druhých derivaćı).

Výběr a sestavováńı algoritmu pro konkrétńı optimalizačńı úlohu by měl brát v úvahu typ úlohy,
heuristiku, tvar algoritmu a vlastnosti konvergence algoritmu.

Základńı pozorováńı:

• Potřebujeme naj́ıt bod lokálńıho minima.

• Podstatná je struktura úlohy.

• Výhodou je konvexnost a polyedrická množina př́ıpustných řešeńı.

6.1 Základńı idee algoritmů pro řešeńı NLP

Uvažujeme, že hledáme optimálńı hodnotu a optimálńı řešeńı úlohy min {f(x) : x ∈ M}. Ke zjednodušeńı
úlohy a urychleńı výpočtu využ́ıváme několik základńıch idéı:

103
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1. Nahradit účelovou funkci f lineárńı funkćı a množinu M nahradit konvexńı polyedrickou množinou.
Pak můžeme použ́ıt simplexovou metodu nebo některý jiný algoritmus pro řešeńı lineárńıho pro-
gramováńı.

2. Upravit gradientńı metodu na úlohu s omezeńımi danými množinou M.

3. Převést úlohu na volný extrém.

Budeme si vš́ımat typu úlohy, heuristiky, nástinu algoritmu a jeho vlastnost́ı. Rozebereme si stručně
základńı typy algoritmů.

6.2 Převod na úlohu lineárńıho programováńı

Typ 1: Uvažujme úlohu

max
{

min
i∈I

{aT
i x + bi} : x ∈ M

}
,

kde M je konvexńı polyedrická množina.
V př́ıpadě card (I) = 1 jde o úlohu lineárńıho programováńı. Zavedeńım pomocné proměnné zaṕı̌seme

úlohu jako úlohu lineárńıho programováńı i v př́ıpadě card (I) > 1.
Tento přepis úlohy vypadá následovně

max
{
z : z ≤ aT

i x + bi ∀i ∈ I, x ∈ M, z ∈ R}
.

Typ 2: Uvažujme úlohu

min
{

min
i∈I

{aT
i x + bi} : x ∈ M

}
,

kde M je konvexńı polyedrická množina.
V př́ıpadě card (I) = 1 jde o úlohu lineárńıho programováńı. V př́ıpadě card (I) > 1 již neńı situace

tak jednoduchá, jako v předchoźım př́ıpadě. Zavedeńım pomocné proměnné zaṕı̌seme úlohu jako

max
{
z : z ≤ aT

i x + bi ∀i ∈ I, ∀x ∈ M, z ∈ R}
.

Úloha má pouze jednu proměnnou, lineárńı účelovou funkci a lineárńı podmı́nky. Podmı́nek je card (I)×
card (M). Úloha je proto úlohou lineárńıho programováńı pouze v př́ıpadě M je konečná množina. Typicky
je však podmı́nek nespočetně.

Úlohu však lze přepsat také jako

min
i∈I

{
min

{
aT

i x + bi : x ∈ M
}}

.

Tedy vyřeš́ıme konečně úloh lineárńıho programováńı a zjist́ıme, která má nejmenš́ı optimálńı hodnotu.

Typ 3: Uvažujme úlohu

min





n∑

j=1

fj(xj) : Ax ≤ b, x ∈ Rn



 , (6.1)

kde fj pro j = 1, 2, . . . , n jsou spojité funkce a množina př́ıpustných řešeńı

M = {x ∈ Rn : Ax ≤ b, x ∈ Rn} 6= ∅
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je konvexńı polyedr.
Připomeňme, že funkce f , splňuj́ıćı f(x) =

∑n
j=1 fj(xj), se nazývá separovatelná. Zabýváme se tedy

úlohou jej́ıž účelová funkce je separovatelná a jej́ıž množina př́ıpustných řešeńı je neprázdným konvexńım
polyedrem.

Množina př́ıpustných řešeńı M je konvexńım polyedrem. Proto existuj́ı č́ısla Lj < Uj pro každé j =

1, 2, . . . , n taková, že M ⊂ n

X
j=1

[Lj , Uj ] je podmnožina n-rozměrného intervalu. Dále budeme nahrazovat

každou funkci fj funkćı po částech lineárńı s Kj uzlovými body. Interval [Lj , Uj ] rozděĺıme body
Lj = a0j < a1,j < . . . < aKj ,j = Uj a definujeme spojitou funkci f̃j tak, že
f̃j(ak,j) = fj(ak,j) pro k = 0, . . . , Kj a v každém intervalu [ak−1,j , ak,j ] je lineárńı.

Označ́ıme-li směrnice

sk,j =
fj(ak,j)− fj(ak−1,j)

ak,j − ak−1,j
, k = 1, . . . , Kj ,

pak pro x ∈ (ak−1,j , ak,j) můžeme psát

f̃j(x) = fj(ak−1,j) + sk,j(x− ak−1,j) = fj(Lj) +
Kj∑

l=1

sl,jyl,j(x),

kde yk,j(x) definujeme jako délku pr̊uniku interval̊u [0, x] ∩ [ak−1,j , ak,j ].
Pro každé j = 1, . . . , n, k = 1, 2, . . . , Kj si zavedeme proměnné yk,j a úlohu (6.1) převedeme na tvar

min
n∑

j=1


fj(Lj) +

Kj∑

k=1

sk,jyk,j


 (6.2)

za podmı́nek

xj = Lj +
Kj∑

k=1

yk,j ∀j = 1, 2, . . . , n, (6.3)

n∑

j=1

Ai,jxj ≤ bi ∀i = 1, 2, . . . , m, (6.4)

yk,j ≤ ak,j − ak−1,j ∀k = 1, 2, . . . , Kj , j = 1, 2, . . . , n, (6.5)
yk,j ≥ 0 ∀k = 1, 2, . . . , Kj , j = 1, 2, . . . , n, (6.6)

yk,j < ak,j − ak−1,j =⇒ yk+1,j = 0 ∀k = 1, 2, . . . , Kj − 1, j = 1, 2, . . . , n. (6.7)

Pro konvexńı funkce fj hledáńı minima neńı problém. Směrnice jsou v tomto př́ıpadě monotónńı
s1,j ≤ s2,j ≤ . . . ≤ sKj ,j . Pak stač́ı řešit úlohu lineárńıho programováńı (6.2)-(6.6), nebot’ každé jej́ı
optimálńı řešeńı je optimálńım řešeńım úlohy (6.2)-(6.7). Pokud však funkce nejsou konvexńı, pak se
podmı́nky (6.7) snadno nezbav́ıme.
Poznámky k této metodě.

• Přibližné optimálńı řešeńı x̃ dostaneme řešeńım aproximuj́ıćı úlohy. Jak daleko je ale skutečné
řešeńı?

• Když budou funkce fj pro každé j = 1, 2, . . . , n spojité s konečnou variaćı, pak zjemňováńım děleńı
se bude aproximace zlepšovat.

• V p̊uvodńı úloze jsme měli n proměnných, při zjemněńı pro každé xj přibude Kj , celkově dostáváme
n +

∑
j Kj proměnných. Zvětšuje se rozsah úlohy. Za zpřesněńı plat́ıme numerickou náročnost́ı.
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• Rovnoměrné zjemňováńı děleńı interval̊u nebývá nejlepš́ım postupem. Daleko lepš́ım bývá děleńı
interval̊u kolem bodu minima.

• Také v omezeńı mohou být separovatelné funkce gk(x) =
∑

j gk,j(xj). Pak každé gk,j aproximujeme
po částech lineárńı funkćı a dostáváme opět dobré výsledky.

6.3 Metoda sečné (opěrné) nadroviny

Metoda je vhodná pro úlohu NLP:

minimalizovat f(x) na množině M = {x ∈ Rn : gj(x) ≤ 0, k = 1, . . . ,m}, (6.8)

kde f, gj , ∀k jsou konvexńı, maj́ı spojité parciálńı derivace a M je kompakt.
Množina př́ıpustných řešeńı M je kompakt, proto můžeme naj́ıt M0 konvexńı polyedr - např́ıklad

M0 =
n

X
j=1

[Lj , Uj ] , který obsahuje M. Začneme minimalizaćı funkce f na množině M0. Dostaneme

optimálńı řešeńı x0.

• Jestliže x0 ∈ M, pak máme řešeńı zadané úlohy NLP.

• Jestliže x0 /∈ M, pak ho podle věty o oddělitelnosti bodu a konvexńı množiny můžeme od množiny
M oddělit nadrovinou. Dostaneme tak konvexńı polyedr M1 ⊂ M0 takový, že M1 6= M0, M1 ⊃ M ,
x0 /∈ M1.
Minimalizujeme funkci f na množině M1 a pokračujeme rekurentně dále.

Formulujme algoritmus založený na této myšlence.

Metoda sečné nadroviny

KROK 1: Urči M0 konvexńı polyedr takový, že M0 ⊃ M.

KROK 2: Pro t ∈ N0 je již určen konvexńı polyedr Mt takový, že Mt ⊃ M.

Najdi xt globálńı minimum úlohy minimalizovat f na Mt.

• Pokud xt ∈ M, pak xt a je optimálńım řešeńım úlohy 6.8.

• Pokud xt /∈ M, jdi na KROK 3.

KROK 3: Protože xt /∈ M, muśı být alespoň jedna podmı́nka porušena.

Vezmi index kt nějaké podmı́nky, která je porušena; např. té, kde je porušeńı největš́ı.

Polož
Mt+1 = Mt ∩

{
x ∈ Rn : gkt(xt) + (∇gkt(xt))

> (x− xt) ≤ 0
}

, (6.9)

t := t + 1 a vrat’ se na KROK 2.

♦

Muśıme ještě ověřit, že v kroku 3 zachováme podmı́nku M ⊂ Mt+1 a xt /∈ Mt+1.

• xt nepatř́ı do Mt+1, protože nesplňuje přidanou podmı́nku v (6.9), jelikož gkt(xt) > 0.
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• Necht’ x ∈ M, pak gkt
(x) ≤ 0. Funkce gkt

je konvexńı a tak plat́ı

gkt(xt) + (∇gkt(xt))
> (x− xt) ≤ gkt(x) ≤ 0.

Tedy x ∈ Mt+1 .

Algoritmus nám dává posloupnost do sebe zařazených množin

M0 ⊃ M1 ⊃ M2 ⊃ . . . ⊃ M.

Na každé z nich poč́ıtám minx∈Mt
f . Vzniklá posloupnost minimálńıch hodnot je neklesaj́ıćı při t →∞.

Jde o metodu vněǰśıho bodu. Pokud algoritmus neskonč́ı v některém opakováńı krokem 2, tak dostaneme
xt /∈ M a posloupnost

f(xt) = min
x∈Mt

f(x) ↗ min
x∈M

f(x).

Lze dokázat, že každá konvergentńı podposloupnost posloupnosti {xt} má limitu v množině optimálńıch
řešeńı argminx∈Mf(x).

V praxi však nemůžeme udělat nekonečně mnoho krok̊u tohoto algoritmu. Pokud nenalezneme op-
timálńı řešeńı, muśıme výpočet ukončit nějakým jiným pravidlem; např. omezeńım počtu opakováńı,
časem výpočtu, atd.

Když bude f lineárńı, pak v kroku 2 řeš́ıme úlohu lineárńıho programováńı.
Předpoklad lineárńı f neznamená žádnou ztrátu na obecnosti nebot’ obecnou úlohu (6.8) lze jednoduše

převést na úlohu s lineárńı účelovou funkćı. Stač́ı přidat novou proměnnou xn+1 a řešit úlohu

min
{
xn+1 : gj(x1, . . . , xn+1) ≤ 0, k = 1, . . . , m + 1

}
,

kde

gj(x1, . . . , xn+1) = gj(x1, . . . , xn), k = 1, . . . , m, gm+1(x1, . . . , xn+1) = f(x1, . . . , xn)− xn+1.

Př́ıklad 6.1: Maximalizujte x1 + x2 na množině

M =
{(

x1

x2

)
∈ R2 : x2

1 + x2
2 ≤ 1, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

}
.

Nejdř́ıve úlohu přeṕı̌seme na tvar, pro který byla metoda vyložena

min
{−x1 − x2 : x2

1 + x2
2 − 1 ≤ 0, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

}
.

Označme g(x) = x2
1 + x2

2 − 1. Tato funkce má gradient ∇g(x) =
(
2x1
2x2

)
.

0. Jako startovńı množinu vezmeme čtverec M0 = [0, 1]× [0, 1].

1. Minimalizujeme −x1 − x2 na M0. Minimálńı hodnota účelové funkce je −2 a minimum nastává v
bodě x0 = [1, 1], který nepatř́ı do M.

2. Podmı́nky nezápornosti splněny jsou, ale podmı́nka g(x0) ≤ 0 neńı splněná, nebot’ g(x0) = 1 > 0.
Řez bude

g(x0) + (2 2)
(

x1 − 1
x2 − 1

)
≤ 0

tedy

1 + 2x1 − 2 + 2x2 − 2 ≤ 0 ⇒ x1 + x2 ≤ 3
2
.

Tud́ıž

M1 =
{(

x1

x2

)
∈ R2 : x1 + x2 ≤ 3

2
, 0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 1

}
.
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3. Minimalizujeme −x1 − x2 na M1. Jak je vidět na obrázku, na úsečce (řezu) si můžeme vybrat
libovolný bod. Všechny budou body minima −x1 − x2 na dané množině M1. Vybereme např́ıklad
bod x1 =

(
1, 1

2

)>. Minimálńı hodnota účelové funkce je f(x1) = − 3
2 .

Tento bod opět splňuje podmı́nky nezápornosti, ale nesplňuje omezeńı, protože
g(x1) = 1 + 1

4 − 1 = 1
4 > 0.

Gradient je ∇g(x1) =
(
2
1

)
, proto přidáme omezeńı

g(x1) + (2 1)
(

x1 − 1
x2 − 1

2

)
≤ 0,

což dává podmı́nku

2x1 + x2 ≤ 9
4
.

Tud́ıž

M2 =
{

x ∈ R2 : x1 + x2 ≤ 3
2
, 2x1 + x2 ≤ 9

4
, 0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 1

}
.

4. Minimalizujeme −x1 − x2 na M2. Minimálńı hodnota účelové funkce se nezměnila. Z̊ustává − 3
2 a

nabývá se ji v každém bodě úsečky s koncovými body
(

3
4 , 3

4

)> a
(

1
2 , 1

)>.

Zvolme bod x2 =
(

3
4 , 3

4

)>. Bod neńı př́ıpustným řešeńım naš́ı úlohy. Odř́ızneme jej řezem

g(x2) +
(

3
2

3
2

)(
x1 − 3

4

x2 − 3
4

)
≤ 0,

což dává podmı́nku

x1 + x2 ≤ 17
12

.

Tud́ıž

M3 =
{

x ∈ R2 : x1 + x2 ≤ 3
2
, 2x1 + x2 ≤ 9

4
, x1 + x2 ≤ 17

12
, 0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 1

}

=
{

x ∈ R2 : x1 + x2 ≤ 17
12

, 2x1 + x2 ≤ 9
4
, 0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 1

}
.

5. Bod minima opět neńı jednoznačně určen. Vybereme x3 = [ 1724 , 17
24 ], které opět neńı př́ıpustným

řešeńım naš́ı úlohy, a pokračujeme daľśım krokem algoritmu.

Takto zkonstruovaná posloupnost bude konvergovat k bodu x∗ =
(√

2
2 ,

√
2

2

)>
, který je optimálńım řešeńım

dané úlohy.

4

6.4 Zobecněńı gradientńıch metod na úlohy s omezeńımi

Gradientńı metody jsou určeny pro úlohu

min {f(x) : x ∈ M} ,
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kde funkce f má spojité parciálńı derivace a M = clo (int (M)).
Uvědomme si, že pro obecný směr s ∈ Rn plat́ı následuj́ıćı. Definujme funkci

ϕ(λ) = f(x + λs) pro λ ≥ 0. (6.10)

Funkce je diferencovatelná a plat́ı
ϕ′(λ) = s>∇f(x + λs). (6.11)

Speciálně
ϕ′(0) = s>∇f(x). (6.12)

Tedy funkce ϕ klesá v bodě 0, pokud s>∇f(x) < 0. To znamená, že funkce f klesá ve směru s.

Definice 6.2 Řekneme, že s ∈ Rn je př́ıpustný směr z bodu x̃ ∈ M pro úlohu min {f(x) : x ∈ M}, když
plat́ı:

1. s>∇f(x) < 0.

2. ∃ ε > 0 : x + λs ∈ M pro 0 ≤ λ ≤ ε.

Prvńı podmı́nka zaručuje pokles funkce f při pohybu z bodu x ve směru s a druhá, že při malém
pohybu v tomto směru z̊ustáváme v množině M. Pro nalezeńı minima použijeme následuj́ıćı algoritmus.

Gradientńı metoda

KROK 1: Zvol x0 ∈ M.

KROK 2: Urči př́ıpustný směr st z bodu xt.

• Jestli př́ıpustný směr neexistuje, pak jdi na KROK 4.

• Jestli existuje, jdi na KROK 3

KROK 3: Generuj nové řešeńı xt+1 = xt + λtst, kde λt (např.) řeš́ı jednorozměrnou úlohu

min{f(xt + λst) : xt + λst ∈ M, λ ≥ 0}. (6.13)

Polož t := t + 1 a jdi na KROK 2.

KROK 4: Je-li funkce konvexńı a M konvexńı, pak je xt optimálńı řešeńı.

♦
Jedná se o metodu vnitřńıho bodu.
Pro úlohu konvexńıho programováńı plat́ı, že když se algoritmus zastav́ı, pak nalezl optimálńı řešeńı.

Tvrzeńı 6.3 Necht’ je f konvexńı, M je konvexńı množina a v bodě x∗ ∈ M neexistuje žádný př́ıpustný
směr. Pak x∗ ∈ argminx∈Mf(x).

Důkaz:
f(x) ≥ f(x∗) +∇f(x∗)T (x− x∗), ∀ x ∈ M.

Směr x − x∗ splňuje vlastnost 2) z definice 6.2, nebot’ x∗ + λ(x − x∗) ∈ M pro každé λ ∈ [0, 1] (tady
jsme použili konvexnost M). Podle předpokladu však nemůže být směrem př́ıpustným. Proto nutně
∇f(x∗)T s ≥ 0 a plat́ı

f(x) ≥ f(x∗) +∇f(x∗)T s ≥ f(x∗), ∀ x ∈ M.

Tud́ıž bod x∗ je optimálńım řešeńım úlohy.
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Q.E.D.

Pro nekonvexńı funkce existuj́ı postupy jak hledat optimálńı řešeńı v př́ıpadě, že neexistuje př́ıpustný
směr. Doporučuje se např́ıklad opakovaná volba startovaćıho bodu x0.

Úlohu (6.13) řeš́ıme numericky, např́ıklad p̊uleńım intervalu (0 ≤ λ ≤ ε). Problémem může být volba
směru st, kde je př́ılǐs mnoho v̊ule. V př́ıpadě špatné volby v̊ubec nemuśı algoritmus konvergovat k
optimálńımu řešeńı (zigg-zagging), viz následuj́ıćı př́ıklad:

Př́ıklad 6.4: Řeš́ıme úlohu minimalizovat f(x) = x1 + x2 za podmı́nek x1 + x2 ≤ 2, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

Zvoĺıme x1 =
(
2
0

)
, f(x1) = 2. Směr voĺıme následovně

sk =
(−1− 1

k

1 + 1
k+1

)
pro lichá k, (6.14)

sk =
(

1 + 1
k+1

−1− 1
k

)
pro sudá k. (6.15)

Zvolené směry splňuj́ı prvńı vlastnost př́ıpustného směru, nebot’ pro každé k ∈ N plat́ı

(1, 1) sk = 1 +
1

k + 1
− 1− 1

k
=

1
k + 1

− 1
k

< 0.

Muśıme pouze zajistit, abychom neopustili množinu M.
V prvńım kroku pro k = 1 máme

s1 =
(−2

3
2

)
, x2 = x1 + λs1 =

(
2− 2λ

3
2λ

)
.

Pak x2 ∈ M, když 2 ≥ 2λ a 3
2λ ≥ 0 ⇒ 0 ≤ λ ≤ 1. Násobek λ zvoĺıme tak, aby účelová funkce byla co

nejmenš́ı. Řeš́ıme tedy úlohu:

min
λ∈[0,1]

2− 2λ +
3
2
λ = min

λ∈[0,1]
2− 1

2
λ.

Řešeńım úlohy je evidentně λ = 1 a tud́ıž

x2 =
(

0
3
2

)
, f(x2) =

3
2
.

Pokračujeme nyńı pro k = 2, kde jsme zvolili

s2 =
(

+ 4
3

− 3
2

)
, x3 = x2 + λs2 =

( 4
3λ

3
2 − 3

2λ

)
a λ ∈ [0, 1].

Řeš́ıme optimalizačńı úlohu

min
λ∈[0,1]

4
3
λ +

3
2
− 3

2
λ.

Minima se opět nabývá pro λ = 1 a

x3 =
(4

3

0

)
, f(x3) =

4
3
.

Takto postupujeme pro k = 3, 4, 5, . . . . . .
Zkonstruovaná posloupnost neklesne pod spojnici bod̊u

(
1
0

)
,

(
0
1

)
a f(xk) −→ −1. Minima se však

nabývá v bodě
(
0
0

)
, kde f

(
0
0

)
= 0.
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4

Pro rozumnou volbu př́ıpustných směr̊u je potřebné modifikovat 2.krok algoritmu. Existuje celá
řada možnost́ı, viz např [1]. Uved’me zde pouze názvy některých metod metoda projekce gradientu,
metoda redukovaného gradientu, optimálńı volba směru. Pro ilustraci uved’me př́ıklad, v kterém je využita
optimálńı volba směru.

Př́ıklad 6.5: Necht’ M je omezená konvexńı polyedrická množina. V bodě xt řeš́ıme úlohu LP, v které
chceme doćılit miny∈M y>∇f(xt) a bod ve kterém nastane minimum pomocné úlohy označ́ıme yt.

• Pokud (yt)
T∇f(xt) = (xt)T∇f(xt), pak je xt optimálńı řešeńı a neexistuje s = yt − xt 6= 0 a

s>∇f(xt) < 0, tedy žádný př́ıpustný směr z bodu xt.

• Pokud (yt)
T∇f(xt) < (xt)T∇f(xt) pak dostáváme př́ıpustný směr st = yt − xt, protože

(yt − xt)
T∇f(xt) < 0 a xt + λ(yt − xt) ∈ M pro každé λ ∈ [0, 1].

4

6.5 Převedeńı úloh NLP na úlohy hledáńı volného minima

Budeme se zabývat penalizačńımi a bariérovými metodami.

6.5.1 Penalizačńı metoda

Je určena pro úlohy typu
min {f(x) : x ∈ M} ,

kde M ⊂ X ⊂ Rn, M je uzavřená a X je otevřená množina. Dále máme k dispozici vhodnou penalizačńı
funkci Ψ : X → R+,0, která splňuje Ψ(x) = 0 pro každé x ∈ M a roste se vzdálenost́ı od množiny M.

Př́ıklad 6.6: Pro úlohu

min {f(x) : gj(x) ≤ 0, k = 1, . . . , m, hk(x) = 0, i = 1, . . . , p, x ∈ Rn}

můžeme penalizačńı funkci volit např́ıklad jako

Ψ(x) =
m∑

j=1

φj(gj(x)) +
p∑

k=1

ρk(hk(x)),

kde

• φj je spojitá funkce, φj(y) = 0 pro y ≤ 0 a rostoućı na (0, +∞); např.
t+ = max{t, 0}, t2+ = (max{t, 0})2.

• ρk je spojitá funkce, ρj(0) = 0, klesaj́ıćı na (−∞, 0) a rostoućı na (0,+∞); např. |t|, t2, atd.

4

Metoda je založena na aproximaci zadané úlohy úlohou min {f(x) + µΨ(x) : x ∈ X}.
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Penalizačńı metoda

KROK 1: ε > 0, x1 libovolně, µ1 > 0, β > 1, k := 1.

KROK 2: Hlavńı krok: Nalezneme xk+1 optimálńı řešeńı úlohy

min {f(x) + µjΨ(x) : x ∈ X} .

KROK 3: Pokud
µjΨ(xk+1) < ε

pak algoritmus konč́ı. Jinak µk+1 = βµj a s k := k + 1 jdeme na KROK 2.

♦
Jedná se o metodu vněǰśıho bodu.

6.5.2 Barierová metoda

Je určena pro úlohy typu
min {f(x) : x ∈ M} ,

kde M ⊂ Rn je uzavřená množina a clo (int (M)) = M. Dále máme k dispozici vhodnou barierovou funkci
Φ : M → R∗+,0, která splňuje Φ(x) = +∞ pro každé x ∈ ∂ (M) a roste t́ım, č́ım bĺıže je k hranici množiny
M.

Jedná se o metodu vnitřńıho bodu. Metoda vyžaduje, aby množina př́ıpustných řešeńı úlohy měla
neprázdný vnitřek. Hod́ı se proto pouze pro nerovnosti gj(x) ≤ 0, ∀ k a neńı vhodná pro úlohy s
rovnicemi. Množina př́ıpustných řešeńı úlohy s rovnost́ı má totiž prázdný vnitřek.

Př́ıklad 6.7: Pro úlohu

min {f(x) : gj(x) ≤ 0, k = 1, . . . ,m, x ∈ Rn}
můžeme barierovou funkci volit např́ıklad jako Φ(x) =

∑m
j=1 φj(gj(x)), kde funkce φj je spojitá, φj(y)

roste do nekonečna na (−∞, 0) a na [0, +∞) neńı definovaná (nebo je +∞). Hod́ı se funkce konvexńı;
např́ıklad − 1

y nebo − log(−y) uvažované pouze na (−∞, 0).

4

Metoda je založena na aproximaci zadané úlohy úlohou min {f(x) + νΦ(x) : x ∈ int (M)}.
Velikost́ı ν ř́ıd́ıme vliv bariérové funkce. Jestli Φ ↗∞, pak přes ν tlumı́me jej́ı r̊ust, aby jejich součin

z̊ustal u nuly. Funkce Φ vytvář́ı bariéru, přes kterou se nedostaneme - jde o metodu vnitřńıho bodu.

Barierová metoda

KROK 1: ε > 0, x1 ∈ int (M) (jinak by algoritmus nefungoval), 0 < β < 1, k := 1.

KROK 2: Hlavńı krok: Nalezneme xk+1 optimálńı řešeńı úlohy

min {f(x) + νjΦ(x) : x ∈ int (M)} .

KROK 3: Pokud plat́ı tolerance
νjΦ(xk+1) < ε

pak algoritmus konč́ı. Jinak klademe νk+1 = βνj , k := k + 1; a jdeme na KROK 2.
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♦

Uved’me si jednoduchý př́ıklad.

Př́ıklad 6.8: Minimalizujte x za podmı́nek x ≥ 0.
Jako bariérové funkce použijeme funkce 1

x , − log x a jako penalizačńı funkci použijeme 1
r (x−)2.

Pak dostáváme úlohy:

• min
{
x + r 1

x : x > 0
}
, kde r > 0 je parametr.

Diferencováńım vyřeš́ıme 1− r
x2 = 0 a tedy x =

√
r.

• min {x− r log x : x > 0}, kde r > 0 je parametr.
Diferencováńım vyřeš́ıme 1− r

x = 0 a tedy x = r.

• min
{
x + 1

r (x−)2 : x ∈ R}
, kde r > 0 je parametr.

Minimum nastává v záporném oboru. Hledáme tedy x < 0 tak, aby 1− 2
r x = 0.

Tud́ıž řešeńı je x = − r
2 .

Vid́ıme, že ve všech třech př́ıpadech se přibližujeme k optimálńımu řešeńı p̊uvodńı úlohy, pokud snižujeme
hodnotu parametru r.

4

Poznamenejme na závěr kapitoly, že penalizačńı a bariérovou metodu můžeme kombinovat. U některých
podmı́nek můžeme jejich nesplněńı penalizovat a zbylé nahrad́ıme bariérou.
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Kapitola 7

Postoptimalizace v LP

V této kapitole si povšimneme ” ex post“ změn v zadańı úloh LP. Jde o to, že po vyřešeńı zadané úlohy
dojde ke změně zadáńı. Např́ıklad se změńı politika zadavatele, změńı se jeho preference, do provozu je
uvedena nová výrobńı linka, začne se využ́ıvat nový výrobńı postup, odběratelé změńı své požadavky,
změńı se ceny, atd. Pokud jsme danou úlohu LP vyřešili Simplexovou metodou, pak při některých ty-
pech změn úlohy, můžeme nalezené řešeńı využ́ıt k nalezeńı optimálńıho řešeńı pozměněné úlohy. Vhodně
pozměńıme simplexovou tabulku a optimálńı řešeńı p̊uvodńı úlohy použijeme jako počátečńı řešeńı k na-
startováńı simplexového algoritmu nebo duálńıho simplexového algoritmu pro pozměněnou simplexovou
tabulku.

Uvažujme, že jsme Simplexovou metodou vyřešili úlohu LP

min
{
c>x : x ∈ M

}
, kde M = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0} . (7.1)

Máme tedy nalezenu optimálńı bázi L ⊂ J = {1, 2, . . . , n}, která určuje x̂ = x (L) optimálńı řešeńı úlohy
(7.1). Označme si I = {1, 2, . . . , m} a B = AI×L, D = AI×(J\L), γ = cL, d = cJ\L. Vı́me, že je splněno

i) př́ıpustnost x̂L = B−1b ≥ 0;

ii) optimalita γ>B−1D − d> ≤ 0> (nebo ekvivalentně γ>B−1A− c> ≤ 0>).

Připomeňme, že nenulové složky optimálńıho řešeńı jsou B−1b a optimálńı hodnota je γ>B−1b.

Mohlo nastat několik změn:

Změna vektoru pravých stran b → b +4b.

Podmı́nka ii) i po změně plat́ı, nezáviśı totiž na b.
Otázkou však je, zda báze L je stále optimálńı?

Podmı́nka i) po změně plat́ı, když

B−1(b−4b) ≥ 0. (7.2)

1. Necht’ je (7.2) splněno.
V tomto př́ıpadě je L stále optimálńı báze, nenulové složky optimálńıho řešeńı jsou
B−1(b−4b) a optimálńı hodnota je γ>B−1(b−4b).
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2. Necht’ (7.2) neplat́ı.
V tomto př́ıpadě je báze L duálně př́ıpustná, ale neńı primárně př́ıpustná.
Přepočteme sloupec simplexové tabulky odpov́ıdaj́ıćı nenulovým složkám bazického řešeńı, tj. zaměńıme
B−1b → B−1(b−4b).
Optimálńı řešeńı změněné úlohy nalezneme pomoćı duálńı Simplexové metody.

Změna koeficient̊u účelové funkce c → c +4c.

Pak je báze L stále primárně př́ıpustná, nebot’ i) na c nezáviśı.
Muśıme prověřit jej́ı duálńı př́ıpustnost, tj. podmı́nku ii), což je

(γ +4γ)>B−1D − (d +4d)> ≤ 0>. (7.3)

1. Jestliže (7.3) plat́ı, tak je báze L optimálńı, nenulové složky př́ıslušného optimálńıho řešeńı jsou
B−1b a optimálńı hodnota je (γ +4γ)>B−1b.

2. Pokud (7.3) neplat́ı, pak je báze L pouze primárně př́ıpustná.
Oprav́ıme záhlav́ı tabulky, tj. c → c +4c, a kriteriálńı řádek, tj.

γ>B−1D − d> → (γ +4γ)>B−1D − (d +4d)> .

Optimálńı řešeńı změněné úlohy nalezneme pomoćı Simplexové metody.

V úloze přibude nová proměnná; např́ıklad se začne vyrábět daľśı
výrobek.

Dojde k rozš́ı̌reńı technologické matice a vektoru koeficient̊u účelové funkce

A → (A | an+1), c →
(

c

cn+1

)
.

Pak L je stále primárně př́ıpustná, nebot’ podmı́nka i) neńı touto změnou ovlivněna.
Podmı́nka optimality ii) má tvar

γ>B−1an+1 − cn+1 ≤ 0. (7.4)

1. Pokud plat́ı (7.4), pak p̊uvodńı řešeńı z̊ustává optimálńı také pro rozš́ı̌renou úlohu, z̊ustává stejná
optimálńı hodnota a nový výrobek nevyráb́ıme, protože se to nevyplat́ı.

2. Jestliže (7.4) neplat́ı, pak rozš́ı̌ŕıme simplexovou tabulku

c> cn+1

γ L B−1b B−1A B−1an+1

γ>B−1b γ>B−1A γ>B−1an+1 − cn+1

a pokračujeme v simplexové metodě.

Vid́ıme, že v prvém kroku zařad́ıme novou proměnnou do báze. Nemuśı však doj́ıt k zastaveńı
algoritmu. Nová proměnná však v bázi z̊ustane až do zastaveńı algoritmu.



Petr Lachout October 16, 2011:1200 117

Přibude nové omezeńı.

α>x =
∑n

j=1 αjxj ≤ β.
Přidáme skluzovou proměnnou

α>x + xn+1 = β, xn+1 ≥ 0, cn+1 = 0.

Rozš́ı̌rená úloha má omezeńı s indexy z množiny J̃ = {1, 2, . . . , m + 1} a proměnné s indexy z množiny
J̃ = {1, 2, . . . , n + 1}. n + 1 proměnných a jej́ı parametry jsou

Ã =
(

A 0
α> 1

)
, b̃ =

(
b
β

)
, c̃ =

(
c
0

)
.

Do báze přidáme novou proměnnou L̃ = L ∪ {n + 1}. Potom L̃ je báze pro rozš́ı̌renou úlohu, protože
matice

B̃ = ÃeL×eI =
(

B 0
α>L 1

)
je regulárńı.

Pro výpočet kritéríı i) a ii) potřebujeme inverzńı matici, která je

B̃−1 =
(

B−1 0
−α>LB−1 1

)
.

Chceme testovat př́ıpustnost, tedy jestli plat́ı

B̃−1b̃ =
(

B−1 0
−α>LB−1 1

)(
b

β

)
=

(
B−1b

−α>LB−1b + β

)
≥ 0.

Horńı část podmı́nky, tj. B−1b ≥ 0, je splněna, protože jde o optimálńı řešeńı p̊uvodńı úlohy. Z̊ustává
tedy pouze podmı́nka

α>LB−1b ≤ β. (7.5)

tedy, že optimálńı řešeńı splňuje podmı́nku přidaného omezeńı.
Podmı́nka optimality je zde

(γ>, 0) B̃−1Ã− c̃> = (γ>, 0)
(

B−1 0
−α>LB−1 1

)(
A 0
α> 1

)
− c̃>

= (γ>, 0)
(

B−1A 0
−α>LB−1A + α> 1

)
− (c>, 0)

= (γ>B−1A− c>, 0) ≤ 0,

nebot’ L je optimálńı báze p̊uvodńı úlohy.
Zjistili jsme, že L̃ je duálně př́ıpustná báze pro rozš́ı̌renou úlohu.

1. Když je splněna podmı́nka (7.5), pak L̃ je optimálńı báze změněné úlohy,
(

B−1b
−α>L B−1b+β

)
jsou nenulové

složky př́ıslušného optimálńıho bazického řešeńı a optimálńı hodnota je γ>B−1b.

2. Když podmı́nka (7.5) neńı splněna, pak L̃ je pouze duálně př́ıpustná báze pro změněnou úlohu.
Rozš́ı̌ŕıme tedy simplexovou tabulku
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c> 0
L γ B−1b B−1A 0

n + 1 0 −α>LB−1b + β −α>LB−1A + α> 1
γ>B−1b γ>B−1A− c> 0

a optimálńı řešeńı změněné úlohy nalezneme pomoćı duálńıho simplexového algoritmu.

Pokud přibude omezeńı α>x ≥ β, pak je vynásob́ıme −1. Źıskáme tak nerovnost −α>x ≤ −β, na
kterou již můžeme použ́ıt uvedený postup.

Pokud přibude omezeńı α>x = β, pak je přeṕı̌seme jako α>x ≤ β, α>x ≥ β. Na obě nerovnosti
použijeme uvedený postup.



Kapitola 8

Apendix

8.1 Množiny v Rn

Základńımi množinami v Rn jsou otevřená a uzavřená okoĺı (koule)

Uδ (x) = {y ∈ Rn : ‖y − x‖ < δ} , Vδ (x) = {y ∈ Rn : ‖y − x‖ ≤ δ}

definovaná pro každé x ∈ Rn a každé δ > 0.
Připomeňme topologické pojmy, které použ́ıváme v konečně dimenzionálńım Euklidově prostoru.

Definice 8.1 Pro množinu A ⊂ Rn definujeme následuj́ıćı tři pojmy.

1. Vnitřek množiny A je nejvěťśı otevřená množina, která je obsažena v množině A. Použ́ıváme
označeńı int (A).

2. Uzávěr množiny A je nejmenš́ı uzavřená množina, která obsahuje množinu A. Použ́ıváme označeńı
clo (A).

3. Hranice množiny A je množina všech bod̊u z uzávěru množiny A, která nejsou body vnitřku množiny
A. Použ́ıváme označeńı ∂ (A).

Mezi těmito pojmy plat́ı následuj́ıćı vztahy.

Lemma 8.2 Pro množinu A ⊂ Rn plat́ı:

• ∂ (A) = clo (A) \ int (A)

• ∂ (A) = clo (A) ∩ clo (Rn \A)

• clo (A) ⊃ int (A)

• clo (A) = Rn \ int (Rn \A)

• int (A) = Rn \ clo (Rn \A)

Pojmy lze ekvivalentně definovat. Prvńı charakterizace je pomoćı otevřených okoĺı

Lemma 8.3 Pro množinu A ⊂ Rn a x ∈ Rn plat́ı:
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• x ∈ int (A) ⇐⇒ ∃ δ > 0 takové, že Uδ (x) ⊂ A.

• x ∈ clo (A) ⇐⇒ ∀ δ > 0 je Uδ (x) ∩A 6= ∅.
• x ∈ ∂ (A) ⇐⇒ ∀ δ > 0 je Uδ (x) ∩A 6= ∅ a také Uδ (x) ∩ (Rn \A) 6= ∅.

Pomoćı konvergentńıch posloupnost́ı źıskáme druhou charakterizaci.

Lemma 8.4 Pro množinu A ⊂ Rn a x ∈ Rn plat́ı:

• x ∈ int (A) ⇐⇒ ∀ posloupnost xn ∈ Rn, xn → x ∃ n0 takové, že ∀ n ≥ n0 je xn ∈ A.

• x ∈ clo (A) ⇐⇒ ∃ posloupnost xn ∈ A taková, že xn → x.

• x ∈ ∂ (A) ⇐⇒ ∃ posloupnosti xn ∈ A, yn ∈ Rn \A takové, že xn → x, yn → x.

8.2 Funkce na Rn

Věta 8.5: Necht’ U ⊂ Rn, V ⊂ R jsou otevřené množiny. Když f : U → R je spojitě diferencovatelná na
U a g : V → U je diferencovatelná na V , pak složená funkce F (t) = f(g(t)) je diferencovatelná na V a
pro každé t ∈ V plat́ı F ′(t) = (∇tg(t))>∇xF (g(t)).

8.3 Vektorové prostory

Připomeňme si d̊uležité pojmy z lineárńı algebry.

Definice 8.6 Množina opatřená operacemi P = (P, +, 0,¬,R, ·) se nazývá
(lineárńı) vektorový prostor (nad R), jestlǐze splňuje:

1. P = (P, +, 0) je Abelova grupa, tj. plat́ı

i) Komutativita x + y = y + x.

ii) Asociativita x + (y + z) = (y + x) + z.

iii) Nulový prvek x + 0 = 0 + x = x.

iv) Pro každé x ∈ P existuje inverzńı prvek ¬x ∈ P takový, že x + (¬x) = (¬x) + x = 0.
Zápis se zjednodušuje tak, že ṕı̌seme −x := +(¬x).

2. Pro každé x ∈ P a r ∈ R je dán prvek r · x. Pro násobeńı reálným č́ıslem plat́ı:

i) Roznásobováńı I (r + s) · x = r · x + s · x.

ii) Roznásobováńı II r · (x + y) = r · x + r · y.
iii) Násobeńı jednotkou 1 · x = x.

Definice 8.7 Když P je vektorový prostor, pak řekneme, že Q ⊂ P je

i) podprostor v P , jestlǐze je vektorový prostor vzhledem k operaćım prostoru P .

ii) lineál v P , jestlǐze je podprostorem P posunutým do nějakého bodu P . Též se použ́ıvá termı́n
afinńı podprostor prostoru P .
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iii) nadrovina v P , jestlǐze je lineálem v P kodimenze 1, tj. prostor všech vektor̊u k ńı kolmých má
dimenzi 1.

Připomeňme si definice použ́ıvaných obal̊u množiny.

Definice 8.8 Necht’ P je vektorový prostor, pak pro S ⊂ P definujeme:

lineárńı obal ..... L (S) =

{∑

s∈I

λ(s)s : λ(s) ∈ R, s ∈ I, I ⊂ S konečná

}
,

afinńı obal ..... Aff (S) =

{∑

s∈I

λ(s)s : λ(s) ∈ R, s ∈ I,
∑

s∈I

λ(s) = 1, I ⊂ S konečná

}
,

nezáporný lineárńı obal ..... pos (S) =

{∑

s∈I

λ(s)s : λ(s) ≥ 0, s ∈ I, I ⊂ S konečná

}
,

konvexńı lineárńı obal ..... conv (S) =

{∑

s∈I

λ(s)s : λ(s) ≥ 0, s ∈ I,
∑

s∈I

λ(s) = 1, I ⊂ S konečná

}
.

Připomeňme, že L (S) je nejmenš́ı podprostor obsahuj́ıćı S, Aff (S) je nejmenš́ı lineál (afinńı podpro-
stor) obsahuj́ıćı S, pos (S) je nejmenš́ı kužel (s vrcholem v počátku) obsahuj́ıćı S, conv (S) je nejmenš́ı
konvexńı množina obsahuj́ıćı S.
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funkce
konvexńı, 66
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optimálńı strategie, 91

komplementarita
silná, 66
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množina souřadnic
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prostor

lineál, 120
nadrovina, 121
podprostor, 120
vektorový, 120
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