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Ve skriptech je pouzito nasledujici oznaceni:

R realna cisla
R e e rozsifend realna cisla
AP prirozend c¢isla
/P celd cisla
Clo () e uzéveér mnoziny A
TG () e vnitfek mnoziny A
TINE (A et relativni vnitfek mnoziny A
6 hranice mnoziny A

Cimy, E = L 2 M e jednotkové vektory v R™



Kapitola 0
Uvod

Tento text shrnuje zdkladni znalosti a informace o konvexnich mnozinach a konvexnich funkcich v konecné
dimenzi, které jsou nutné pro vyklad zakladu teorii optimalizace. Vétsina z uvedenych vlastnosti a vztahu
je v platnosti v Hilbertovych prostorech ¢ dokonce v Banachovych prostorech. Nasim cilem je vSak po-
dat zéklady nutné pro vysvétleni teorie linedrniho programovani (Farkasova véta, dualita tloh linedrniho
programovani, simplexova metoda, dopravni problém) a nelinedarniho programovéni (Lagrangeova funkce,
Lagrangeovy multiplikatory, globalni podminky optimality, lokalni podminky optimality, podminky re-
gularity). Vse chceme vylozit v kone¢né dimenzi a tak i konvexni mnoziny a konvexni funkce budeme
studovat pouze v kone¢né dimenzi. Pro obecnéjsi pojeti musi zvidavy ¢tenar pouzit jinou vhodnou lite-
raturu.

V textu otekdvame zdkladni znalosti z linearni algebry, linedarnich vektorovych prostorti a zejména z
teorie redlnych matic.
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Kapitola 1

Konvexni mnoziny

1.1 Ruzné obaly obecné mnoziny
Nejdiive si pro obecnou mnozinu pfipomenme definice pouzivanych obalti mnoziny.
Definice 1.1 Pro neprdzdnou mnozinu S C R™ definujeme:

linedrni obal ... L(S)= {Z A(s)s : AM(s)eRVselI, ICS konec'mi} ,

sel

afinnd obal ... Aff(S) = {Z)\(S)S tAs)ERVsel, Y Ms)=1,1CS koneénd} ,

sel sel

nezaporny obal ... pos(S) = {Z A(s)s : A(s)>0VselI, ICS koneénd} )
sel

konvexni obal ... conv(S) = {Z A(s)s : A(s) >0Vsel, Z/\(S) =1,IcCS koneénd} .

sel sel

Pro prdazdnou mnozinu definici rozSitujeme ndsledovné
L (0) = pos (0) = {0} , Aff(0) = conv (0) = 0.
Pripomerime, ze £ (S) je nejmensi podprostor obsahujici S a Aff (S) je nejmensi linedl (afinni pod-
prostor) obsahujici S. Vyznam obala pos (S) a conv (S) si vysvétlime za chvili.
1.2 Definice konvexni mnoziny a jeji zakladni vlastnosti
Zacénéme definici pojmu konvexni mnoziny.

Definice 1.2 Rekneme, e mnozina A C R" je konvexni, jestlize pro kazdé dva body x,y € A a0 < X < 1
plati Az + (1 — Ny € A.

Poznamenejme, ze také prazdnad mnozina vyhovuje definici a je tedy konvexni mnozinou.
Definice konvexnosti mnoziny je ekvivalentni s tim, ze libovolnd konvexni kombinace konecné bodu z
mnoziny A lezi opét v A.



Lemma 1.3 Nechf A C R" je konverni mnoZina. Potom pro kaZdé k € N, ai,a2,...,a;, € A a
Ay Ao, A €0,1], S8 N =1 je bod 38 Na, € A.

: Dukaz provedeme indukci.
1. Pro k =1 je tvrzeni trividlni.
2. Pro k = 2 tvrzeni plati, jedna se pfimo o definici konvexnosti mnoziny.

3. Necht je tvrzeni jiz dokézéno pro k € N.
Vezmeéme a1,a2,...,0+1 S Aa )\1, )\2, ey )\k.}rl € [0, 1], Zf:—ll )\z =1.

(a) Pokud Ag41 =1, pak Zf:ll Aia; = apy1 € A.
(b) Pokud Ag+1 < 1, pak muzeme psét

k+1 k A\
Z Aia; = (1 — Agg1) Z — @i + Mg 11
; — 1 — Ayt
i=1 i=1
. . k A
Uvédomme si, ze ), T =
Proto pouzitim indukéniho predpokladu dostaneme, ze Zle 1_3\\7;“% e A.

Studovany bod je tedy konvexni linedrni kombinaci dvou bodu z mnoziny A. Proto piimo z
definice konvexnosti mnoziny plyne, ze

k+1 k

>\.
ia; = (1 — )\ — a4+ A.
; a ( k+1); 1— )\k+1a + Ak+10k41 €

Ukazali jsme tedy, ze tvrzeni plati i pro k + 1.

Platnost tvrzeni je timto dokézana.

Povsimnéme si zdkladnich vlastnosti konvexnich mnozin. Nejdiive si povsimnéme, ze aritmeticky
soucet konvexnich mnozin je opét konvexni mnozina.

Lemma 1.4 Kdyz A, B C R™ jsou konvexni mnoZiny a o, 3 € R, potom
aA+pBB={aa+pb:ac A be B}

je také konvexni mnoZzina. Specidiné, «A, A+ B, A— B (Pozor! Odliovat od mnoZinového rozdilu A\ B!)
jsou konverni mnoziny.

Ovétime definici konvexni mnoziny. Vezméme x,y € aA+ B a0 < A < 1.
Potom x = aa; + b1, y = aas + Bbe pro vhodnd ay,as € A, by, by € B. Proto plati

A+ (1=Ay = Maar+ Bbr) + (1 = A)(aaz + Bb2)
= a(Aar+ (1= Aaz) + B(Aby + (1 = A)b2) € A + BB,

nebot Aa; + (1 — N)ag € A, A\by + (1 — \)be € B, protoze A i B jsou konvexni mnoziny.



Uvédomme si jesté, které mnozinové operace zachovavaji konvexitu.

Lemma 1.5 Necht I # 0 je indexovd mnoZina a pro kazdé i € I je ddina konvexni mnoZina A; C R™.
Potom také (;c; Ai je konvexni mnoZinou.

: Nechf 2,y € (N;c; Aia0 <A<
Pak ovSem pro kazdé i € I je x,y € A;.
Z konvexnosti mnozin A; plyne, ze Az + (1 — \)y € A; pro kazdé i € I.
Zéverem Ar + (1 — Ny € ;o As

Lemma 1.6 Kdyz A C R™ je konvexni mnoZina, potom také clo (A) je konverni mnoZina.

: Vezméme z,y € clo(4) a0 < A < 1.
Pak existuji posloupnosti z,,y, € A, n € N takové, ze lim =z, =z, liIJIrl Yn = Y.
n—-—1+0oo

n—-+4oo
Mnozina A je konvexni, a tak pro kazdé n € N je Az, + (1 — Ny, € A.
Limitnim pfechodem dostdvame

lim Az, + (1 =Ny, =Az+ (1 =Ny €clo(A).

n—-+oo

Overili jsme, ze clo (A) je konvexni mnozina.

Lemma 1.7 Kdyz A C R"™ je konvexni mnoZina, potom také int (A) je konvexni mnoZina.

: Vezméme z,y € int (A) a0 <\ < 1.
Pak existuje € > 0 takové, ze U (x) C AilU. (y) C A.
Mnozina A je konvexni, proto plati

e () + (1= NU: (y) =U: (A + (1 = N)y) C A.
Tudiz jsme zjistili, ze Az + (1 — Ny € int (A).

Tim jsme ovérili, ze int (A) je konvexni mnozina.

Uvédomme si, ze sjednoceni mnozin, mnozinovy rozdil, doplnék mnozin nebo hranice mnoziny kon-
vexitu nezachovavaji. Ctenar jisté sam nalezne fadu jednoduchych ptikladu.

Jesté si uvedme definici dimenze a relativniho vnitfku konvexni mnoZiny.

Definice 1.8 Dimenzi neprdazdné konvexni mnozZiny A C R™ rozumime dimenzi nejmensiho linedlu
(afinniho podprostoru), ktery obsahuje mnozZinu A, tj. dimenzi Aff (A).
Pro prdazdnou mnozZinu dimenzi nezavddime.
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Definice 1.9 Relativnim vnitrkem neprdzdné konvexni mnoziny A C R™ rozumime vnitiek této mnoziny
vzhledem k nejmensimu linedlu (afinnimu podprostoru), ktery obsahuje mnoZinu A, tj. vzhledem k Aff (A).
Relativng vnitiek oznacujeme rint (A).

Pro prdzdnou mnoZinu klademe rint (0) = 0.

Uvedené definice jsou vhodné pouze pro konvexni mnoziny. Pro obecné mnoziny jsou pojmy dimenze

vvvvvv

zpusobem.
Lemma 1.10 Kdyz A C R" je konvexni mnozina, potom také rint (A) je konvezni mnoZina.

Relativni vnitfek mnoziny A je jejim vnittkem vzhledem k linedlu Aff (A). Je tedy konvexni
mnozinou podle lemmatu 1.7.

Lemma 1.11 Kdyz A C R" je neprdzdnd konvezni mnoZina, potom také rint (A) je neprdzdnd konvexnd
mnozing.

Podle lemmatu 1.10 jiz vime, Ze rint (A) je konvexni mnozina. Musime ukézat pouze jeho
neprazdnost. Rozlisime tii pripady.
1) Mnozina je jednobodovd, oznatme A = {a}. Pak také rint (A) = {a}.
2) Mnozina A mé dimenzi n, tj. Aff (4) = R™.
Pak existuji body ag, a1, ...,a, € A tak, ze Aff (ag,a1,...,a,) =R"™.

Mnozina A je konvexni a tak conv (ag,as,...,a,) C A. Potom vsak
int (4) D int (conv (ag, a1, ...,a,)) = {Z/\iai A >0Vi=0,1,...,n, Z)‘i = 1} # 0.
i=0 i=0

3) Mnozina A obsahuje alespon dva body, ale jeji dimenze m je mensi nezli n.
Linedl Aff (A) je posunutym podprostorem prostoru R™, ktery je izomorfni s prostorem R™.
Proto muzeme problém uvazovat pouze v rdmci (v souradném systému) linedlu Aff (A).

Zménou soutradnic dostdvdme A C R™ a Aff (A) = R™. Tuto situaci jsme jiz vytesili v predchozim
pripadé.

Lemma 1.12 Kdyz A C R™ je konvezni, a € int (A) a x € 0 (A), potom existuje p > 0 takové, Ze
{Pa+(T-XNz+du:0<A<1,, uel,(0)} Cint(A).
Pfedpokldddme a € int (4) a = € 9 (A), potom existuje p > 0 a posloupnost v; € A, i € N
takové, ze U, (a) C int (4) a v; — « kdyz i — +o0.
Pak pro kazdé ¢ € N mame

Pa+ (1T —=XNv;+du:0<A<1,, uel,(0)} Cint(A).
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Odtud
“+o0
int (A) O [J{Aa+ (1 -Nvi+du:0<A<1,, ueld,(0)}
=1

O {Ma+(1-XNz+du:0<A<1,uecld,(0)}.

Specidlnim dusledkem tohoto lemmatu je nasledujici pozorovéni.

Lemma 1.13 Kdyz A C R"™ je konverni mnoZina, a € int(A) a s € R"™, potom existuji pouze dvé
moznosti. Bud’

{a+ts : t>0} Cint(A)
nebo existuje tg > 0 takové, Ze
{a+ts: 0<t<to} Cint(A), a+tos€ d(A), {a+ts:t>1t} CR"\clo(A4).
: Necht existuje to > 0 takové, ze a + tos € 9 (A). Pak podle lemmatu 1.12

{a+ts: 0<t<ty} Cint(A).

Kdyby existovalo t1 > to takové, ze a + t1s € A, pak podle lemmatu 1.12
{a+ts : 0<t <t} Cint(4).

Specidlné by muselo byt a + tos € int (A), coz by byl spor.

Lemma je tim dokazano.

Lemma 1.14 Kdyz A C R" je konvexni mnozina, potom plati
clo (rint (A)) = clo (4).
: Rozlisme ¢tyii pripady.
1. Kdyz A = 0, pak
clo (rint (A)) = clo (A) = 0.
2. Kdyz je mnozina jednobodovd, feknéme A = {a}, pak
clo (rint (A)) = clo (A) = {a} .

3. Necht int (A) # 0 a A obsahuje alespoii dva body.
To znamend, ze rint (4) = int (A4).
Vezmeéme tedy a € int (4). K nému existuje § > 0 tak, ze Us (a) C A.
Pro kazdou mnozinu je clo (int (4)) C clo (A), staci ukdzat opacnou inkluzi.
Vezméme z € clo (A).
Podle lemmatu 1.13, pro kazdé 0 < A < 1 je Aa + (1 — )z € int (A).
To ale znamend, ze = € clo (int (A4)).

Jinak FeCeno, ukazali jsme pozadovanou inkluzi clo (int (4)) D clo (A).
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4. Necht int (A) = 0 a A obsahuje alespoii dva body.
V tomto piipadé staci uvazovat tlohu vzhledem k linedl nejmensi dimenze, ktery obsahuje A.
Vzhledem k tomuto linedlu jiz plat{ int (4) # 0.

Tim jsme ulohu ptevedli na predchozi piipad.

Prosli jsme vSechny mozné piipady a tak je tvrzeni dokazano.

Lemma 1.15 Kdyz A C R" je konverni mnozina, potom plati
rint (clo (A)) = rint (A) .
¢ Rozlisme ¢tyti pripady.
1. Kdyz A =0, pak

rint (clo (A4)) = rint (A4) = 0.

2. Kdyz je mnozina jednobodovd, feknéme A = {a}, pak
rint (clo (A)) = rint (A) = {a}.
3. Necht int (A) # 0 a A obsahuje alespoii dva body.
To znamend, Ze rint (A) = int (A).
Ziejmé plati int (clo (4)) D int (A). Musime ukdzat pouze opacénou inkluzi.
Vezméme y € int (clo (A)) a a € int (A).
Pak podle lemmatu 1.13 je bud
{a+tly—a) : t >0} Cint(A)
nebo existuje ¢y > 1 takové, ze
{a+tly—a) : 0<t<tp} Cint(4).
Oba piipady vsak znamenaji, ze y € int (A).
Jinak FeCeno, ukazali jsme pozadovanou inkluzi int (clo (4)) C int (A).

4. Necht int (4) = 0 a A obsahuje alespon dva body.
V tomto piipadé staci uvazovat ulohu vzhledem k linedlu nejmensi dimenze, ktery obsahuje A.
Vzhledem k tomuto linedlu jiz plati int (A) # 0.

Tim jsme tlohu pfevedli na pfedchozi piipad.

Prosli jsme vSechny mozné piipady a tak je tvrzeni dokazano.

Nyni si ukdzeme vyznam pojmu konvexni obal mnoziny.
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Véta 1.16: Kdyz SCR", pak conv (S) je roven nejmens? konvexni mnoziné obsahugici S.

1) Ziejmeé S C conv (S). Pro s € S staéi v definici polozit I = {s}.
2) Ukézeme, Ze mnozina conv (S) je konvexni.

Vezmeéme dva body z,y € conv (S), z = Zle Nist, y = > i1 p;zd a a€0,1], pak

k r k+r

ar+ (1 —a)y = Za)\isi + Z(l —a)p;2 = Z pmv™ € conv (5),
i=1 j=1 m=1
k+r

nebot v, ..., """ €8, p1 >0,..., ppyr >0, Zpi:l’

i=1

kde p1 := @A, ..., pk = @Ak, prr1 = (1 — @)1, .., petr = (1 — @)y,

vl =8, ..., R =G, OFT =2 L okt =

3) Kdyz B D S je konvexni, pak B D conv (S) D S podle lemmatu 1.3.

Tudiz conv (S) je roven nejmens{ konvexn{ mnoziné obsahujici S.

Jelikoz se pohybujeme v koneéné dimenzi n, stac¢i ke konstrukeci konvexniho obalu uvazovat pouze
konvexni linearni kombinace n + 1 bodu z dané mnoziny.

Véta 1.17 (Caratheodory): Pro S C R™ plati
conv (5) = {Z)\(s)s As)>0Vsel, Z)\(s) =1,IcCS, card(]) < n—i—l}.
sel sel

Necht 2 € conv (S).
Pak podle definice 1.1 existuji N € N, s',s%,...,sV € Sa X >0, A >0,..., Ay >0, Zil Aio=1
;- N i
takové, ze x =) ;" | \is'.

1. Kdyz N <n+ 1, pak je jiz bod x vyjaddfen patiiénym zpusobem.

2. Necht N > n+1.

Pak existuji vy, 1v9,..., vy € R takové, ze alespon jedno z nich je nenulové a

Potom vs$ak nutné existuje j € {1,2,..., N} tak, ze v; < 0.

Tudiz pro vektory A = (A1, Ag,. .., )\N)T, v=(v1,va,..., Z/N)T plati

0<A=max{t>0: A+tr>0} < +oc0.
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Oznaéme p = A + Av. Pak

Alesporii jeden z téchto koeficientu je vsak nulovy a tak jsme bod z vyjadiili pomoci N — 1 bodu z
S. Takto postupné redukujeme body z S, z nichz je nakombinovan bod z, dokud neni téchto bodu
nejvyse n + 1.

Tim je tvrzeni véty dokéazano.

1.3 Konvexni polyedrické mnoziny

Definice 1.18 MnoZina A C R" se nazjvd

1) konvexni polyedrickd mnoZina, existuje-li konecény pocet uzavienych poloprostori Hy, Ho, ..., Hy
tak, ze A = ﬂle H;.

1) konvexni polyedr, existuje-li koneénd mnoZina S C R™ takovd, Ze A = conv (S).
Pfipomenime, ze kazdy uzavieny poloprostor je tvaru {x ER™ : yTx> b}, kdey € R", v #0,b e R.
Lemma 1.19 Konvexni polyedrickd mnoZina je uzaviend mnoZina.

: Konvexni polyedrickd mnozina je prunikem uzavienych mnozin a tak je nutné také uzaviena.

Lemma 1.20 Konvexni polyedr je kompaktni mnoZina.

: Uvazujme konvexni polyedr P = conv (S), kde S C R™ je kone¢nd mnozina.
Necht z; € P, j € N.
Podle véty 1.16 vime, ze tyto body lze reprezentovat jako konvexni linedrni kombinace z; = >
Mnozina S je konecénd, pro kazdé s € S, j € Njsou 0 < \j(s) <la)  sAi(s) =1
Dokéazeme proto vybrat podposloupnost j,,, m € N takovou, ze

seS Aj (5)5
pro kazdé s € S mame pii m — 400 konvergenci \;, (s) — A(s) € [0,1].

Potom plati

D As) = lim A (s)= lim Y\ (s)=1,

m——+00 m——+o0
sES ses ses
lim z;, = E lim Aj (s)s = E A(s)s € P.
m— 00 m— 00
ses ses

Tim jsme ukazali, ze konvexn{ polyedr je kompaktni mnozina.
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1.4 Konvexni kuzely
Definice 1.21 Mnozina A C R" se nazjvd

i) kuzel (s vrcholem v pocdtku), jestlize 0 € A a pro kaZdyj bod s € A a a > 0 je as € A.

i) kuzel s vrcholem v bodé p, kde p € R™, kdyz A — p je kuZel.

ii1) konvexni kuzel, kdyz je kuZel a zdroven také konvexni mnoZina.

w) konvexnd polyedricky kuZel, existuje-li koneénd mnozina S C R™ takovd, Ze A = pos(S).

Poznamenejme, ze nejmensim kuzelem a zaroven také nejmensim konvexnim kuzelem i nejmensim kon-
vexnim polyedrickym kuzelem je kuzel pos () = {0}.

Lemma 1.22 Necht A C R" je konvezni kuZel. Potom pro kaZdé k € Ny, ay,as9,...,ax € A a
A >0, 020, ..., A >0 je bod S5 \a; € A.

1. Kdyz k =0, pak > | Nia; = 30 Na; =0 € A.
2. Kdyz o= Y% A\ =0,pak \y =Ag=...= A =0a " Na;=0€ A

3. Kdyza=Y"r A >0,pak Y8 A =1a>02>0... 2>

i=1 « el
Pak z konvexnosti A plyne, ze Zk dig. e A,

=1 «

Mnozina A je také kuzel, a tak Zle Ait; = o Zk Aig, e A.

i=1 «

Vyznam nezaporného linedrntho obalu mnoziny je v tom, Ze generuje nejmensi konvexni kuzel, ktery
danou mnozinu obsahuje.

Véta 1.23: Necht S C R™, pak pos (S) je nejmensi konvexni kuZel, ktery obsahuje mnoZinu S.

1) Mnozina pos (S) je evidentné kuzel.
2) Mnozina pos (S) je konvexni, nebot vezmeme-li dva body x,y € pos (.9),
T = Zle Ais',y =230 ;2 aac(0,1], pak

k r k+r
ar+ (1 —a)y = Zax\isi + Z(l —a)p; = Z pmv"™ € pos(S),
m=1

i=1 =1
nebof v, ..., """ €S, p1 >0,..., ppyr >0,

kde

P1i= QAL P = Qg PRyl = (1= @)1, prgr = (1 — @)y,

vhi=sq, .08 =y, R =2t R =T

3) Kdyz B D S je konvexni kuzel, pak B D pos(S) D S podle lemmatu 1.22.
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TudiZz pos (S) je konvexnim kuzelem generovanym mnozinou S.

Proto ¢asto o pos (S) hovoifme, jako o konvexnim kuzeli generovanym mnozinou S.

Konvexni polyedricky kuzel je uzaviend mnozina. Dukaz vsak jiz neni tak pfimocary jako u lemmatu
1.19. Uzavienost umime ukézat pfimo pro konvexni polyedricky kuzel, ktery neobsahuje zadnou piimku.
To je ale pravé ten ptipad, ktery budeme dale potiebovat.

Lemma 1.24 Konvexni polyedricky kuZel, ktery neobsahuje Zadnou primku, je uzaviend mnozina.

Uvazujme konvexn{ polyedricky kuzel P = pos (S), kde S C R™ je konetnd mnoZina.
Bez ijmy na obecnosti muzeme piredpokladat, ze 0 & S.

Necht z; € P, j € N takové, ze z; — x € R™ kdyz j — +oc.
Podle véty 1.23 vime, ze tyto body lze reprezentovat jako nezdporné linearni kombinace z; = )
Oznacme M; = maxses Aj(s) a M = sup;ey M.

s€S /\j (5)5

e Ukazeme sporem, ze M < 4o0.

Aj(s)
MJ °

Predpokladejme, ze M = 400 a pro s € S, j € N oznaéme ¢;(s) =

Mnozina S je konetnd a pro kazdé s € S, j € N jsou 0 < ¢;(s) <1 a vzdy existuje bod tak, ze je
pro néj vaha rovna jedné.

Dokazeme proto vybrat podposloupnost j,,, m € N takovou, ze

pro kazdé s € S mdme pii m — +oo konvergenci ¢, (s) — ¢(s) € [0, 1]

a existuje bod § € S takovy, ze p(8) = 1.

Potom plati

1
0= lim xj,, = g lim ¢; (s)s= g o(s)s.
m=too Mj,, ses e ses

Potom také

seS\{s}

To ale znamen4, Ze 3, —3 € P. Potom P obsahuje celou pifimku uréenou smérem 3, nebot P je kuzel.
To je ale spor s nasimi predpoklady.

Presvédcili jsme se, ze M < 4o00. Mnozina S je kone¢nd a pro kazdé s € S, j € N jsou 0 < Aj(s) < M.
Dokazeme proto vybrat podposloupnost j,,, m € N takovou, ze

pro kazdé s € S mame pii m — 400 konvergenci A;,, (s) — A(s) € [0, M].

Potom plati

lirle xj,, = Z lirJIrl A, (8)s = Z A(s)s € P.
ses seS

Tim jsme ukéazali, ze konvexni polyedricky kuzel, ktery neobsahuje zadnou pfimku, je uzaviena mnozina.
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Lemma 1.25 Konvexni polyedricky kuZel je uzavrend mnoZina.

Konvexni polyedricky kuzel je direktnim souctem podprostoru a konvexniho polyedrického
kuzele, ktery neobsahuje zadnou primku. Podle lemmatu 1.24 jde proto o uzavienou mnozinu.

1.5 Smeéry konvexni mnoziny
Pro teorii optimalizace jsou dilezité sméry v nichz je konvexn{ mnozina neomezen4.

Definice 1.26 Kdyz A C R"™ je neprdzdnd mnoZina, pak rekneme, zZe s € R™ je smérem A, jestlize
existuje bod a € A takovy, Ze pro kaZdé o > 0 je a + as € A.

Mnozinu vSech sméri mnoziny A budeme oznacovat direct (A).

Pro prdzdnou mnoZinu klademe direct () = {0}.

Sméry mnoziny maji nasledujici vlastnosti.
Lemma 1.27 Kdyz A C R", pak direct (A) je kuzel.

Kdyz s je smér A, pak kazdy jeho kladny nasobek je opét smérem A.

Lemma 1.28 Kdyz A C R" je konvexni mnozina, pak direct (A) je konvexnd kuZel.

: Vime jiz, ze direct (A) je kuzel, staci tedy ukdzat jeho konvexitu.
Necht s,v € direct (A) a 0 < A < 1.
Pak existuji z,y € A takové, ze pro kazdé o > 0 je x + as,y + av € A.
Z konvexity A vsak plyne, ze pro kazdé a > 0 je také Az + (1 — Ny + a(As + (1 — A)v) € A.
Tudiz As + (1 — A\)v € direct (A).
Tim jsme ovérili, ze direct (A) je konvexni kuzel.

Lemma 1.29 Kdyz A C R" je konvexni mnoZina, s € direct (A) a a € rint (A4), pak pro kazdé o > 0 je
a+as e A.

: Vektor s je smér mnoziny A a tak existuje x € A takové, ze pro kazdé a > 0 je x + as € A.
Bod a je bodem relativniho vnitiku mnoziny A. Existuji proto z € A a 0 < A < 1 takové, ze
a=Xz+(1-MNz.
Jelikoz s je smér mnoziny A a A je konvexni{ mnozina, proto pro kazdé a > 0 je

atas=Az+(1—-N) (m—l—lf)\S) € A.
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Lemma 1.30 Kdyz A C R" je uzaviend konvexni mnoZina, s € direct (A) a a € A, pak pro kazdé a > 0
jea+ as € A.

: Vektor s je smér mnoziny A a tak existuje z € A takové, ze pro kazdé a > 0 je x + as € A.
Z konvexnosti mnoziny A je pro kazdé 0 < A < 1 a pro kazdé a > 0

Aa+ (1—=Nz+as=ra+(1-N) (a:—l—lik)\s) € A

Limitnim pfechodem pii A — 1— s vyuzitim uzavienosti mnoziny A dostavame kyzenou vlastnost.

Lemma 1.31 Kdyz A C R" je uzaviend konvexni mnozina, pak direct (A) je uzavieny konvexni kuZel.

: Pro prazdnou mnozinu tvrzeni plati.
Uvazujme neprdzdnou mnozinu. Podle lemmatu 1.28 jiz vime, ze direct (4) je konvexni kuzel. Je tieba
ukazat jeho uzavienost.
Necht s, € direct (A), k € N a limg_ o s, = s € R™.
Vezmeéme (libovolny) bod a € A. Podle lemmatu 1.30 pro kazdé ¢t > 0 a k € N plati a + tsy € A.
Mnozina A je uzaviend a tak limitnim prechodem dostaneme a + ts € A pro kazdé t > 0.
Tudiz s € direct (A).
Tim jsme ovéfili, ze direct (4) je uzavieny konvexni kuzel.

Uzaviena konvexni mnozina mé uzitetnou reprezentaci.

Véta 1.32: Kdyz A C R" je uzaviend konvexni mnozina, pak ji lze rozloZit na soucet mnozin

A = L(A)+K(A) +btt(4), (1.1)
A = L(A)+K(A)+ conv (btt (A)), (1.2)
kde
L(A) = direct(A) N —direct (A) je podprostor R",
L(A)™* je podprostor R kolmyj na L(A) a R” = L(A) @ L(A)*,
D = ANL(A)"  je projekce A na L(A)T,
K(A) = direct (D) = direct (A) NL(A)" je projekce A na L(A)*,
btt(A) = {z €D :VseK(A), s#0jex—s¢gD}.

: Mnozina ma direktni rozklad
A = L(A)eD.

L (A4) je podprostor a D je uzaviend konvexni mnozina, kterd neobsahuje zddnou piimku.
Ke kazdému bodu d € D piitadime

M(d) = {s:d—seD, secK(A)},
m(d) = sup{|s||: d—se D, sec K(A)}.

Zvolme néjaky bod d € D a povSimnéme si, ze:
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1. Predpokladejme, ze m (d) = +occ.
Pak existuje posloupnost sj € direct (D), k € N takova, ze limg_, 4o ||k || = +o0.
Z kompaktnosti jednotkové sféry v R™ existuje s € R", které je hromadnym bodem posloupnosti
Tebs k& € N. Mnozina direct (D) je uzaviend a tak s € direct (D).

Potom pro kazdé t > 0 a k € N takové, ze t < ||sg]|, plati d — tHz—:” eD.

Norma uvazovanych sméru konverguje do nekonec¢na. Proto limitnim pfechodem zjistime, Ze pro
kazdé t > 0 plati d — ts € D.

To znamena, ze —s € direct (D).

Zjistili jsme, Ze by D obsahovalo pifmku ve sméru s, coZ je spor, nebot vime, ze D Zadnou pifmku
neobsahuje.

Ukézali jsme, ze m (d) < +o0o0 a M (d) je kompakt.

2. Predpokladejme existenci A > 0 takového, ze m (d — s) > A > 0 pro vSechna s € M (d).
Pak existuje posloupnost si € direct (D), k € N takova, zZe ||sk|]| > A, sp € M (d - Zf;ll si).
Posloupnost Zle si, k € N nemuze byt konvergentni, ale vime, ze jeji ¢leny jsou z kompaktu M (d).
Pak musi mit tato posloupnost alespori dva ruzné hromadné body, oznacme je §, 0.

Uvédomme si, ze pro kazdé k,l € N, k <[ plati

1 k—1
Zsi eM <d— Zs,) C direct (D).
i=k i=1

Pak pro kazdé k,l € N, k < plati

l

k—1
Z s — Z s; € direct (D).
i=1

=1

Budeme zvysovat k a [ tak, aby se prvni suma ptiblizovala k § a druhd k 0. Z uzavienosti mnoziny
sméru dostdvame § — ¢ € direct (D). Obdobné muzeme zajistit, aby se prvn{ suma ptiblizovala k ¢
a druhd k 3, a dostat tak 0 — § € direct (D).

Zjistili jsme, ze by D obsahovalo pifmku ve sméru 5§ — © # 0, coz je spor, nebot vime, ze D zadnou
primku neobsahuje.

Ukézali jsme, ze inf {m(d —s) : s€ M(d)} = 0.
3. Zbyva vysetrit situaci inf {m(d —s) : s€ M(d)} =0.
Pak existuje posloupnost s, € M (d), k € N takovd, ze limy_, 400 m (d — si) = 0.
M (d) je kompakt a tak tato posloupnost musi mit hromadny bod, ozna¢me jej § € M (d).
Vezméme e > 0. Pak pro ¢ € direct (D), ||¢|| =€ je d — s — ¢ & D pro velkd k € N.
Vhodnym zvySovani k v limité ziskdme d — § — ¢ & int (D).
To znamend m (d — §) < e pro kazdé € > 0.
Zjistili jsme, ze m (d — §) = 0. To znamend, ze d — § € btt (A).

Podaifilo se nam bod vyjadiit jako d = d + 1, kde d € btt (4) a ¢ € direct (D) = K (A). Tim je dikaz
rozkladu hotov (1.1). Rozklad (1.2) je jeho dusledkem, nebot mnozina A je konvexni.
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1.6 Krajni body a krajni sméry

Konvexni polyedrické mnoziny, lze charakterizovat jejich krajnimi body a krajnimi sméry.

Definice 1.33 Nechf A C R" je neprdzdnd konvexni mnoZina. Rekneme, Ze bod s € A je krajnim bodem
A, jestlize neexistuji body x,y € A, x #y a 0 < XA < 1 takové, aby s = Az + (1 — N)y.
MnoZinu viech krajnich bodd mnoZiny A budeme oznacovat ext (A).

Definice 1.34 Nechf A C R" je neprdzdnd konvexni mmozina. Rekneme, Ze smér s € direct (A) je
krajnim smérem A, jestlize s # 0 a neexistuji body x,y € direct (4), z,y & pos({s}) a A >0, ¢ > 0
takové, aby s = Az + @y.

Mnozinu viech krajnich sméri mnoZiny A budeme oznacovat extd (A).

Véta 1.35: Konvezni polyedr md konecny pocet krajnich bodu a je jejich konvexnim obalem.

: Necht P = conv (S), kde S C R™ je koneénd mnozina.
Z mnoziny S budeme postupné vylucovat body tak, ze dostaneme posloupnost mnozin
S():SDSl DSy D...D 8k abOdy 3; €81 tak, ze S; :Slfl\{él}
Bod §; € S;_1 vybereme tak, aby byl konvexni linedrni kombinaci ostatnich bodu z S;_;. Pokud takovy
bod neexistuje, konstrukce konéi, tj. i = K.
1. Uvédomme si, ze plati conv (Sy) = conv (S1) = conv (S2) = ... = conv (Sk) = conv (S) = P.
Presvédéime se o tom konecnou indukeci.

(a) Pro i = 0 tvrzeni plati, nebot Sy = S.
(b) Pfedpoklddejme, ze pro 1 < i < k plati conv (S;_1) = P.
Vezméme = € P. Z indukéniho predpokladu a z vybéru bodu §; vime, ze

x = Z A(s)s, & = Z ©(s)s, pro vhodnd A >0, ¢ > 0, Z A(s) =1, Z o(s) =1.

SES;i—1 seS; sES;_1 seS;
Tudiz
x = Z A(s)s = Z A(s)s + A(8;) Z o(s)s = Z (A(s) + A(8;)p(s)) s € conv (S;) .
SES;i_1 seS; seS; seS;

2. Nyni ukdzeme, ze mnozina Sk je pravé mnozina vSech krajnich bodi mnoziny P.

(a) Ukazme, Ze zddny z bodi mnoziny P \ Sk nenf krajnfm bodem P.
Vezméme bod x € P\Sk. Pak existuje konvexni linedrni kombinace takova, ze x = >
Jisté existuje § € Sk takovy, ze 0 < A(5) < 1, jinak by = € Sk. Pak

s€SK A(s)s.

z=X35+(1-AE) Y 1A(;23)5
s€ESK\{5}

7 konstrukce mnoziny Sk vime, zZe é,zsesK\{g} #S()g) eP, s+ EsesK\{g} %8 a tudiz

bod z neni krajni bod P.
(b) Jeste zbyvd oveérit, ze body z mnoziny Sk jsou krajnimi body.
Predpokladejme proto, ze § € Sk neni krajni bod mnoziny P. Pak existuji body
y= Z As)se P, z= Z p(s)se P, y#za0 < a<1 takové, ze

SESK SESK
s=ay+(1—a)z= Z (aA(s) + (1 — a)p(s))s.
SESK

Nyni rozliSme dva piipady.
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) = 1. Potom A(3) = ¢(5) = 1, coz je spor s tim, Ze y # z.

i. Necht a(3) + (1 — a)e(
3 ) < 1. Potom ale

ii. Necht aA(5) + (1 — a)p(

3 a(s) + (1 = a)p(s)

1- oA+ (1—a)pB)]

s€SK\{5}

To je spor s tim, ze zddny z bodu mnoziny Sk nelze napsat jako konvexni linedrni kom-
binaci ostatnich bodu z Sk .

Ukézali jsme, ze mnozina Sk je mnozinou vSech krajnich bodu konvexniho polyedru P a P = conv (Sk).

Mezi konvexnimi polyedry jsou dulezité specidlni polyedry dané dimenze.

Definice 1.36 MnozZina A C R™ je simplex, jestlize je konvexni mnoZina a kazdy jeji bod lze vyjddrit
jako jednoznacéné uréenou konvexni linedrni kombinaci jejich krajnich bodi.

Lemma 1.37 Kdyz mnozina A C R"™ je simplex a jeji dimenze (tj. dimenze nejmensiho linedlu v némz
je obsazena) je d € N, pak md prdvé d + 1 krajnich bodi a je jejich konvexnim obalem.

Tvrzeni uvddime bez dikazu. Zajemci jej naleznou v [6].

1.7 Dalsi vlastnosti

Mezi definovanymi objekty je jesté fada zajimavych a dulezitych vztahu. K jejich dukazu vsak nemame
pripravenu potfebnou dikazovou techniku. Uvddime je proto bez dukazu. Zajemce odkazujeme na [6].

Tvrzeni 1.38 Mnozina A C R" je konvexni polyedr tehdy a jen tehdy, kdyZ je omezend konvexni poly-
edrickd mnoZina.

Dikaz lze nalézt v [6].

Tvrzeni 1.39 Kdyz A C R" je konvexni polyedricky kuzel, pak je konvexni polyedrickd mnoZina.

Dikaz lze nalézt v [6].

Véta 1.40: Konvexni polyedricky kuZel, ktery neobsahuje Zddnou ptrimku, md konecny pocet krajnich
sméri a je roven konvexnimu kuzeli, ktery je jimi generovdn.

Dikaz lze nalézt v [6].
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1.8 Cyviceni a doplinky

Cviceni 1.41: Rozhodnéte, zda mnozinové operace sjednoceni a rozdil dvou mnozin zachovavaji kon-
vexnost.

Cviceni 1.42: Rozhodnéte, zda je hranice konvexni mnoziny nutné konvexni nebo ne.

Cviéeni 1.43: Necht A C R" spliiuje podminku, Ze pro kazdé =,y € A je také %x + %y € A.
e Je tato mnozina jiz nutné konvexni?
e Vime-li navic, ze A je uzaviend. Je pak jiz nutné konvexni?

e Vime-li navic, ze A je oteviena. Je pak jiz nutné konvexni?

Cviceni 1.44: Charakterizujte konvexni mnoziny jejichz hranice je konvexni.

Cviceni 1.45: Charakterizujte konvexni mnoziny jejichz doplnék je také konvexni mnozina.

Cviceni 1.46: Kdyz konvexni uzaviend mnozina obsahuje polopiimku, pak s kazdym svym bodem
obsahuje téz tuto polopiimku posunutou do tohoto bodu.

Cviceni 1.47: Konvexni mnozina v R" je Lebesgueovsky méfitelna.

Cviceni 1.48: Konvexni mnozina v R je borelovsky méfitelna. Je totiz intervalem.

Cviceni 1.49: Konvexni mnozina v R", n > 2 nemusi byt borelovsky méfitelna.

Jako piiklad si muzeme uvést otevieny jednotkovy kruh K = {z : ||z|| < 1,z € R"} a sféru
S = {z : ||z|| = 1,2 € R"}. Existuje borelovsky neméfitelnd mnozina D C S. Pak mnozina K U D je
konvexni mnozina a neni borelovsky méfitelnd.



Kapitola 2

Konvexni funkce

2.1 Obecné pojmy
V této kapitole se budeme zabyvat funkcemi definovanymi na konecné dimenzionalnim Euklidové prostoru
s hodnotami v rozsifené realné piimce, tj. kromé realnych hodnot pfipustime i hodnoty 400 a —oc.

Rozsitenou redlnou piimku oznacujeme R*.

Definice 2.1 Pro funkci f : R™ — R* definujeme jeji epigraf a hypograf

epi(f) = {(@n): f(z)<n zeR" nekR}, (2.1)
hypo (f) = {(z,n) : f(z)=n, 2 €R", neR}
a také jeji doménu
Dom (f)={x : f(z) < +o0, z € R"}. (2.3)

Definice 2.2 Budeme fikat, Ze funkce f: R™ — R* je vlastni, jestlize f (x) > —oo pro kazdé x € R™.

Piipusténi hodnoty +oo mé velky vyznam pro optimalizaci, zejména pro jeji teorii. Umoznuje jed-
nodussi a prehlednéjsi zépis optimalizaéni tlohy. Optimalizaéni ilohu inf { f (x) : « € D} muzeme zapsat

jako hledéni ,, volného extrému* inf { f(z) :ze R"}, kde

@) = { f(x) kdyz z € D, (2.4)

400 jinak.
Povsimnéme si charakterizace epigrafu funkce.

Lemma 2.3 Mnozina E C R""! je epigrafem néjaké funkce f : R® — R* tehdy a jen tehdy, kdyz pro
kazdé x € R™ plati, Ze

{n:(x,n) € E} jebud O mnebo R nebo [i),+00) pro vhodné 7 € R.
Pokud E je epigrafem néjaké funkce f : R™ — R*, pak f (x) = min{n : (x,n) € E}.

: Vlastnost je evidentni.

23
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Korespondence mezi funkci a jejim epigrafem je proto vzdjemné jednozna¢na. Umoznuje nam si
uvédomit nésledujici vlastnost epigrafu a hypografu.

Lemma 2.4 Méjme funkce f; : R — R* pro kaZdé i € I, pak

<bup fz) (epi(f:), hypo (g fi) = () hypo (fi), (2.5)

i€l iel i€l
epi [ inf f; | D epi (f;), hypo |sup f; | D hypo (f;) . 2.6
p <iejf> LEJI pi (fi), hyp (ielgf) LEJI ypo (fi) (2.6)

Pro I konecénou plati rovnosti

epi (115 fz-) = Jepi(f:), hypo (Silel? fi) = Jhypo (f:).- (2.7)

el el

Jde o piimy dusledek charakterizace uvedené v lemmatu 2.3. Je tfeba si pouze uvédomit, ze
prunikem a kone¢nym sjednocenim intervala typu [£, +00) dostaneme opét interval stejného typu. Sjed-
noceni libovolného poctu intervalu jiz tuto vlastnost neméa. Obdobné prunikem a koneénym sjednocenim
intervalll typu (—oo, £] dostaneme interval stejného typu. Sjednoceni libovolného poétu intervala jiz tuto
vlastnost obecné nema.

2.2 Definice konvexni funkce

Definice 2.5 Rekneme, Ze funkce f : R — R* je konvexni, jestlize epi (f) je konvexni mnoZina.
Konvexnost funkce lze ekvivalentné vyjadrit.

Lemma 2.6 Kdyz je funkce f : R™ — R* konvexnd, pak Dom (f) je konvexni mnoZina.

: Necht 2,y € Dom (f) a0 < A < 1.
Pak existuje n,£ € R tak, ze f (z) <na f(y) <& Tudiz (z,n), (y,¢
Z konvexnosti epi (f) plyne, ze (Az + (1 — Ny, A+ (1 — X&) € epi(
Tudiz f(Az + (1 = Ny) < An+ (1 —AN)§ < +oo.
Proto Az + (1 — A\)y € Dom (f) a tim je konvexnost mnoziny Dom (f) ukédzdna.

) € epi(f).
).

Véta 2.7: Funkce [ : R™ — R* je konvexni tehdy a jen tehdy, kdyz Dom (f) je konvexni mnoZina a pro
kazdé x,y € Dom (f) a 0 < A < 1 platé

fAz+ (1 =Ny) <Af(@)+ (1 =Nf(y). (2.8)
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1. Necht f je konvexni.
Pak podle lemmatu 2.6 vime, ze Dom (f) je konvexn{ mnozina.
Necht z,y € Dom (f) a0 < A < 1.
Pak pro kazdé n, £ € R takovd, ze f(z) <na f(y) <&, je (z,n),(y,£) € epi (f).
Z konvexnosti epi (f) plyne, ze (Az + (1 — M)y, An + (1 — N)§) € epi (f).
Tudiz f(Az + (1= Ny) < An+ (1= A)¢ < +oo.

Minimalizaci pfes viechna moznd 1), dostaneme (2.8).

2. Nechf je splnéna vlastnost (2.8).
Vezméme (z,7), (y,€) € epi (f) a 0 < A < 1. Pak

A+ (1 =2 Af (@) + (1 =Nf () = fQz+ (1= Ny).
Tudiz (Az + (1 — Ny, An+ (1 = N)&) € epi (f).

Ukézali jsme, ze epi (f) je konvexni mnozina, a to znamens, ze f je konvexn{ funkce.

Véta 2.7 ukazuje, ze se definice 2.5 shoduje s definici konvexity funkce, kterou jsme pouzivali diive,
aplikujeme-li ji na funkci f : Dom (f) — R*.
Konvexni funkce nabyvajici hodnoty —oo je ponékud degenerovana.

Lemma 2.8 Méjme konverni funkci f : R™ — R*. Pak bud f(z) € R pro kazdé x € Dom (f) nebo
f(x) = —o0 pro kazdé x € rint (Dom (f)).

: Necht z € Dom (f) a f (z) = —cc.
Kdyz y € rint (Dom (f)), pak existuje z € Dom (f) a 0 < A <1 tak, ze y = Az + (1 — N)=.
Pouzitim podminky (2.8) dostdvame

FW =rAz+(1-2z) SAf(z)+ (1= A)f(z) = —oc.

Véta 2.9: Kdyz je funkce f : R™ — R* konvexni a vlastni, pak je spojitd na rint (Dom (f)).

Bez ijmy na obecnosti muzeme predpoklddat, ze int (Dom (f)) # (. Jinak bychom problém
uvazovali pouze v rdmci linedlu nejmensi dimenze, ktery obsahuje Dom (f).

Necht z € int (Dom (f)).

Pak existuje A > 0 tak, ze  + Ae;.p,x — Ae;., € Dom (f) pro kazdé i = 1,2,...,n; kde e;.,, je bazicky
vektor obsahujici jednicku na i-tém misté a jinak nuly.

Z konvexnosti Dom (f) vime, ze M = conv ({x + Aejup,z — Aeyy, 1 i =1,2,...,n}) C Dom (f).

Kazdy bod y € M se da zapsat ve tvaru

y=> 1 i@+ Aein)+ Y Ni—(x— Aey), kde o0 Ny + > N =TaX 4, - >0.
Odtud pro y € M dostavame odhad

F) < D Niifl@+Aein) + > A f(w— Aein) < E < F00,
=1 =1

kde Z:=max{f(z+ Ae;,), f(x —Ae;) :1=1,2,...,n}.



26

Bod y € M muzeme reprezentovat také jako y = x + ds, kde .1 | [3;|=Aa0<§ <1
Pak

F) = fat5) = f((1= 0+ 8a+9) < (1= 9)f (2) + 67z +5) < (1 - §)f (2) + 55,
P = 1 (it Tl -9)) € prsfle+ 89+ oo 0) < 1 )+ oS
Dohromady méme odhad

(140)f (1) 02 < F ) < (1~ 0)f (a) + 0. (29)

Tim je spojitost v bodé z € int (Dom (f)) ukédzana.

Spojitost v krajnich bodech domény neni jednoduchou otézkou. Uvedme si pouze nutnou podminku,
ktera plati pro obecnou vlastni funkci.

Véta 2.10: Necht je funkce f: R™ — R* vlasini a spojitd na Dom (f). Pak
epi (f) = clo(epi (f)) N (Dom (f) x R).

: Necht z € Dom (f) a (z,n) € clo (epi (f)).
Potom existuje posloupnost (zx,n) € epi (f), kterd konverguje k (x,n).
Tudiz plati f(xr) < ng.
Funkce je spojitd na Dom (f), limitnim pfechodem proto dostdvame f (x) <.
To vsak znamend, ze (z,n) € epi (f).

Véta ma jednoduchy dusledek.

Necht je funkce f : R™ — R* vlastni, spojitd na Dom (f) a Dom (f) je uzavienad mnoZina.
Pak epi (f) je také uzaviend mnozina.

Tvrzeni je jednoduchym dusledkem piedchozi véty 2.10, nebotf kdyZ je Dom (f) uzaviena
mnozina, pak plati

clo (epi () N (Dom (£) x R) = clo (epi ().

Véta 2.11: Kdyz jsou funkce f; : R® — R* konvezni pro kazdé i € I, pak sup f; : R® — R* je také
i€l
konvexnd.

: Podle lemmatu 2.4 plati epi (sup f1> = () epi (fi)-
iel iel
Prinik libovolného po¢tu konvexnich mnozin je opét konvexni mnozina, viz lemma 1.5.
Tim je tvrzeni dokazano.
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Véta 2.12: Necht f: R™ — R je konvezni funkce. Pak pro kazdé o € R jsou mnoZiny {z : f(z) <a} a
{z : f(z) < a} konvezni.
Tyto mnoZiny se nazgvaji droviiové mnoziny funkce [ (level sets).

: Staci ovétit konvexnost mnoziny {x : f (z) < a},nebot {z : f(z) <a} =Nzo, {z : f(2) < B}
Vezméme y,z € {z : f(z) <a} a0 < <1 Potom y,z € Dom (f) a plati

FOy+ (1= N2) AF () + (1= V() < a

Dusledkem této vlastnosti je, ze mnozina piipustnych feseni tilohy konvexniho programovéni je kon-
vexni, tj. {x € R" : ¢1(2z) < a1, g2(x) < o,...,gr(z) < ai} je konvexni mnozina, pokud funkce
g1, 92, - - - » gk jsou konvexni.

Konvexnost mnozin {z : f(z) < a} a {z : f(z) < a} v8ak nezarucuje, ze funkce f je konvexni.

Piiklad 2.13: Funkce f(z) = { mffif) Eiﬁlﬁdx -f

{z : f(z) <a}=(0,e*], {z : f(x) <a}=(0,e%) jsou konvexn{ pro kazdé a € R.

konvexni neni, ale jeji uroviiové mnoziny

Definice 2.14 Rekneme, e funkce f : R™ — R* je
i) ryze konvexnt, jestlize pro kaZdé dva body x,y € Dom (f), x #y a 0 < A < 1 plat{ nerovnost

fOz+ (1 =Ny) <Af () + 1 =N)f(y) -

i1) konkduvni, jestliZe je funkce —f konvexn.
iii) ryze konkdoni, jestlize je funkce —f ryze konvexnd.

Konkavni funkci lze ekvivalentné definovat tak, ze je to funkce jejiz hypograf je konvexni mnozina.
Konvexni funkce maji velkou dilezitost v teorii optimalizace, protoze jejich lokdlni minima jsou
zaroven globalnimi minimy.

Véta 2.15: Necht f: R"™ — R* je konvexni funkce a vlastni. Pak kazdé jeji lokdlni minimum na Dom (f)
je jejim globdlnim minimem na Dom (f). MnoZina vsech globdlnich minim je konveznd.

: Necht Z € Dom (f) je lokdlnim minimem funkce f, ale nenf jejim globalnim minimem.
Pak existuje y € R™ takové, ze f (y) < f(%).
Pak y € Dom (f) a pro kazdé a € (0,1) plati f (az + (1 —a)y) < af (2) + (1 —a)f (y) < f(2).
To je ovSem ve sporu s predpokladem, Ze Z je lokalnim minimem funkce f.
Tudiz & musi byt globdlnim minimem funkce f.
Mnozina v8ech globdlnich minim je konvexni protoze je rovna mnoziné
{zx eR"™ : f(x) <inf{f(y) : y € R"}}, kterd je konvexn{ podle véty 2.12.
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Véta 2.16: Necht f : R" — R* je ryze konvexni a vlastni funkce, kterd md na Dom (f) néjaké lokdlni
minimum. Pak md tato funkce globdlni minimum na Dom (f), které je jednoznacné uréeno a je jejim
jedinym lokdlnim minimem.

Podle véty 2.15 vime, ze kazdé lokdln{ minimum funkce f na Dom (f) je také jejim globalnim
minimem. Staéf si proto pouze uvédomit, ze globdlni minimum f na Dom (f) je uréeno jednozna¢né.
Vezmeéme Z jedno globdln{ minimum funkce f na Dom (f) a bod y € Dom (f), y # &. Pak z ryz{ konvex-
nosti plyne, ze

(524 5v) < 5@+ 550,

Odtud . )
P> 25 (3o + 5v) - 1) 2 26(@) - 1) = 1@

Tudiz Z je jedinym globdlnim minimem funkce f na Dom (f).

Uvédomme si nékteré zakladni vlastnosti konvexnich funkci. Nejprve si pfipomenme vlastnosti kon-
vexnich funkci jedné proménné.

2.3 Vlastnosti konvexnich funkci jedné proménné

Tato podkapitola shrnuje zdkladni vlastnosti konvexnich funkei jedné proménné. Uvadime je bez dukazu,
zéjemce odkazujeme na zékladni pfednasky z matematické analyzy a z teorie pravdépodobnosti.

Uvazujeme funkei f : J — R definovanou na konvexni mnoziné J C R (poznamenejme, ze jedinymi
konvexnimi mnozinami na redlné piimce jsou prazdnd mnozina, body a intervaly). Nejdiive shriime, jakou
hladkost ma tato funkce pokud je konvexni.

Véta 2.17: Necht J C R je interval a f : J — R je konvexni funkce. Pak md funkce f ndsledujici
vlastnosti.

i) Je spojitd na int (J). V krajnich bodech intervalu J mize dojit ke skoku ale, musi platit
fla) > f(a+), pokud a je levy krajni bod J, pripadné f(a) > f(a—), pokud a je pravy krajni bod J.

it) V kaZdém bodé x € int (J) existuji konecné derivace zleva i zprava; tj.

h) — h) —

eR.
Pro tyto derivace plati f’ (x) < f(x) < f.(y) < fi(y) pro kaZdé x,y € int (J), v < y.
i) f' existuje na J aZ na nejuyse spocetné bodii.

i) f" existuje na J aZ na mnoZinu Lebesgueovy miry nula.

v) Plati Jensenova nerovnost, tj. f (E[X]) < E[f(X)] pro kaZdou redlnou ndhodnou veli¢inu X s

konecénou stredni hodnotou a s P (X € J) = 1.

vi) Plati nerovnost f (Zle pixi> < Zle pif (x;) pro kazdé x1,x9,...,xp € J, p1 >0,p2 >0, ...,
k
pe >0, > pi=1.
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Pfipomenme, Ze vi) je zvldstnim piipadem v). Sta¢i uvazovat ndhodnou veli¢inu X nabyvajici pouze
hodnot x1,x9,...,x s pravdépodobnostmi p1,ps, ..., Pk-
Shriime nyni zakladni kritéria umoznujici ovéfit konvexnost funkce.

Véta 2.18: Necht J C R je otevieny interval a f : J — R je funkce, pak plati:

o Funkce f je konvexni <  f! existuje konecnd a neklesajici na J &

& f! emistuje konecénd a neklesajici na J.

o Kdyz je funkce f diferencovatelnd na J, pak

f je konvexni < ' je neklesajici na J.

o Kdyz je funkce f dvakrdt diferencovatelnd na J, pak
f je konvexni < f">0mnalJ.

2.4 Vlastnosti konvexnich funkci vice proménnych

Tato podkapitola shrnuje zakladni vlastnosti konvexnich funkci vice proménnych. Tvrzeni uvadime bez
dukazu, zdjemce odkazujeme na zakladni prednasky z matematické analyzy, linearni algebry a teorie
pravdépodobnosti.

Uvazujeme funkce f : D — R definované na konvexni mnoziné D C R".

Lemma 2.19 Necht D C R" je konvezni mnozina a fi : D — R, fo : D - R, ..., fr : D — R jsou
konvexni funkce. Pak pro kazdé vihy a1 > 0, as > 0, ..., ax > 0 je Zle a;fi : D — R opét konvexni
funkci.

Ctenar si lehce dokaze sam.

Véta 2.20 (Jensenova nerovnost): Necht D C R™ je konvezni mnoZina a f : D — R je konvexni funkce.
Pak pro redlny ndhodny vektor X = (X1, Xo, ... ,Xk)—r s konecnou stredni hodnotou a P(X € D) =1
plati E[X] € D a f(E[X]) < E[f(X)].

: Dikaz je uveden napiiklad v [5], véta 5.9 na str.26.

Jako dusledek dostdvdme zobecnéni vlastnosti (2.8) (,, deterministickou Jensenovu nerovnost“).

Véta 2.21: Nechf D C R"™ je konvexni mnoZina a f : D — R je konvexni funkce. Pak pro kazdé

T1,%2,...,2k €D, p1 >0,p2 >0, ..., pr >0, Zlepi =1 je splnéna nerovnost
k
f <2pm> < pif (w)
i=1 i=1

Véta je specidlnim pfipadem véty 2.20. Staci uvazovat ndhodnou veli¢inu X nabyvajici pouze
hodnot x1,x9, ...,z s pravdépodobnostmi p1,ps, ..., Pk.
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Konvexnost funkce lze ovétrovat pomoci konvexity realnych funkei jedné proménné.

Véta 2.22: Necht D C R" je konverni mnozina a f : D — R. Pak je funkce f konvezni tehdy a jen
tehdy, kdyz jsou funkce @y s : Dy s — R konvexnd pro kazdé x € D a kazdé s € R™, kde @, 5(t) = f(z+1s)
aDys={t: x+tseD,t € R}. (Poznamenejme, Ze mnozina Dy s je vidy interval.)

1. Pro z € D a s € R” ukdzeme konvexitu mnoziny D, s.

Pro t1,t2 € Dy s 2 0 < A < 1 plati

x4+ M1+ (1 —Nta)s = Ma +t1s) + (1 — X)(x + t2s) € D,

protoze x + t1s,x + tas € D a D je konvexni mnozina.

Tim jsme ovéfili, ze D, s je konvexni mnozinou v R, je tudiZ intervalem.
2. Necht f je konvexn{ funkce a x € D, s € R™.

Pak pro t1,t2 € Dy s a 0 < A < 1 plati

Crs(AM1+ (1= Nita) = f (x4 (M1 + (1= ANta)s) = f(AMz +t15) + (1 — X)(x + t2s)) <
<Az +tis) + (L= N f(x +tas) = Ap s(t1) + (1 — N)pus(ta) -
Oveérili jsme, ze @, s je konvexni funkce na intervalu Dy ;.

3. Necht jsou funkce ¢z,s konvexni na D, , pro kazdé x € D a s € R".
Vezméme body z,y € D, 0 < A < 1 a polozme s = = — y. Pak plati

FQz+ (1 =Ny) = fy+As) = ¢y.s(A) S Apy (1) + (1 = Ay s(0) = Af (2) + (1 =X f () -

Oveérili jsme, ze f je konvexni funkci.

Tato vlastnost se dd s vyhodou vyuzit k prenosu kritérii pro poznéni konvexnich funkeci.
Véta 2.23: Necht D C R™ je konvezni oteviend mnoZina a f : D — R md spojité parcidlni derivace. Pak

f je konvezni <& t€Dps = 5T Vaf(a +Ls) (2.10)
je neklesajict funkci na Dy s pro kaZdé x € D, s € R™. .

: Podle véty 2.22 staci ovérit konvexnost v8ech jednorozmérnych restrikci dané funkce.
Vezméme tedy x € D, s € R" a vySetieme funkei ¢ ;.
Funkce f ma spojité parcialni derivace, proto plati ¢/, ((t) = Y7, ngi(x +t5)8; = s Vo f(x +1ts).
Tudiz podle véty 2.18

Qu.s je konvexni &  t €D, sV, f(x+ts) je neklesajici funkei.

Tim je tvrzeni véty dokézéno.
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Véta 2.24: Necht D C R™ je konveznt oteviend mnoZina a f : D — R md spojité druhé parcidlni derivace.
Pak

2 n,n
I je konvezni < Vz,mf(ﬂf) = (85(‘3]; : (:U)) je pozitivné semidefinitni pro kazdé x € D.
i0%;

i=1,j=1

(2.11)

: Podle véty 2.22 staci ovérit konvexnost vSech jednorozmeérnych restrikci dané funkce.
Vezméme tedy x € D, s € R" a vySetieme funkei ¢ ;.
Funkce f mé spojité druhé parcialni derivace, proto plati

n n 62f .
Pl (t) = ; ; om0, (x +1ts)8;s; = STVixf(lf +ts) s.
Tudiz

Qo5 je konvexnf & VteD,, jes V2, f(z+ts)s>0.

To vsak znamend, ze funkce f je konvexni tehdy a jen tehdy, kdyz jeji Hessian je pozitivné semidefinitni
na D. Tim je tvrzeni véty dokézéno.

Ptripomenme si pojem pozitivné semidefinitni a definitni matice a jeho ekvivalentni definice.

Lemma 2.25 Pro symetrickou matici A € R™"*™ je ndsledujici ekvivalentni:
o A je pozitivné semidefinitni.
e Pro kazdé x € R™ plati xT Az > 0.
o Vsechna vlastni éisla matice A jsou nezdpornd.

e Determinanty vSech hlavnich podmatic matice A jsou nezdporné, tj.

VIC{1,2,...,n},I7é® je det(AiJ',’L.,jEI)ZO.

Lemma 2.26 Pro symetrickou matici A € R™*" je ndsledujici ekvivalentni:
o A je pozitivné definitni.
o Pro kazdé x € R™, x # 0 plati T Az > 0.
o Vsechna vlastni éisla matice A jsou kladnd.

e Determinanty vSech hlavnich rohovijch podmatic matice A jsou kladné, tj.

Vke{l,2,....,n} je det(4;;,i,j€{1,2,...,k})>0.

Déle si pripomenme hladkost konvexni funkce.

Véta 2.27: Necht D C R” je konvexni mnoZina a f : D — R je konvezni funkce. Potom f je spojitd na
rint (D).
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¢ Véta je pouze preformulovanim véty 2.9.

Véta 2.28: Necht D C R™ je oteviend mnoZina a f : D — R md spojité parcidlng derivace v okoli bodu
x € D, pak f md v bodé x totdlni diferencidl.

: Jednd se o vétu z funkcionalni analyzy.

Véta 2.29: Necht D C R” je konvexni oteviend mnoZina a f : D — R je funkce. Md-li f spojité parcidlni
derivace na celém D, pak

f je konvexnt = Va,yeD plati f(z)—f(y) > (z—vy) Vaf(y). (2.12)

1. Nutnost.

Zvolme z,y € D, ozna¢me h = x—y, @(u) = f(y+ph). Pak ¢ je konvexni diferencovatelna funkce
na D, p, a jejf derivace je ¢'(u) = h"V, f(y + ph). Podle véty o stiedn{ hodnoté existuje 6 € (0,1)
tak, ze

F(@) = f) = (1) =9(0) = ¢'(8) = ¢'(0) = BTV f(y) = (& — )" Vaf(y),
nebot derivace konvexni diferencovatelné funkce je neklesajici funkce.

2. Postacitelnost.

Zvolme y,z € D, X € (0,1) a ozna¢me x = Ay + (1 — \)z. Podle piedpokladu plati:

(y—2)" Vaf (@)
(=) Vof(x)

Odtud
M)+ 1 =NFE) > @)+ My —2)+ (1 =Nz -2) Vaf(z) = fz) = fFOy+ (1= N)2).

Podle véty 2.7 je f konvexni.

Tato vlastnost je zobecnéna pojmy subdiferencial a subgradient.

Definice 2.30 Nechf D C R" je mnozina a f : D — R je funkce. Rekneme, Ze f md v bodé x € D
subgradient a € R™, jestliZe plati

fly)—f(x)>a'(y—x) pro kazdé y € D. (2.13)

MnoZinu viech subgradientu v bodé x budeme nazyvat subdiferencial funkce f v bodé x a budeme ji znacit

af (x).
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Pro optimalizaci je dulezitd vlastnost subdiferencialu, ktera zobeciiuje metodu hledani extrému funkce
pomoci nulové derivace.

Véta 2.31: Necht D C R?, z* € D a f: D — R je funkce. Pak z* je bod globdlniho minima funkce f na
mnoziné D tehdy a jen tehdy, kdyz 0 € Of (z*).

Diikaz: Tvrzeni véty plyne trividlné z definice subgradientu, nebot
0€9f(z") < VzeDbf(x)> f(z").

Q.E.D.
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Kapitola 3

Oddélitelnost konvexnich mnozin

K vybudovéani teorie matematického programovani, neboli metod a postupu vhodnych pro feSeni opti-
malizac¢nich tloh, je zapotfebi vyuzit Hahnovy-Banachovy véty, viz. [4] kapitola 2. Nepotfebujeme ji viak
v jeji plné obecnosti. Pro nasi potiebu sta¢i ukazat véty o oddélitelnosti konvexnich mnozin v kone¢né
dimenziondlnim Euklidové prostoru. Véty o oddélitelnosti jsou sice jednim z disledkia obecné Hahnovy-
Banachovy véty. My je vSak pro nazornost ukazeme piimo, pouze na zakladé vylozené teorie konvexnich
mnozin v koneéné dimenzionalnim Euklidové prostoru.

Pfipomenime si nejdfive geometrickou poucku, ze v rovnobézniku je soucet ¢tvercu stran roven souctu
¢tvercu uhlopricek.

Lemma 3.1 Kdyz x,y € R™, pak plati |z + y||> + |z — y||* = 2||=* + 2|jy||*.

Formule se ukdze umocnénim

2 2 2 2 2 2 2 2
lz +ylI” + e = yl” = llzl” + 22Ty + lyl° + 2 — 22Ty + [ly” = 2||l=[I” + 2 |y

Piipomenme vétu o projekci bodu na konvexni uzavienou mnozinu.

Véta 3.2 (o projekci): Nechf K C R™ je konvexni uzaviend mnoZina, K # (0 a x € R™ je dany bod.
Potom existuje prdvé jeden bod & € K takovy, Ze ||x — Z|| = min{||lz —y|| : y € K}.
Tento bod je jednoznacné charakterizovan podminkou

(x—2)" (y—2&) <0 pro kazdé y € K. (3.1)
Bod & nazyvame projekci bodu = na mnoZinu K.
Nejdiive oznaéme A = inf {||z —y| : y € K}.
1. Existence
Vezméme posloupnost y; € K, i € N takovou, ze lim; 4 ||z — yi]| = A.

Z rovnobéznikové rovnosti, viz lemma 3.1, dostdvame pro kazdou dvojici ¢,j € N rovnost

2

1
2 2 2
s = w31 = 212 = il + 2o = 51> = 4 |12 — 5 (02 + 1)

35



36

7Z konvexnosti K je %(yl +y;) € K a tak dostdvame
2 2 2
lyi — ysll” < 2|z —will” + 2|z — y5° — 44% — 0.

Posloupnost je tudiz Cauchyovska a tak existuje & € R™ takové, ze y; — Z.
7Z uzavienosti mnoziny K je & € K a ze spojitosti normy ||z — || = A.
2. Jednoznac¢nost.
Necht z*,2** € K a ||z — z*|| = ||l — 2**|| = A.
Obdobné jako v predchozi ¢dsti dukazu dostaneme odhad

2

1
lz* =2 |* = 2 o — 2*|* + 2 |& = 2™*|* — 4 ||z — S +a™)| <

<2z —2*|)? +2|ja — 2**|* — 4A% = 0.
Tudiz x* = o**.

3. Nutné a postacujici podminka.

(a) Necht 2 € K je takové, Ze ||x — || = A, a pfedpoklddejme, Ze podminka (3.1) neplati.
Pak existuje y € K takové, ze (z —2)' (y — &) > 0.
Pro a € (0,1) oznacime z(a) = (1 — a)& + ay. Pak funkce

fl@) = o=zl = (1 - a)(z — &) +alz —y)|I* =
= (1-a)fllz=2)*+2a(1 - ) (z —2)" (z —y) + 0’ [lz — y|

splije f(0) = A% a f/(0) = 2|z — &> + 2@ —2) (x—y) =2(x—2) (& —y) <0, nebot
fll@)==2(1—a) o — &]* +2(1 - 20) (z — &) " (z — y) + 2o [l= — y|*
Tudiz v néjakém pravém okoli nuly je f(a) < A2, to je ale spor s definici konstanty A.

(b) Nyni necht je podminka (3.1) splnéna pro & € K a y € K. Pak

2 A 2 112 T A 2 112
le=ylI" =iz -2)+ @ -9II" =llz - 2"+ 2@ -2) @-y +2-yl” > le—2]".

Tudiz ||z — 2| = A.

Podminka (3.1) ma geometrickou interpretaci. Znamend, ze thel mezi x — & a y — & neni ostry pro
zadné y € K.

Véta 3.3 (oddélitelnost bodu a konvexni mnoziny): Nechf K C R", K # 0 je konvexni mnoZina a
x & clo(K). Pak existuje v € R, v # 0 tak, Zeinf {v"y : y € K} >y .

Lze volit napriklad v = & — x, kde & je projekce bodu x na mnoZinu K. Pro tuto specidlni volbu
dostdvame silnéjsi viysledek  inf {va Ty € K} = min {WTy :y € clo (K)} =~vT2>yTz.

: Podle véty 3.2 existuje jednoznaéné uréeny bod & € clo (K), ktery je projekei bodu z na K, a
plat{ (3.1), tj.
(z—2)" (y— &) <0 pro kazdé y € clo (K).
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Polozme v = & — z. Pak

(y — &) > 0 pro kazdé y € K,

4T
Y@ —2)=|y)|>=(@E—2)" (& —2) > 0 nebot = & clo (K).
Tudiz

vy >~4T2>~"x pro kazdé y € K.

Geometricky véta 3.3 Fika, ze existuje uzavieny poloprostor H = {x ER” : 4Tz > c} tak, ze K C H
a bod y ma od H kladnou vzdalenost.

Véta 3.4 (o opérné nadrovine): Necht K C R, K # (0 je konvezni mnozina a y € 0 (K). Pak existuje
~v € R™, v #£ 0 tak, Zeinf{’yTx cx € K} Z”YTy-

1 y € 0 (K), proto existuje posloupnost bodu yy, & clo (K), k € N takova, ze yp — y.
Pro kazdé k € N podle véty 3.3 existuje v, € R", , # 0 takové, ze inf {v,jm tx € K} > ’y,;'—y.
Po znormovani dostdvame, ze vsechna ), = ﬁ, k € N lez{ v kompaktni sféfe S = {x € R™ : ||z| = 1}.
Dokazeme tedy vybrat konvergentni podposloupnost i — v pfi m — +o0.
Potom pro kazdé x € K dostavame:

m

vz = lim ﬁ,: x> lim ﬂ,;r y=~"y.
m—+4oo ™ m—-+4oo ™

Tim je véta dokazéana.

Geometricky véta 3.4 iika, ze existuje nadrovina L = {x ER” : yTx = c} a ji uréeny uzavieny
poloprostor H = {J; ER™ : 4Tz > c} tak, ze y € LNclo(K) a K C H. Takovéto nadroviné fikdme
opérnd nadrovina mnoziny K v bodé y € 0 (K).

Véta 3.3 umorziiuje charakterizovat uzaviené konvexni mnoziny.

Véta 3.5 (reprezentace uzaviené konvexn{ mnoziny): Nechf K C R™ je mnoZina. Pak K je uzaviend
konverni mnoZina tehdy a jen tehdy, kdyz je prunikem vsech uzaviengch poloprostori, které ji obsahuyji.

Uzaviené konvexni poloprostory jsou uzaviené konvexni mmnoziny. Proto i jejich prunik je
uzaviena konvexni mnozina. Staéi proto ukdzat pouze opac¢nou implikaci.

Predpoklddejme, ze K je uzaviena konvexni mnozina.
Oznatme M = {H : H C R" uzavieny poloprostor, K C H} a polozme C' = [\ H.
1. Evidentné C' D K.
2. Vezméme y ¢ K.
Podle véty 3.3 existuje v € R™, v # 0 takovy, ze inf {'yTx S K} >~ Ty.
Oznatme A := inf {’yTx T T E K}.
Pak H := {:z: ER” : 4Tz > A} je uzavieny poloprostor s vlastnostmi K C H ay & H.
Tudiz y ¢ C a proto C C K.
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Lepsi vyuziti véty 3.3 umoziuje tuto charakterizaci zlepsit.

Véta 3.6 (reprezentace uzaviené konvexni mnoziny 2): Necht K C R™ je mnoZina. Pak K je uzaviend
konverni mnozina tehdy a jen tehdy, kdyz je prunikem vsech svijch opérnych uzavrenych poloprostorii.

: Stejné jako v dukaze predchozi véty staci ukazat pouze druhou implikaci. Predpokldadejme proto,
ze K je uzaviend konvexni mnozina.
Oznatme M = {H : H C R" opérny uzavieny poloprostor mnoziny K} a polozme C' = [ H.

1. Evidentné C D K.

2. Vezméme y ¢ K.
Polozme v =y — y, kde 4 je projekce bodu y na mnozinu K.
Podle véty 3.3 plati min {’yTa: S K} =T >~Ty.
Pak H := {a: ER” : 4Tz > ’yTg)} je opérny poloprostor mnoziny K ay ¢ H.
Tudiz y ¢ C a proto C C K.

Tim jsme se presvédcili, ze K = C.

Véty o oddélitelnosti maji své dusledky také pro konvexni funkce.

Véta 3.7: Necht D C R" je neprdzdnd konvezni mnoZina a f : D — R je konvexnd funkce. Pak O f (z) # 0
pro kazdé x € rint (D).

Bez ijmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze int (D) # 0.
Vezméme z € int (D).
Pak (z, f (z)) € O (epi(f)) a podle véty 3.4 existuji « € R" a 3 € R takovd, ze () # 0 a pro vSechna
(y,m) € epi (f) plati

a'y+p6n>a'z+pf(x).

Cislo 7 muze byt libovolné velké. Proto nutné 8 > 0.
Uvazujeme z € int (D) a tak 8 > 0.
e Je tomu tak proto, zZe existuje § > 0 takové, ze Us () C D.
Kdyby tedy 3 = 0, pak by muselo pro viechna y € Dom (f) platit o'y > a'x.
Specialné by pro viechna & € R™, ||€|| < d platilo o (x + &) > a .
To znamend a ' € > 0 pro véechna & € R”, [|€]| < 6.
Tuto podminku v8ak lze splnit pouze pokud a = 0.

Tim dostavame (g) = 0, coz je spor s tim, ze vime, ze tento vektor je nenulovy.
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Tudiz pro vSechna (y,n) € epi(f) plati

%a—'—y—i—nz%a—'—x—i—f(x).

Odtud pro vsechna y € Dom (f) plati

f@)— f(@)> f% aT(y - z).

Nasli jsme f% a € Of (z). Tim je véta dokdzdna.

Pro spojitou funkci dostavame novou charakterizaci konvexni funkce.

Véta 3.8: Necht D C R"™ je konvezni mnoZina a f : D — R je spojitd funkce. Pak f je konvezni funkce
tehdy a jen tehdy, kdyz Of (x) # O pro kadé x € rint (D).

Podle véty 3.7 je podminka pro konvexni funkci splnéna. Sta¢i proto ukdzat pouze opacnou
implikaci.
1. Vezméme z,y € rint (D) a 0 < A < 1.
Potom také z = Az + (1 — \)y € rint (D), nebot D je konvexn{ mnozina.
Vezméme « € 9f (2), které podle podminky existuje.
Z definice subgradientu plati

f@) = f(z) = a(z - 2),
fy)=f(z)=a'(y—2)
Odtud
Af (@) = f(2) + @ =N(f (y) = f(2) 2 A" (z = 2) + (1= Na' (y - 2).
Upravou vyrazi dostaneme
M (@) +1=Nf () = f(z) >a" Qe+ (1 =Ny —2) =0.
Ukézali jsme, e
Af (@) + Q= Nf () = Az + (1= Ny).

2. Vezméme z,y €c Da < A< 1.
Podle lemmatu 1.14 je D C clo (rint (D)).
Existuji proto posloupnosti zy, y; € rint (D) takové, ze xp — x a yr, — y.

Vime jiz, ze pro kazdé k € N plati
AM(@k) + (1 =X f(yr) = fQak + (1= Nyw).
Limitnim prechodem a s vyuzitim spojitosti funkce f na D dostavame

A (@) + A =N f(y) = fAz+ (1= Ny).
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Funkce f je tedy konvexni.

Véty 3.3 a 3.4 ftesi plné problém oddélitelnosti bodu a konvexni mnoziny. Dale se budeme zabyvat
oddélitelnosti dvou konvexnich mnozin. Uvédomme si, ze v principu existuji dvé moznosti, jak mohou
byt dvé mnoziny oddéleny nadrovinou.

Definice 3.9 Necht A, B C R".

i) A a B jsou neostre oddélitelné, jestlize existuje v € R™, v # 0 tak, Ze

v"a>~"b pro kazdé a € A, b € B. (3.2)

1) A a B jsou ostre oddélitelné, jestlize existuje v € R™, v # 0 a ¢,d € R tak, Ze

yla>e¢>d>~"bprokaidé ac A, be B. (3.3)

Mezi zavedenymi oddélitelnostmi je jednoduchy vztah.
Lemma 3.10 Jsou-li dvée mnoziny ostre oddélitelné, pak jsou neostie oddélitelné.

¢ Implikace je evidentni.

Ostrou i neostrou oddélitelnost 1ze ekvivalentné vyjadrit.

Lemma 3.11 Mnoziny A, B C R" jsou neostie oddélitelné tehdy a jen tehdy, kdyzZ existuje v € R"™,
v # 0 tak, Ze
inf{y"a:ac A} >sup{y"b:be B}. (3.4)

: Vlastnost (3.4) je pouze jinym zdpisem (3.2).

Lemma 3.12 Mnoziny A, B C R"™ jsou ostie oddélitelné tehdy a jen tehdy, kdyz existuje v € R™, v # 0
tak, Ze
inf {’yTa ta€ A} >sup {’yTb : be B}. (3.5)

: Vlastnost (3.3) evidentné implikuje (3.5).
Plati-li (3.5), pak sta¢i polozit ¢ := inf {’yTa fa € A}, d :=sup {’yTb RS B} a ziskdme (3.3).

Oddélitelnost mnozin a oddélitelnost jejich konvexnich obali dopadne stejné.
Lemma 3.13 Necht A, B C R". Pak plati:

e MnozZiny A, B jsou neostie oddélitelné tehdy a jen tehdy, jsou-li neostie oddélitelné conv (A),
conv (B).
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e MnoZiny A, B jsou ostie oddélitelné tehdy a jen tehdy, jsou-li ostie oddélitelné conv (A), conv (B).

: Ekvivalence jsou evidentni. Staé¢i si pouze uvédomit, ze pro kazdé v € R™ a C C R” plati

inf{fch :ceC} :inf{’y—rc : ¢ € conv (O)}.

Pokud jsou mnoziny disjunktni, uzaviené konvexni a jedna z nich je kompaktni, pak je 1ze ostie oddélit.

Véta 3.14 (ostrd oddélitelnost konvexnich mnozin): Nechf A C R™ je uzaviend konvexni mnoZina a
B C R" je kompaktni konverni mnoZina. Kdyz A# 0, B# 0 a AN B =0, pak je lze ostie oddélit.

Polozme
K=A-B={a—b:acAbec B}.

1. Vime, ze mnozina K je neprazdné a konvexni.

2. 0 € K, jinak by totiz muselo byt AN B # 0.

3. Zbyva ukazat uzavienost mnoziny K.
Necht y; € K, i € N jsou takové, ze y; — 9 € R™ pfi i — +o0.
Z definice mnoziny K vime, Ze pro kazdé i € N existuji a; € A, b; € B takové, ze y; = a; — b;.
Z kompaktnosti mnoziny B lze vybrat podposloupnost i, k € N tak, aby b;, — beB pii k — +o0.
Pak vsak také a;, =y;, +b;, = a= g}—&—l; € R” pii k — +00. Mnozina A je uzaviend a proto a € A.
Zjistili jsme, ze § = a — be K. Tim jsme ovérili, ze K je uzaviena mnozina.

Pro mnozinu K a bod 0 jsou splnény predpoklady véty 3.3. Lze je tedy ostie oddélit.

Proto existuje v € R", v # 0 tak, ze inf {’mi S K} >~T0=0.
Vratme se nyni k definici mnoziny K, proto plat{

0<inf{'yTx : xeK}:inf{'yT(a—b) ta €A, bGB}:inf{’yTa:aGA}—sup{'yTb:bGB}.

Odtud inf {WTa ta€ A} > sup {VTb tbe B}, coz je podle lemmatu 3.12 ekvivalentni s ostrou oddeéli-
telnosti mnozin A a B.

Pokud jsou mnoziny disjunktni a konvexni, pak je umime oddélit pouze neostre.

Véta 3.15 (neostra oddélitelnost konvexnich mnozin): Necht A, B C R" jsou konvexni mnoZiny. Kdyz
A#0D, B#0 arint (4) Nrint (B) =0, pak je lze neostre oddélit.

Polozme
K=A-B={a-b:a€Abe B}.

1. Mnozina K je evidentné neprazdna a konvexni.
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2. Ukézeme, ze 0 ¢ int (K).
Piedpoklddejme, ze 0 € int (K).
Pak existuje z € AN B a e > 0 takové, ze U (0) C K.

Mnoziny jsou konvexni a neprazdné a tak existuji body a' € rint (A4) a b' € rint (B) tak, Ze
la = 2| < 5, []p' =[] < 5.
Pak a' —b' € U. (0) C K a také b' —a' € U. (0) C K.
Pak existuji a®> € A a b? € B tak, ze a® — b> = b' — a'.
Potom v8ak bod # = % € rint (A) Nrint (B), coz je spor s predpokladem, Ze prunik rela-
tivnich vnitfkd uvazovanych mnozin je prazdny.
Tudiz mnozinu K a bod 0 lze neostie oddélit; plyne to z véty 3.3, kdyz 0 ¢ clo (K), ptipadné z véty 3.4,
kdyz 0 € 0 (K).
Proto existuje v € R”, v # 0 tak, ze inf {’}/TJZ T € K} > 0.
Vratme se nyni k definici mnoziny K, proto plati

0<inf{y'z:zeK}=inf{y (a—b):acA, beB}=inf{y'a:acA} —sup{y'b:be B}.

Odtud inf {’yTa ta€ A} > sup {'yTb tbe B}, coz je podle lemmatu 3.11 ekvivalentni s neostrou
oddélitelnosti mnozin A a B.
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