Zkouskové priklady — teorie

Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni (tedy je dokazte nebo sestrojte
protiptiklad):

Posloupnosti

1. Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti.
(a) Sestrojte ay, a by, aby limsup,,_,. a, = limsup,_,. b, = oo a liminf, , a, =
liminf,, . b, = 0.
(b) Lze sestrojit a, a by, které spliuji (a) a navic lim, oo apb, = 17
(c) Lze sestrojit a, a by, které spliiuji (a) a navic lim, o0 ay /by, = 17
2. Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti.
(a) Hromadné hodnoty H({a,} C [—3,3] alimy—e0 by = 00 = limy, o0 (an+by) = oo.

(b) lim;, 00 ap + by, = 00 = {a,} je zdola omezena.

Funkce a derivace

1. Necht f : R — R je konvexni funkce majici v oo asymptotu ax + b a v —oo asymptotu
cx +d.

(a) Musi byt ¢ < a?
(b) Musi platit f(z) > az + b pro v8echna x € R?
2. Necht f, : [0,1] — R je posloupnost redlnych funkci (pro kazdé n € N mame jednu
funkei) a necht pro kazdé x € [0, 1] existuje lim, oo frn(x) = f(x).

(a) Necht f, jsou uniformné omezené, tedy 3K > 0 Vn € NVz € [0,1] : |fn(z)] < K.
Musi byt f omezena funkce?

(b) Necht jsou v8echny f,, spojité funkce. Musi byt f spojita funkce?
3. Necht f,g:0,1] — [0, 1] jsou spojité funkce.
(a) Necht f(0) = ¢g(0) = 0 a f(1) = g(1) = 1. Musi existovat z € (0,1) tak, ze

fz) = g(x)?
(b) Necht f(0) = g(1) = 0 a f(1) = ¢g(0) = 1. Musi existovat x € (0,1) tak, ze
fz) = g(x)?

4. Necht f: R — R je funkce.
(a) 3f(0) e R = 30 >0, Ze f je omezend na (—4,0)?
(b) 3f(0) e R* = 36 >0, ze f je omezend na (—d,9)?



5. Necht f : R — R je funkce. Definujme symetrickou limitu funkce jako s —lim,_,, f(z) =
limp,_q f(a+h);f(a*h)_
(a) limgyq f(z) =A€R = s—limya = A7
(b) s —limyq f(z) =A€R = lim,,, = A?
6. Necht f: R — R a f’ je spojita na R.
(a) f ma asymptotu az + b v 0o a existuje lim, o0 f/(z) = limy_oo f/(2) = a. Hint:
I’Hospital
(b) f méa asymptotu ax +b v oo = lim,,~ f'(2) = a.
(c) limg oo f/(2) =0 = existuje lim, o f(x) € R.
7. Necht f: R — R je funkce.
(a) 3K >0Vz € [-1,1] — Kz? < f(z) < Ka? = existuje f/(0).
(b) Existuje f/(0) = 3K >0Vz € [-1,1] — K2? < f(z) < Ka?
8. (a) Necht existuji lim, o f(z) = A € R a lim,,0g9(z) = B € R = Existuje
limg 0 max{f(z), g(z)} = max{4, B}.
(b) Necht existuji lim,_,o max{f(z),g(x)} € R a lim,_,o min{f(x),g9(z)} € R = Ex-
istuji lim, 0 f(x) = a limg_,0 g(x)
9. Necht f: R — R je spojita funkce a necht existuje f’ na R.
(a) limyoo f(2) =0=limy o f(z) = JceRf'(c) =0.
(b) limg—yoo f(2) =0 alimy_o f(x) =1 = Jc € Rf'(c) = 0.
10. (a) Necht f,g: R — R jsou spojité funkce. Dokazte, ze pak i funkce z — max{ f(z),g(z)}, x €
R je spojita funkce.
(b) Uvazujme funkci f,(z) = 2> + az, x € R, kde a € R je parametr. Dokazte, 7e
funkce x — sgn(f.(x)),x € R, neni spojitd na R.

11. Necht f : R — R splije lim,_,. f(z) = 0 pro kazdé ¢ € R. Rozhodnéte, zda plati
nékteré z nasledujicich tvrzeni:
(a) Plati f(R) = {0}.
(b) Funkce f je spojita na R.
(c) Funkce f je omezené na R.
(d) Funkce f je omezené na kazdém omezeném intervalu v R.

12. Rozhodnéte, zda existuje f : R — R se spojitou druhou derivaci na R, kterd nen{ ani
konvexni{ ani konkévni na zadném intervalu v R.

13. Necht f: R — R je funkce.

(a) Pokud existuje limy oo f(x), pak existuje lim, - f(n).

(b) Pokud existuje lim, o f(n), pak existuje lim,_,~ f(z).

c) Pokud f je spojita na R a existuje lim, . f(n), pak existuje lim,_,~ f(z).
(a)

14. (a) Dokazte, ze existuje funkce f[0,1) — R takova, 7ze existuje vlastni limita lim, o4 f'(z),
existuje f) (0) a neplati rovnost f/ (0) = lim,_04 f'(2).
(b) Dokazte, ze existuje funkce f[0,1) — R takova, Ze existuje derivace f’ (0), f'(z)

existuje pro kazdé z € (0,1) a neexistuje lim, o4 f'(z).
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1. (a) f(z) =wo(x) u0 = f(z)=o0(z?) uo.
(b) f(x)=o0(z*)u 0 = f(x)=xo(z)u 0.
(¢) 3K >0Vx € [-1,1] |f(z)| < Kz? = f(x) =0(2*) u 0
(d) f(z)=o0(x*)u0 = 3IK >0Vz € [-1,1] |f(z)] < Ka?
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