Stejnomérna spojitost

Definice 1. Necht I C R je interval a f je funkce definovana alespoii na I. Rekneme, ze f je
stejnomerné spojitd na I, jestlize plati

Ve>036>0Ve,yel: (lv—yl<d=|f(z)— fly)| <e).

Definice 2. Necht I C R je interval a f je funkce definovana alespoi na I. Rekneme, Ze f je
spojitd na I, jestlize plati

VeelVe>03>0Vyel: (lo—yl<d=|f(z)— fly)<e).

Poznamka. Je-li funkce f na intervalu I stejnomérné spojita, pak je na I spojité.

Necht xg € I. Zvolme € > 0. K nému nalezneme § > 0 z definice stejnomérné spojitosti
pro e. Tedy jsou-li z,y € I body spliwjici |z — y| < 9, je |f(z) — f(y)| <e. Je-linyniy € I,
lzo —y| < 0, je |f(y) — f(zo)| < e. Funkce f je proto spojita v bodé xg, respektive je spojita
zleva Ci zprava v xg v zavislosti na poloze xg v I.

Véta 3 (spojitost a stejnomérna spojitost). Necht a,b € R, a < b, a f je spojita funkce na
[a,b]. Potom f je stejnomérné spojita na [a, b].

Diikaz. Necht f neni stejnomérné spojita na [a, b]. Potom plati
Je >0V >03z,y € [a,b]: (Jz—y| <IA|f(z)— fly)] > e).
Mgjme tedy € > 0 z tohoto vyroku. Pak pro kazdé n € N nalezneme z,,, y,, € [a,b] takova, Ze
on = al < @ 1) = )| 2

Posloupnost {x,} je omezené, a proto z ni lze diky Bolzanové-Weierstrassové vété vybrat
podposloupnost {x,, }7°; konvergujici k bodu x € R. Ten je pak obsazen v [a, b]. Protoze

1
2= Yl < |2 = T+ |20 = Y] < J2 = 2n |+ 20,

konverguje i posloupnost {y,, } k z. Podle Heineovy véty plati

fl@) = lm f(on,) = lim f(on,) 1)
Pro kazdé k € N plati
0 < [f(zne) = flyn )l < [f (@ny) = F(@)] + (@) = Fyn, )] - (2)

Diky (1) plati
klggo(‘f(xnk) - f(x)’ + ‘f(x) - f(ynk)‘) =0.

Odtud a z (2) dostavame pomoci véty o dvou straznicich
i [f(zn,) = f(yn,)| = 0.
k—ro0

Pro kazdé k € N vsak plati |f(zp,) — f(yn,)| > €, coz je spor. O




Véta 4 (Omezena derivace a stejnomérna spojitost). Necht I C R je otevieny interval a necht
funkce f : I — R spliuje:

1. f je spojita na I,
2. f je diferencovatelna v kazdém bodé z € I,

3. derivace f’ je omezena na I, tj. existuje M > 0 takové, Ze |f'(z)| < M pro vSechna
zel.

Pak f je stejnomérné spojita na I.

Diikaz. Necht x,y € I, < y. Pak z Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté existuje ¢ € (z,y)
takové, ze

fly) — f(x) = f'(c)(y — ).
Odtud dostavame odhad
1f(y) = f@)] = (Oly —=| < My — xl.

Tento odhad plati pro vSechna z,y € I. Proto pro kazdé € > 0 zvolime

5:M

Pak pro v8echna x,y € I s |z —y| < § plati
[f(x) = f(Y)| < Mz —y| < Mo =e.

O
Priklady
1. Necht I = (—o00,00) a f(z) = x, x € I. DokaZte, Ze f je stejnomérné spojita na I.
Zvolme € > 0. Polozme 6 := e. Pak pro kazdé z,y € R takové, ze |z — y| < d, plati
[f(z) = fy)l=lv -yl <d=e
Tedy f je stejnomérnd spojité na (—00,00).
2. Necht I = (0,1) a f(x) = =, = € I. Dokaite, Ze f je spojita na I, ale neni stejnomérné

spojita na I.

Pro n € N polozme z,, = % a Yy, = %H Pak pro kazdé n € N plati |z, — y,| < % a
‘f(xn) - f(yn)| =1

Tedy existuje € := 1 takové, Ze pro kazdé 9, > 0 a existuje z,,y, € R takové, Ze
|Tn, — yn| < 9 a zaroven |f(zy) — f(yn)| > €.

3. Necht I =10,4] a f(z) = /x, x € I. Dokazte, Ze f je stejnomérné spojita na I.
Zvolme ¢ > 0. Polozme § := £2. Pak pro kazdé x,y € [0, 4] takové, ze |z —y| < J, plati

_ _ =yl =yl _ le—yl _ _
1)~ 0 = WE =il = et < Fo s Tl = Vel < Vi =<

Tedy f je stejnomérné spojita na [0, 4].

Pozn.: Lze ukdzat rovnou z Véty 3.




. Necht I =[0,1] a f(x) = 22, x € I. Dokaite, Ze f je stejnomérné spojita na I.

Zvolme € > 0. Polozme ¢ := . Pak pro kazdé x,y € [0, 1] takové, ze |z — y| < d, plati
[f(x) = f)l = |2* = 9| = J& —ylle +y| < (L+ 1w —y| < 26 = 2¢.

Tedy f je stejnomérné spojita na [0, 1].

Pozn.: Lze ukdzat rovnou z Véty 3.

. Necht I =R a f(x) = 22, x € I. Dokaite, 7e f neni stejnomérné spojita na I.

ProneNpoloZmemn:nayn:n+%.Pak ]a:n—yn]:%—>0, ale

1\2
n2—<n—|—>
n

Tedy existuje € := 2 takové, ze pro kazdé §, > 0 a existuje x,,y, € R takové, Ze
| — yn| < 9 a zaroven |f(xn) — f(yn)| > €.

1
= —2—7
-7

| (@n) = fyn)| =

> 2.

Tedy f neni stejnomérné spojita na R.
. Necht I =[1,00) a f(x) = %, x € I. Dokazte, Ze f je stejnomérné spojita na I.

Zvolme € > 0. PoloZme ¢ := €. Pak pro kazdé x,y € [1,00) takové, Ze |z — y| < ¢, plati

[f (@) = fy)| =

1 1 T — T —
LY kil o
protoze x,y > 1, tedy |zy| > 1. Tedy f je stejnomérné spojita na [1,00).

. Necht I = (0,1) a f(x) =logx, = € I. DokaZte, Ze f neni stejnomérné spojita na I.
Pro n € N polozme z,, = % a Yy, = ﬁ Pak |z, — yn| = ﬁ — 0, ale

[f(xn) = fyn)| = [log(1/n) —log(1/(2n))| = |log(2)| = log 2.

Tedy existuje € := log?2 takové, Ze pro kazdé d§, > 0 a existuje x,,y, € R takové, ze
|Tn — yn| < 8 a zaroven |f(zy,) — f(yn)| > €.

Tedy f neni stejnomérné spojita na (0, 1).
. Necht I =[1,00) a f(x) =logz, z € I. Dokazte, Ze f je stejnomérné spojita na I.

Zvolme € > 0. Polozme § := €. Necht z,y € [1,00) a |z — y| < J. Bez Gjmy na obecnosti
predpokladejme = > y. Pak

() — F)] = loga — logy = 1og<°;) - 1og<1 n ;y) |

Protoze y > 1, plati

0<i P cay
Yy
Pouzijeme nerovnost log(1 +t) < ¢ pro t > 0 a dostavame
Ty
|f(z) = f(y)] < T <z—y=|lz—yl<d=e.

Tedy f je stejnomérné spojita na [1,00).




9. Necht I =R a f(x) = sin(2?), x € I. Dokaite, 7e f neni stejnomérné spojita na I.

Tn = V271N, yn:1/27m—|—g.

|Tn — yn| = 27rn+g— V2mn

_ (2mn+ ) —2mn
N \/27m+g+\/27m
B /2

N \/27rn+%+\/27m

Pro n € N polozme

Pak z,,y, € R a

— 0 pron — oo.

Dale plati

f(zp) = sin((v2mn)?) = sin(27n) = 0, f(yn) = sin((4/2mn + g)z) = sin (27m + g) =1.

Tedy
|f(@n) = fyn)| = 1.

Tedy f neni stejnomérné spojita na R.




Shrnuti

Poznamka 5. 1. Spojita funkce f na uzavieném omezeném intervalu (tedy f je spojita)
je vzdy stejnomérné spojita. Plyne z z Véty 3.

2. Neomezena funkce miize byt stejnomérné spojitd (x na R) i nemusi (22 na R).

3. Spojitd omezen4 funkce miize byt stejnomérné spojita (22 na [0,1]), i nemusi (sin 22 na

R).
4. Ma-li funkce omezenou derivaci, je vidy stejnomérné spojita. Plyne z Véty 4.

5. M-li funkce neomezenou derivaci, miize (/z na [0,4]) i nemusi (2% na R) byt stejnomérné

spojita.

Funkce Interval | Stejnomérné spojita

flz) == R ano

f(z) = 22 [0, 1] ano

f(z) = 22 R ne

flz)=1/z [1,00) ano

flz)=1/z (0,1) ne

f@)=va | 0.4

f(z) =logz (0,1) ne

f(z) =logx [1,00) ano

f(z) =sin(z?) | R ne
Funkce Funkce Interval Stejnomérné spojita
flx)=2,R neomezena | neomezeny ano
f(z) =22[0,1] omezena omezeny ano
f(z) =22 R neomezena | neomezeny ne
f(z) =1/z,[1,00) | omezena neomezeny ano
f(z)=1/z,(0,1) neomezena | omezeny ne
f(z) = x,]0,4] omezena omezeny ano
f(z) =logz,(0,1) | neomezena | omezeny ne
f(z) =logz,[1,00) | neomezenad | neomezeny ano
f(z) = sin(z?),R omezena neomezeny ne




