Bonusové cviceni — Konvergence Newtonova integralu 3
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Priklady

1. Vygetfete absolutni konvergenci integrala, «, 8,a,b,k,p,q,s € R, n € N:

(a) /Osin<shlm> dz

Reseni: SK: |f(z)| < 1na (0,%]. Déle [ 1 =7, tedy je konvergentni.

WP

Zaver: [? | f] konverguje.

400
(b) / | sin e”| dx

V—OO
Reseni:
Provedeme substituci ¢ = e*. Potom z = logt a dx = 1/t dt, integral tak prejde

na l var
/
0

o némz je znamo (z tabulky), Ze diverguje.

1
(c) / x%log(1l 4 z)sinz dx
0

Reseni: Funkce je spojita na (0,1]. U0 LSK s g(z) = 2z -2. Mame fol 2 dx
konverguje pravé tehdy, kdyz a4+ 2 > —1, tedy a > —3.

sint

dt

. a%log(l+x)sinx voar
lim =
z—0+ z¥-x-x

1-1-1€(0,00).

ZAver: fol f(x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fol g(x), coz je pravé pro
o> —3.
1
arccos T
(d) / Tt L I
o log o

Reseni: U 0 LSK s g(z) = (log 1y=e = (—logz)™@.
arccoslcc
. log® = ™
lim —2 = =T .
i (log %)_0‘ 2 € (0,00

1 1
Tedy [;? f konverguje prave tehdy, kdyz konverguje [? g(x). Z tabulky konverguje
1 1
J&? g(z) pro a € R. Tedy konverguje i pivodni [ f(z) pro a € R.

Ul LSK s g(2) = ok = (1-2)2 7"

arccos r

lim % 5.1
s BV '
(1—z)

Tedy [ ! f(z) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje integral | ! g(x), coz je prave
2 2

pro % — a > —1 (Ize pfimo upocitat).

Zaveér: Konverguje praveé tehdy, kdyz o < %
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I —arcsinz
rz,a €R
—X (e}

1
(e) /0 log(arctanx)hd

Reseni:
U 0: Funkee je spojita na (0,1). Plati arctanz =~ x, tedy log(arctanz) ~ logz, a
zéroven 5 — arcsinz ~ 5, (e!7* — 1) m e — 1. Tedy LSK s g(z) = |log z|:
5 —arcsinx
- |log(aurctan:[3)|7(61_I_1)‘1
z—0+ | log x|

:1‘5-(6—1)7016(0,00).

1 1
Protoze [ |logz|dz konverguje, konverguje i [ |f(x)| dz pro viechna a € R.
U 1: Pouzijeme odhady:

g—arcsinx:arccosxﬁw\/(l—x), e 11—
Dale log(arctan x) ~ log(%). Tedy LSK s
Vvi—z

1
= —=(1—-1z)27%
g(x> (1 — x)a ( ac) 2
| log(arctan x)| %
lim o= :’bg(f)’.¢§.yx€(oﬂm)
e (1—x)27° 1

Tedy fll | f(x)| dx konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fll(l — :U)%_O‘ dzx, coZ
2 2
nastane praveé pro

L > -1 <— <3
——a>— a < —.
2 2

Zaveér: Integral absolutné konverguje pravé tehdy, kdyz a < %

(f) /OO e " dg

—0o0
Reseni: Pro o < 0 mame e %" > 1. Ze SK tedy plyne, ze IS f(@) > [ 1 =00
Navic [ f(z) =2 [;° f(2). Tedy diverguje.
Pro a > 0 mame: f(z) je spojita na [0, 1]. Na intervalu [1, 00) mame SK:

flx) <™,

kde [ e™** konverguje. Integral [* _ f(x) konverguje ze sudosti funkee f(x).
Zavér: Integral konverguje pravé pro a > 0.

1
1 Vo —1
d
(2) /0 Y cos NG x
Reseni: Funkce f je spojita na (0,1], problematicky bod je tedy 0. Pfepiseme a

pak substituujeme y = ﬁ -1, dy = —%x_3/2.

[ oo oG [ 3o

cos - 'dx_/olxlﬁ

Zavér: integral diverguje.
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us

(h) /2 log(cos z) tan® z dz
0

Reseni: Nejprve prepiSeme

sin® x
log(cos x) tan® z = log(cos x
a(cos 1) gcosa) T
U 0 srovname s g(x) = |cosx — 1|z® = (1 — cos z)x®.
log(cos z) |22z
lim 08Oy gy

e—0+ (1 — cosz)x®

Nasledné srovname LSK funkci g(x) s funkei g(x) = z22%.

. (I—=cosz)z* 1
lim ~——%— ==
z—0+ 23 2

Tedy [, |f(z)| konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje [,* g(x), coz plati pravé
pro 24+ a > —1, tedy a > —3.

U T srovname s funkei g(z) = |log(cos z)| S5Z
| log(cos z)| £nL _
a—Z— |log(cos )| Cf)i;lfx '

Dale vySetiime integral

us

/2 | log(cos z)| ST e
jus CO

S* x
4

po substituci y = cosx

yCM
Tento integrél ale konverguje pravé pro a < 1.

/m |log(w)|
0

Zavér: puvodni integral absolutné konverguje pravé pro o € (—3,1).

1 —z)Vr—x
(0 /0 log(1 ) 2

sin(mwz?)

dx

Reseni:
U 0: Pouzijeme:

|[log(1 — )| ~ | — z| = =, Vo —122=\/z(l —12) =z, sin(rz?) ~ 722,

Tedy LSK s g(z) = % = ﬁ:
|log(1—z)|vVz—x2
ey G e
lim — g € (0,00).
z—0+
T/

1 1
Protoze [ g(x)dx konverguje, konverguje i [ f(z)da.

Kalkulus 1, 2025/26, Kristyna Kuncovéa 3



U 1: Plati
Vi —a2=\/z(l-z)~V1-z, sin(rz?) = (7 — 7z)

(Odhad pro sin(rz?) najdeme pomoci Taylorova rozvoje v 1.)

Tedy LSK s g(x) = Hoeltlvi=r.

|log(1—z)|vVz—x2

. sin(rz2) . 1
S i =5 € (00
T/ 1—x
Specialogé:
m(l—x) -7 1

lim == lim ——— = —
a—1- sin(mx?) o/0 a—1- cos(mw2)2rr 2

Stadi tedy vySetfit fll Hoe(1=2)| g, Substituce t = 1 — a
2

Vi—z
1
2 |logt
/Hog!dt’
0 \/1?

coz konverguje.
Zavér: Integral konverguje.
. x log x -
d
) / x — 1log(l+x) v
ReZeni:
U 0 pouzijeme LSK a odhady

log(l+ ) ~ =, x—1=1.

fo 2 . _ Yx|logx|z* —92/3
Srovnavame tedy s funkei g(z) = Y288 = |log x|z~ /3.
R 1
z—1| log(1+4+x
lim = lim — = 1€ (0,00)

z—0+ xa—z/?” log gj| x—0+ log(l + :C) |\3/x — 1|

Podle limitniho srovnévaciho kritéria tedy staci vySetfovat konvergenci integralu

1
3
/ 22T log 2| d:
0

Tento integral konverguje pravé pro oo — 2/3 > —1, tedy pro o« > —1/3
U 1 pouzijeme odhady

x~1, log(l4+z)=~log2, logx~uxz—1

Srovnavame tedy s funkei g(z) = \3;%‘
et ot VT2 |l 1
z—1| log(1+z .
lim ¢ g VEeet [logal € (0,00).

z—1—

a—1-log(l+z) |z — 1] log2
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Podle limitniho srovnévaciho kritéria staci vySetfovat integral

/11(1 — x)?/3

2

Tento integral konverguje absolutné (spojita funkce na uzavieném omezeném in-
tervalu).

Zaver: Integral konverguje pravé pro o > —1/3, a to absolutné.
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