26. cviceni — Lagrangeovy multiplikatory
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady
1. Najdéte globalni extrémy funkci na mnoziné M
(@) flz,y) =2 +y, M ={[r,y] eR?: 2" +4> =1}
Reseni:

Zdroj: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPartCv.p
df

e Oznacme g(z,y) = 22 + y?> — 1 a G = R?. Pak lze vazebnou podminku psat
jako g(x,y) = 0. Navic f,g € C'(G) (polynomy).
Dale M = g~1(0). Tedy jde o vzor uzaviené mnoziny pii spojitém zobrazeni,
tedy je M uzaviena. M je navic omezena - jde o kruZnici se stfedem v pocatku
a polomérem 1. Tedy M je kompakt.
Tedy funkce f nabyva na M extrémi.

e Aplikujeme vétu o Lagrangeovych multiplikdtorech. Predpoklady jsou splnény
(viz vyse).
— VySetfeme body, kde mé g nulovy gradient. Hledame tedy body, kde

Vg = (2z,2y) = (0,0).

Tedy (x,y) = (0,0). Tento bod ale nelezi v M.
— VySetfeme nyni soustavu rovnic s multiplikdtorem A.

of dg
GotA g =0
of dg
9, tA g, = O
g(z,y) = 0
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Tedy

204+ A2z =
1+X-2y =
2y o1 =
7 prvni rovnice mame
2x(14+X) =0.
Tedy £ = 0 nebo A = —1.
Pokud x = 0, tak z vazebn{ podminky je
y =1

tedy mame podezielé body [0, 1] a [0, —1].

Pokud A = —1, tak z druhé rovnice je y = % 7 vazebni podminky pak

méame podezielé body [g, i a [—g, 3.
e Porovname hodnoty ve funkénich bodech:
f(0,1)= 1
R
272 4
o3\ 8
272 4

Tedy funkce nabyva minima v bodé [0, —1] s hodnotou —1 a maxima v bodech
[:t@, 3] s hodnotou 2.
(b) flwy) =dw+3y—4, M ={[z,y] eR*: (z — 1)’ + (y —2)* = 1}
Reseni:
Zdroj: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPartCv.p
df

e Oznatme g(z,y) = (x—1)?+(y—2)?—1 a G = R?. Pak lze vazebnou podminku
psat jako g(z,y) = 0. Navic f,g € C(G) (polynomy).
Dale M = g~!(0). Tedy jde o vzor uzaviené mnoZiny pii spojitém zobrazeni,
tedy je M uzaviena. M je navic omezena - jde o kruznici se stfedem v bodé
[1,2] a polomérem 1. Tedy M je kompakt.
Tedy funkce f nabyva na M extrému.

e Aplikujeme vétu o Lagrangeovych multiplikdtorech. Predpoklady jsou splnény
(viz vyse).

— VySetfeme body, kde mé g nulovy gradient. Hledame tedy body, kde

Vg = (2x—-2,2y —4) = (0,0).

Tedy (z,y) = (1,2). Tento bod ale nelezi v M.
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— Vysetfeme nyni soustavu rovnic s multiplikdtorem .

of 0g

of dg
g(z,y) = 0
Tedy
44X-2(x—1) = 0
34X-2(y—2) = 0
(z—1)2+(y—-2)? = 1

Z prvnich dvou rovnic mame

2
_1=_-=
v A\
3
—_9=_"-
y 2\

(Vyloucili jsme moznost A = 0, protoZe nespliiuje soustavu rovnic.)
Dosazenim do vazebni podminky ziskdme

tedy mame podezielé body [%, %] a [%, <1
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e Porovname hodnoty ve funkénich bodech:
17
S I |
r(53)
9 13
-, — = 11
(32)

Tedy funkce nabyva minima v bodé [%, %] s hodnotou 1 a maxima v bodé
[2,43]. s hodnotou 11.

55
(¢) flw,y,2) =2 —y+32z, M = {[x,y,2] € R3: 2% +y? + 422 = 4}
Reseni:
Zdroj: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPartCv.p
df

e Oznaéme g(z,y,2) = 22 +y? +42? — 4 a G = R3. Pak lze vazebnou podminku
psat jako g(z,y,z) = 0. Navic f,g € C(G) (polynomy).
Dale M = g~!(0). Tedy jde o vzor uzaviené mnoziny pii spojitém zobrazeni,
tedy je M uzaviend. M je navic omezené - jde o povrch elipsoidu se stfedem
v pocatku, ktery se vejde do koule B(o0,3). Tedy M je kompakt.
Tedy funkce f nabyva na M extrémi.

Figure 1: Obarveni povrchu naznacuje funkéni hodnotu

e Aplikujeme vétu o Lagrangeovych multiplikdtorech. Predpoklady jsou splnény
(viz vySe).

— VySetfeme body, kde mé g nulovy gradient. Hledame tedy body, kde
Vg = (2z,2y,82) = (0,0,0).

Tedy (x,y,z) = (0,0,0). Tento bod ale nelezi v M.
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— VySetfeme nyni soustavu rovnic s multiplikatorem A.

of 99 _
8+)\8x_0

of dg
55 = O
of dg
5: N5, = O

9(z,y,2) = 0
Tedy
1+X- 2z =
—14+A-2y
3+ A8z
4yt +4 -4 =

o o o o

Z prvnich dvou rovnic méme

_ L
T o
1
Y=o
Z f— _i
8\

(Vylouéili jsme moznost A = 0, protoZe nespliiuje soustavu rovnic.)
Dosazenim do vazebni podminky ziskame

Ao 2 YIT
8
tedy mame podeztelé body [\/%, f\/%, \/%] a [f%, %, f\/%]
e Porovname hodnoty ve funkénich bodech:

4 > 17
17

(57 VIV

4

(- )= i

v

Tedy funkce nabyva minima v bodé ( ik ﬁ’ —%) s hodnotou —/17 a

maxima v bodé (\/417, r \ﬁ)

(d) flz,y) =2 +y* M = {[z,y] € R?: 52° — 6zy + 5y* — 4 = 0}
Reseni:
Zdroj: https://matematika.cuni.cz/dl/ikalkulus/KAP17.pdf

s hodnotou v/1
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e Oznaéme g(x,y) = 5z — 62y + 5y> — 4 = 0 a G = R?. Pak lze vazebnou
podminku psat jako g(x,y) = 0. Navic f,g € C}(G) (polynomy).
Dale M = g~!(0). Tedy jde o vzor uzaviené mnoZiny pii spojitém zobrazeni,
tedy je M uzaviena.
M je navic omezené - jde o pootocenou elipsu (to by se ukazalo, kdybychom
,otoCili* soustavu souradnic). Omezenost plyne z téchto odhadi:

5(x2 +y?) =4+ 6xy < 4+ 3(z% +¢°)

tedy
2(x? +y?) <4

Tedy M je kompakt.
Tedy funkce f nabyva na M extrémi.

05 e El
a0 e 0

e Aplikujeme vétu o Lagrangeovych multiplikdtorech. Predpoklady jsou splnény
(viz vyse).

— Vysetfeme body, kde ma g nulovy gradient. Hledame tedy body, kde
Vg = (10z — 6y, —6z + 10y) = (0,0).

Tedy (x,y) = (0,0). Tento bod ale nelezi v M.
— VySetfeme nyni soustavu rovnic s multiplikdtorem A.

of dg
8—x+>\~a—x =0
of dg
9, t A g, = O
g(z,y) = 0

Tedy

2+ X (10x —6y) = 0
20+ X (=6x+10y) = 0
522 — 6zy +5y> —4 = 0.
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7 prvnich dvou rovnic mame

z(bBA+1) =3y
y(bA+1) =3z
Vylou¢ime mozZnost A = 0, protoZze pak by byl fesenim bod (0,0), ktery
nespliuje vazebni podminku. Analogicky vylou¢ime moznost (5A+1) = 0.
Uvazujeme-li x = 0, tak opét vyjde feseni (0,0). Analogicky pro y = 0.
Mizeme tedy obé rovnice vynasobit postupné y a x. Dostaneme
yz(5A + 1) = 3\y>
zy(5A + 1) = 3 2?

Tedy y = tx.
Dosazenim do vazebni podminky ziskdme pro y = =

522 — 622+ 522 —4=0

aproy=—zx
522 + 622 + 512 —4 =0

tedy mame podezielé body [1,1], [-1, —1], [%, —%] a [—%, %]

e Porovname hodnoty ve funkénich bodech:

fL1) =2
f(=1,-1)= 2
b |
f(_%7%) - %

Tedy funkce nabyva minima v bodech [3, —1] a [—3, 3] s hodnotou 3 a maxima
v bodech [1,1], [-1, —1] s hodnotou 2.

Zkouskové priklady
2. Najdéte globalni extrémy funkci na mnoziné M
(a) F(z,y) = a'y, M = {[z,5] € R : 2t + 44 <16, 2 > —1}
Reseni:

e OznaCme
91(9U,y):334+y4—16, g2($,y):$+1,

a G = R?. Pak lze mnozinu M zapsat ve tvaru
M = M; N Ma,

kde
My, = {(x?y) €G: gl(:v,y) < 0}
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My = {(.’L‘,y) €eG: 92(x7y) > O}

Funkce f, g1, g2 jsou polynomy, tedy patii do C'(G). Tedy mnoziny My i Mo
jsou uzaviené (vzor uzaviené mnoziny pii spojitém zobrazeni).

Mnozina M je uzaviena jako prunik uzavienych mnozin. Navic je omezend,
nebot z podminky z* + y* < 16 plyne

2| <2, ly| < 2.

Tedy M je kompakt.
Proto funkce f nabyva na M globalniho maxima i minima.

e Budeme vySetfovat nejprve vnitini kritické body mnoziny M, tedy body s
x4+y4<16, x> —1.
V takovém bodé& musi platit
Vf(z,y) = (4a®y,2*) = (0,0).
To plati pro body tvaru (0,y), y € (—2,2). Navic plati
f(0,y) =0.
e Na c¢asti hranice dané podminkou
zt +yt = 16, x> -1
pouzijeme metodu Lagrangeovych multiplikdtora pro vazbu
glxz,y) =z* +y* — 16 = 0.

Plati
Vf=aby,a"),  Vg=(4a®4°).
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Hledame tedy feseni soustavy

423y = N a3
ot = N y?
a4yt = 16.

Z prvni rovnice vyplyva, Zze bud z = 0 nebo y = A. Nejprve uvazujme piipad
z = 0. Pak z vazebni podminky dostaneme

y* = 16,
tedy y = +2, a tedy body
(0,2), (0,—2).

V téchto bodech je
f(0,2) =0, f(0,-2) =0.

Necht nyni y = A. Dosazenim do druhé rovnice:

7 vazebni podminky pak plyne

zt 4yt = 16, 4yt + y* = 16,

tedy
16
5y =16 4=
Yy s ) 5

Odtud /5
2 64 24/2
+——0), zt = —, == .
YT 5 75

Celkem 4 body (v8echny kombinace znamének).
Protoze v8ak musi platit jesté podminka x > —1, zistanou pouze ty body z
tohoto TeSeni, pro které je x > —1. Vzhledem k tomu, Ze zde vychéazi |z| =

22 1, pripada v ttvahu jen kladna hodnota

5

2

Dostavame tedy dva body

w2 2\ (w2

Jesté musime vysetfit okraj dany podminkou x = —1.
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e Na ¢asti hranice dané podminkou z = —1, 2% 4+ y* < 16 dostaneme
1+t < 16,

tedy
ly| < V15.

Funkce na této mnoziné je tvaru
f(=Ly) =y

Z toho plyne, Ze na tomto tseku nabyva minima v bodé
(—1,—V15)

a maxima v bodé
(-1, V15).
Tyto body zde ale nelezi.
e Zbyvéa ,hranice hranice“, neboli body (-1, v/15) a (=1, —+v/15).
e Spocteme hodnoty funkce ve vSech podezielych bodech:

?

\/>
VT,

(,2
—2

l
V5

)
) =

Akﬁ

\ﬁ
( —V15) =

\_/\_/

Porovnanim hodnot dostavame, Ze globalni minimum je —% a nabyva se v
< (22 _ 2 TnE . 128 o < (22 2
bodé ( a7 %) Globalni maximum je 51 & nabyva se v bodé ( 7 %> .
(b) f(z,y) =22 +4y, M = {[z,y] e R*: Yo+ Yy < 1,2 >0,y > 0}
Reseni:

e OznaCme

g(z,y) =vVe+ -1, @@y =z gy =y
a G = R?. Pak lze mnozinu M zapsat ve tvaru
M = M; N My N Ms,

kde
Ml = {(‘/L‘ay) eG: 91(1‘,@/) < O}a

My = {(x,y) €eG: 92(x7y) > 0}?
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Ms = {(%,y) €eG: 93(1"’?/) > 0}

Funkce f,g1,92 € C'(G). Mnoziny My, Ms a M;z jsou uzaviené jako vzor
uzaviené mnoziny pii spojitém zobrazeni. Mnozina M je uzaviend, protoze je
prunikem uzavienych mnozin.

Navic je omezena, nebot z nerovnosti

Vet Yy <1

plyne

Tedy M je kompakt.
Proto funkce f nabyva na M globéilniho maxima i minima.

|
01l

ool Jos a
002 |
o :
— ! |

~Y0.0 0 T T
1.0 0.0 0.2 0.4 0.6

e Budeme vySetfovat nejprve vnitini kritické body mnoziny M, tedy body s
Vr+ Yy <1, x>0, y>0.
V takovém bodé musi platit
Viz,y) = (2,4) = (0,0).

Tato rovnice neméa feSeni. Tedy vnitfku mnoziny M nejsou zadné kritické
body.

e Na ¢asti hranice dané podminkou
v+ Yy =1, x>0, y>0
pouzijeme metodu Lagrangeovych multiplikdtora pro vazbu
glo,y) = Yo+ Y5 —1=0.

Plati ) )
Vf= (274)7 Vg = (43:3/47 43/3/4) .

Kalkulus 1, 2025/26, Kristyna Kuncova 11



Hledame tedy feseni soustavy

1
2= A
1
d=Agpn
Vi + Yy =1

7Z prvnich dvou rovnic dostavame
A = 8z%/* = 16y°/%.

Tedy
234 = 9y3/4 z =243y,

Polozme v = /z, v = y. Paku+v =1 au=2Y3y, tedy

1 21/3
T TV A Ve

o2\ B 1\
= 14 21/3 ’ y= 14 21/3 ’

e Na mnoziné z = 0, 0 < y < 1 mame f(0,y) = 4y. Podezielé¢ body jsou tedy
(0,0) a (0,1), kde f(0,1) =4 a f(0,0) =0.
e Na mnoziné y = 0, 0 < z < 1 mame f(x,0) = 2z. Podezielé body jsou tedy
(0,0) a (1,0), kde f(1,0) =2 a f(0,0) =0.
Na hranicich os
— Naosey=0,0<z<1méame f(z,0) =2x. Extrém je v bodé (1,0), kde
f(1,0) = 2.
e Spocteme hodnoty funkce ve vSech podezielych bodech:

f o131\ 1 \*} 8
14213 ) 7\ 14921/3 o (1+21/3)47

Odtud

f(ov 1) =4,
f(lv 0) =2,
£(0,0) = 0.

Porovnanim hodnot dostavame, Ze globalni minimum je 0 a nabyvé se v bodé
(0,0). a globalni maximum je 8 a nabyva se v bodé (0, 1).
(¢) flay) = (2 + Ty?)e B V) M = {[z,y] € R? : 2? + 4y? < 1}
Reseni:
e Oznacme
glz,y) =" + 49> - 1

a G = R?. Pak lze mnozinu M zapsat ve tvaru

M = {(x,y) € G: g(z,y) < 0}.
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Funkce f i g jsou spojité na R%2. Mnozina M je uzaviena jako vzor uzaviené
mnoziny pii spojitém zobrazeni.
Navic z podminky

P+ 42 <1

plyne

1
<1 < -
NESRENVES

Tedy M je omezena (jde o elipsu).
Protoze M je uzaviena a omezena v R?, je kompaktni. Funkce f tedy na M
nabyva globilniho maxima i minima.

0.5

05 " ——J 10 -1af,

e Budeme nejprve hledat kritické body ve vnititku mnoziny M, tedy body spliu-
jici
z? + 4y < 1.

Spoc¢teme parcialni derivace:

or = 2pe~ (27 HY7) _ da(x? + 7y2)e*(2x2+y2),
Ox
tedy
af (222402
5, = 20€ Ge™47) (1 — 227 — 1497) .
Dale
of _ 14y€—(2x2+y2) —2y(a® + 7y2)e—(2w2+y2)’
dy
tedy
ggjj = 2ye~ (227 +9%) (7- i 7y2) .

Hledame tesSeni soustavy

2z(1 — 222 — 145?)
2y(7 —a® = Ty*) =

0,

Z prvni rovnice:

z=0 nebo 1—22% — 14y% = 0.
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7 druhé rovnice:
y=20 nebo

Vygetiime jednotlivé moznosti.

7T—a2? -7yt =0.

— Jeli z =0 a y =0, dostavame bod

— Je-li z =0, pak z druhé rovnice:

2y(

Tedy
y=0

(0,0).

7—Ty*) =0.

nebo y==*£1.

Body (0, £1) v8ak nelezi v M, protoze

0% +
— Je-li y = 0, pak z prvni rovnice:
2x(

Tedy

Body

lezi v M, protoze

— Zbyva pripad

4.-12°=4>1.

1—2z?) =0.

N

1-222 — 149> =0, 7—-22—Ty>=0.

Ze druhé rovnice:

Ty =T

Dosadime do prvni:

1—2(7—7y?) — 1492 = 0,

tedy

1— 144 14y% — 1492 = 0,

coz dava spor

—-13 =0.

Tedy dalsi kritické body neexistuji.
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Vnitini kritické body jsou tedy

(0,0), <i

1
o).

22+ 492 =1

S

e Nyni vySetfime hranici mnoziny

Pouzijeme metodu Lagrangeovych multiplikadtori pro vazbu
g(z,y) =2 +4y> —1=0.

Plati
Vy(z,y) = (2z,8y).

Hledame tesSeni soustavy

Vf(z,y) = AVg(z,y).

Tedy
2xe_(2x2+y2)(1 — 227 — 14y°) = 2\,

2ye_(2x2+92)(7 — 22 — Ty?) = 8\,

2?4yt =1
— Je-li x = 0, pak z vazby:
4y =1,
tedy
_ 4k
y==5
Dostavame body
1
0,£=|.
(0+3)
— Je-li y = 0, pak z vazby:
z? = 1,
tedy
r = +1.
Dostavame body
(£1,0).

— Predpokladejme nyni x # 0 a y # 0. Pak mazeme délit:
e~ (270 (1 — 222 — 149%) = A,
e*(2x2+92)(7 — 2% — Ty?) = 4.

Po eliminaci A:
7— 2% — Tyt = 4(1 — 22° — 149%).
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Po tdpraveé:
7 —a2? —Ty? =4 — 822 — 56y°,

tedy
722 4+ 49y* +3 = 0.

To je spor, protoZze leva strana je kladna. Tedy dalsi body na hranici
neexistuji.

Kandidati na extrémy jsou tedy body

(0,0, (i\%,@), (0,%), (£1,0).

e Spocteme hodnoty funkce v nalezenych bodech:
f(0,0) =0,
1 1
+—,0) =z,
1(£50) =
1 7
NI DR V2
F(og) = e
f(£1,0) =2
Porovnanim hodnot dostavame:

1 7
2 -1 L4

0<e < 56 < 1
Proto globélni minimum je
m]\;[nf =0
a nabyva se v bodé
(0,0)
Globélni maximum je
max f = —e /4

a nabyva se v bodech
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